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OZET

Fark Denklem Sistemlerinin Céziilebilirligi Uzerine

Elif BALIKCI
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimi
Tez Damigmani: Yrd. Dog. Dr. Ahmet YANTIR
Agustos 2016, 40 sayfa

Bu tezde
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fark denklem sistemlerini ele aldik. Burada p,, q,,,1;,,ve s, dizileri x,ve y, baslangic
kosullar1 sifirdan farkh olan x,veya y, dizilerini temsil etmektedir. Dizilerin segimine
gore on altt farkh denklem sistemi vardr. Bu on alti sistemden on dort tanesinin
cozilebilirligi elde edilmistir. Bu on dort sistemin on ikisinin ¢dziimlerinin Fibonacci

sayllar1 cinsinden olmasi dikkat ¢ekicidir.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklem Sistemleri, Ricatti Denklemi, Fibonacci
Sayilari, COzilebilirlik



ABSTRACT

On Solvability of Systems of Difference Equations

BALIKCI, Elif
M.Sc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Ahmet YANTIR
Agust 2016, 40 pages

In this thesis, we study the system of difference equations of the form

Xny1 = 1;’_npn, Yne1 = 1:_—:}1 neN,
Here each of the sequences p,,, q,,r,and s, represents either the sequence x, or the
squence y, with nonzero initial conditions x,and y,. We have sixteen possible
systems depending on the choice of the sequences. The solvability of fourteen systems
out of sixteen systems is established. It is remarkeble that the solutios of twelve systems

are in terms of Fibonacci numbers.

Key words: Systems of Difference Equations, Ricatti Equation, Fibonacci Numbers,
Solvability
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1 GIRIS

Fark denklemleri, bir ve daha c¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile
bagimsiz degiskenleri arasmdaki cebirsel bir bagmtidwr ve fark denklemleri,
diferansiyel ~denklemlere benzerlk gdstermektedir. Inceleme siireci ydniinden
baktiZimizda diferansiyel denklemlerden daha yenidirler. Diferansiyel denklemler 200
yili asan bir siirede incelenmis, fark denklemler ise 100 yillik bir inceleme siirecinde
sistematik hale gelmistir.

Doga olaylarindaki siireklilik ve kesiklilik arasmdaki ztlasma Eski yunanlilara
gore, dogadaki siirekliligin bir aldatmacisiydi.Bu slreksizlik durumu fark denklemleri
lle ortadan kaldmlmaya cahsilmistr. Sonlu fark islemleri Newton ile yaylmaya
baglanus, Poincaré kadar uzanmistwr, Boole ile zirveye ulagsmistwr. Daha sonra Laplace
fark denklem tizerinde cahsmustwr. 1825 yiindan Once dogrusal fark denklemler ele
almmamugti. 1885 yihinda Poincaré ile dogrusal fark denklem teorisine girilmis,
Lagrange dogrusal diferansiyel denklemin sabit katsayili olmasi durumunda ¢OzUmUnu
elde etmis, Guichard 1887°de ikinci yandaki fonksiyonun polnom olmasi
durumundaki ¢Ozimiini incelemis, Gelgrun asimptotik ¢oziimler iizerinde ¢ahsmis,
Birkhoff ve Carmichael bu cahsmalari genisletmislerdir. Liouville ve Sturm ikinci
mertebeden selfadjoint dogrusal diferansiyel operatoriiniin iizerinde c¢ahsmalar yapmis
ve kendi isimleri ile amlan Sturm-Liouville fark denkleminin ¢0zimind ifade
etmiglerdir. March Artznouni, degisken katsayili dogrusal fark denklemin asimptotik
ustel cozimlerinin ozelliklerini gelistirmis; Hooker, Riccati denklemini gelistirmis;
Popenda, ikinci mertebeden fark denklemin osilasyonlu ve osilasyonsuz
durumlarindaki teoremleri gelistirmis ve ¢oziimleri i¢in baz atiflarda bulunmustur [3,
10, 19, 20]. Kaczorek, n’inci mertebeden homojen olmayan degisken katsayili dogrusal
fark denklemin implicit formdaki c¢Ozumlerini vermistir [11]. Abramov, polinom
katsayill keyfi dereceli fark denklemlerin rasyonel ¢ozimlerini vermistir [1]. Tuzik,
degisken katsayili konvoliisyon tipteki fark denklemlerin ¢oziilebilirligine degmnmistir
[28]. Fark denklemleri son 30 yil icerisinde pek ¢ok bilim adammin ¢aligma konusu
olmustur. Bununla ilgili olarak [18, 8, 14, 17, 4, 6, 2, 12] kitaplarindan ve [26, 27, 9,
15, 16, 7] gibi bashca makalelerden bahsedilebilir.



Diferansiyel denklemlerle fizksel olaylarm bir matematiksel modeli siirekli
degisim oranlart arasmdaki denklemler olarak ifade edimekteyken, 20. yiizyilin
baglarmda radyasyon miktar1 ile biyolojide goriilen genetik olaylarindaki gelismeler,
tim doga olaylarmin siireklilik terimleri ile ifade edilemeyecegini gostermistir.
Sureklilik halleriyle verilen diferansiyel denklemlerin yerine, bu denklemlere benzer
olan fark denklemleri ayrik zamanlarda meydana gelen olaylar1 formiile eden bagmtilar
olarak kullanilmaya baglanmistir. Fark denklemleri icin tirev iceren denklemlerin
sadece tamsayilarda tanmlanmis seklidir diyebiliriz. Boylece, fark denklemleri
kullanilarak diferansiyel denklemlerde goriilen siireksizlik halleri kaldmilmastir.

Ginumizde diferansiyel denklemlerde gorilen  streksizlik — halleri, fark
denklemler kullanilarak ortadan kaldmrilmak istenmistir. Fark denklemleri ile zamana
bagh c¢esitli doga olaylarinin incelenmesinde Kkarsilasiimaktadir. Fark denklemleri,
diferensiyel ~ denklemler  icin  ayrklastrma  (discretization)  metodlarinin
incelenmesinde de karsimiza cikar. Fark denklemleri teorisinin uygulamalari, niimerik
analiz, kontrol teori, bilgisayar bilimi, ekonomi, biyoloji, sosyoloji, gibi bir cok bilim
dalnda hizli bir sekilde artmaktadir.

Fark denklemleri genis bir uygulama alanma sahiptir. Ornegin, biyolojide canh
popllasyon sayisinin arastrilmasinda, tipta hiicre hareketlerinin takibinde, kontrol
teorisinde kararhlik durumunun tespitinde ve daha birgok alanda fark denklemleriyle
karsilsmaktadir.

Bu tezin ikinci bolimiinde ana sonuglari igeren iiglincti bolimde kullanilacak
olan fark denklemlerine ait genel kavramlar sunulmustur. Bu kavramlar hakkmda daha
detayh bilgilere sahip olmak isteyen okuyucular fark denklemleri ile ilgili literatiirdeki
kitaplara bagvurabilirler. Bunlarin bashcalar1 ilgili bolimde sunulmustur.

Ucgiincti bolimde ise

1+p 1+
Xn+1 = =, Yn+1 = = ne N,
qn Sn

fark denklem sistemi ele almmustr. Bu sistemin p,, q,,7, Ve s, dizlerinin sifrdan
farkh x, ve y, reel baslangic degerleri icin 16 olast durumundan 14 tanesinin ¢ozimleri



incelenmistir. Bu 14 sistemden 12 tanesinin ¢dziimiinde Fibonacci saylarmin olmasi

dikkat cekicidir [29].



2 FARK DENKLEMLERI iLE iLGILI ON BILGILER

Bu bolimde tezin ana probleminin ¢ozimiinde kullanilan temel kavramlar
tanttilacaktir. Fark denklemi tanmmi, smiflandirilmasi, mertebesi, lineerligi tammlar: ve
ikinci mertebeden sabit katsayili fark denklemlerinin ¢6ziim yontemleri verilmistir. Bu
bolimde [2, 4, 6-8, 12, 14, 18, 30] referanslarindan faydalanilmistir. Fark denklemleri
teorisi ile daha detayh bilgilere ve verilmis teoremlerin ispatlarma bu kaynaklardan
ulagilabilir.

2.1 Genel Kavramlar
Tamm 2.1. A,y(m) = y(m + h) — y(m) seklinde tanmh A, operatdrine ileri h-fark
operatorii denir [2]. Ozel olarak h =1 icin Ay(m) = y(m + h) — y(m) ile taniml

operatore ileri fark operatort denir.

Tamm 2.2. Ey(m) = y(m+ 1) seklinde tanmlanan E operatorii kaydrma operatorii
denir [2].

Tamm 2.3. [y(m) = y(m) seklinde tanmlanan I sembolli ile gOsterilen operatore
birim operator denir [2].

Teorem 2.4. A, E ve [ operatorleri arasinda,
Ay(m) = Ey(m) —Iy(m)
baglantis1 vardr [2]
Tamm 2.5. n bagimsiz, y de bagmli degisken olmak iizere, bagmli degisken ve

bagmsiz degisken ile bagmh degiskenin E(y), E*(y),E3(y),...,E"(y),... gibi
farklarin1 iceren bagmtilara fark denklemi denir [2, 6, 21].

y(m) + a;y(m + 1) = f(m) 2.1)
ym—1) +a;y(m) + a,y(m+ 1) = g(m) (2.2)

yim—n)+a,yim+n—-1)+a,y(m+1)+a,y(m) = h(m) (2.3)
4



Tamm 2.6. Bagmli degiskenin birinci dereceden oldugu fark denklemine lineer, aksi
halde lineer olmayan fark denklemi denir [2, 6, 21].

Tamm 2.7. a, #0 ve ay,a,a;, .., a, 4, a, Keyfi sabitler olmak Uzere (2.3)

denkleminde h, = 0 oluyorsa denkleme homojen [4], h, # 0 durumunda ise
denkleme homojen olmayan fark denklemi denir [6].

Tamm 2.8. (2.3) denklemine a,, # 0,i = 1, 2,...,n olmak Uzere a,,a,,as, ...,a,_;,a,
katsayllar1 sabit ise denkleme sabit katsayili, eger katsaylar bagmsiz degiskenin
fonksiyonlar1 ise denkleme degisken katsayili fark denklemi denir [4].

Tamm 2.9. a,,a,,..,a,, (a, #0) e a,,a,,..,a, reel saylar, [t,,t,] aralfinda

ty <j <t,,n. mertebeden sabit katsayl, lneer ve homojen fark denklemi ve
baslangic kosullar1 ile olusturulan

yim+n)+ayim+n—-1)+-+a,_ ;yim+1)+a,y(m) =0 2.4)
vy =a,yG+=a,,.,.yG+n—-1)=a, '
problemine fark Cauchy fark problemi denir [4].

Teorem 2.10. (Varlk-Teklik Teoremi) Ireel sayilardaki herhangi bir alt aralk, f:1 X
I — I diferansiyellenebilen sirekli bir fonksiyon olmak (zere;

Xni1 = f(n Xp_q) n=0,12,.. (2.5)
denkleminin {x, }_, ¢6zimii vardr ve tektir [2, 6, 21].

Teorem 2.11. [t,, t,] arabfinda t, < j < t; Ve ay,a,, ..., a,’ler reel saylar olmak
Uzere,

yim—-n)+a,yim+n-1)+ -+ a, ;yim+1) +a,y(m) =0
ve

yi) =a,y(G+1) =a,..,.yG+n—-1) =a,



fark Cauchy probleminin ¢oziimii vardr ve tektir [4].

Tamm 2.12. y(m) =A™ (1 € R,A™ # 0) n. mertebeden homojen, sabit katsayili bir
fark denkleminin ¢0zumu olsun. Bu ¢6zim (2.4) denkleminde yerine yazlirsa

Mm+a X+ ta,_A+a,=0

biciminde elde edilen denkleme (2.4) homojen denkleminin karakteristik denklemi
denir [6].

Tamm 2.13. ¢, #0 olmak lzre ¢, c,,¢5, ...,C,4,C, keyli sabitler,
yD(m),y@(m), ...,y™ (m)’ler ise (3.4) denkleminin n tane ¢ozimii olsun. Bu
durumda

y(m) = Cly(l) (m) + ¢, y(z) m)+ -+ Cny(n) (m)

ifadesi de (2.4) denkleminin bir ¢ozimidar. Bu ¢bziime Ust Uste ekleme ya da stper
pozisyon kurali denir [6].

Tanim 2.14. y,(m),y,(m),...,y,(m)’ler n. mertebeden bir fark denkleminin
cozimleri olmak Uzere;

y1(m) y,(m) ¥, (m)
c(m) = det Vi (m +1) y,(m + 1) yngm + 1)
ym+n—1) y(m+n—1) - y(m+n—1)

seklinde tanmlanan C (m) determinantma bu ¢oziimlere ait Casoration denir [6]. Eger,
C(m) #0 ise fark denkleminin y, (m),y,(m),..,y,(m) cozimlerine lineer
bagmsizdir denir [17].

2.2 Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemlerinin Cozimleri
(2.4) denklemi ile verilen n. mertebeden sabit katsayili lineer homojen fark denklemini

ele alahm. Bu denklemin genel ¢ozimii karakteristik denkleminin koklerinin
durumlarina gore asagidaki sekillerde verilir.



2.2.1 Birbirinden farkli reel koklerin olmasi durumu

AuAy, A, € R (2.4) denkleminin karakteristik denkleminin kokleri ve ¢y, c,, ..., c
reel sabitler olmak tzere (2.4) homojen denkleminin genel ¢6zim,

y(m) = c AT + c, A0 + -+ ¢, AT
formundadir [4].
2.2.2 Koklerin Birbirine Esit Olmasi1 Durumu

(2.4) denklemine ait karakteristik denkleminin kokleri A, =4,=--= 4
4, Cy, -, €, Keyfi sabitler olmak lizere (2.4) denklemi,

y(m) = c;A™ + c,mA™ + -4 ¢,m"TIA™
biciminde genel ¢6zime sahiptir [6].
2.2.3 Koklerin Karmasik Say1 Olmas1 Durumu

a;, Ay, ..., A, V& Vi,V ., V, ler reel sabitler olmak Uzere (2.4) denklemine ait
karakteristik ~denkleminin kokleri karmask a; + iy j=1,2,..,7 ise kokler
ikiserli esleniktir. Yani a; +iy; karakteristik denklemin bir kokl ise a; —iy; de
2
karakteristik denklemin bir kékidir. Bu durumda r? = a? +y/ ve tan 6 = % olmak
j
iizere 1 =re¥® =r(cosf Fisinf) seklinde yazlir. O halde a; +iy; karakteristik
kokiine karsihk gelen ¢oziimler 7 cos@t ve rt sin Ot tir. Eger karmagik kokler kath
ise ¢Ozumler bir 6nceki duruma benzer sekilde bulunur [12].



3 DENKLEM SISTEMLERININ COZULEBILIRLIiGi

Bu bolimiin temel amaci

1+p, 1+,

=—) =— EN 3.1
Xn+1 a0, Yn+1 s, n 0 (3.1)

fark denklem sistemininden p,, q,,, 7;, Ve s,, dizilerinin farkli durumlar1 icin elde edilen
16 farkli denklem sisteminin 14 tanesinin ¢oziilebilirligini gdstermektir. Bu 14 durum
tek tek incelenmistir[29].

Bu durumlarin  incelenmesinde  Ricatti fark denklemi ve ¢Ozumlerinden
faydalanilmstr.

3.1 Ricatti Fark Denklemi

Diferansiyel denklemlerde oldugu gibi fark denklemlerinde de Ricatti denklemi enilgi
cekici denklemlerden biridir ve birgok problemin ¢dziimiinde yaygmn olarak kullanilir.

Tamm 3.1. a, b, ¢, d parametreler olmak (zere

Xpp1 = %2:, ne€ N, (3.2)
lle verilen denkleme Ricatti fark denklemi denir.
Budenklem a =0, b=c=d =11iin
Xnt1 =7 f—nxn’n € Ny
halini alr ve yaygm kullanimda genel ¢6ziim
gy = ne€ N, 3.3)

xon+1’

formundadir.



X, Ve Y, gereel baslangic degerleri icin

—ﬂ, yn+1 =T_n, nENO (34)

X =
ntl o 14q, 1+s,

denklem sisteminin 16 olast durumunun 14 tanesinin ¢dziilebildigi Stevic [22]
tarafindan gosterilmistir. p,,q, ,7, Ve s,dizilerinin x, veya y, ile degistirilmesi ile
elde edilen 16 olast durum (16 farkh denklem sistemi) vardr. Bu sistemleri ¢6zmek
icin (3.2) Ricatti denkleminin yanmisrra ¢esitli yontemler kullanilir.

Biz bu tezde aym mantikla

_1+4+p, _ 14y
Xn+1 = q_' Yn+1 = ’ ne NO
n

fark denklem sistemlerini ele alacagiz. p,, q,, 1, Ve s, dizileri benzer sekilde baslangic
degerleri sifir olmayan x,, Ve y, dizilerini temsil eder. Boylece tiiretilen olas1 16 sistem
varhgint kurarak esas olarak 14 sistemin daha detayh ¢oziilebilir oldugunu
gosterecegiz. Burada bazi ¢oziimlerde Fibonacci sayilari kullanacaktw [13]. O halde
asagidaki On bilgilere bakalm.

Tamm 3.2. F, =0,F, =1ve
Fn+1=Fn+Fn—1' n21

rekursif denklemi ile tanmlanan {F,},., say1 dizisine Fibonacci say1 dizisi denir. Bu

say1 dizisinin elemanlarmma Fibonacci sayilar1 denir.

Ay = 1+2—\/§ ve Al = 1_2—‘5 olmak uUzere n. Fibonacci sayist
A=At
E, = P (3.5)

seklinde bir formiille ifade edimektedir ve Binet formiilii olarak adlandrilmaktadir.
Binet formilinden hareketle

E
lim 2 =2,

n—o0o Fn

9



oldugu goriilmektedir. Burada 4, = 1+2—\/§ altm oran olarak adlandrilmaktadir.

Fibonacci sayllarinin kismi toplamlar1 i¢inde

n
ZFI{ =Fn+2_1

k=1

n
Z Forv1 = Fnta
k=0

n
ZFZk =Fnyg—1
k=0

formiilleri vardmr [5].

Eger d # 0 ise

b+ c c
x”:< d )y“_E

doniigiimiinii kullanirsak (3.2) Ricatti denklemi

_ bc —ad +1
yn+1_ (b+c)2yn

halini alr.

_bc—ad
"~ (b + )2

Ricatti says1 olarak adlandrilirsa bu durumda

—R n
Yurr =7, %, nEN, (3.6)

denklemi elde edilir.

10



R=-1icin y, = Z;ﬂdénﬁsﬁmu icin (3.6) denklemi

n+2_Zn+1_Zn=O nENO (37)
Zy, Z; € R\{0} baglangic degerlerine sahip sabit katsayili lineer homojen fark

denklemine doniisir ve karakteristik denklem A2 — 2 —1 =0 olarak bulunur. Bu
karakteristik denklemin kokleri

A, =1+2‘/§ve/1_ =1_2—‘/§

seklindedir. O halde (3.7) denkleminin ¢6zimi

(z, = A_z)AT — (2, — A,z A"
7. =
2 X, —A_

olur. Bu denklemi daha basit bir formda

z, =Fz, +F,_ z, ne N, (3.8)

-A" . .
/1" - seklindedir. y,
Zn+1

seklinde yazabiliriz. Burada F,, n. Fibonacci sayis1 olarak F, = 2
"
- oldugundan (3.8) denkleminde yerine yazlirsa

_ Fpy1YotFy
yn -

Fp¥o+Fp_1 (3.9)
genel ¢6zuml bulunur.
Ayrica t, Ve t; baslangic degerine sahip
thyy tthi —t, =0 ne N, (3.10)

denklemin karakteristik denklemi u? + u— 1 = 0 olarak bulunur. Kokleri ise

py = —Ag formundadir. O halde bu denklemin ¢ozimi de

t, = (=D)L (E,t, — F,_,t,), ne N, (3.11)

11



seklindedir ve F, n. Fibonacci sayist olarak tanmlanmustir.

3.2 Ana Sonuglar

Bu boliimde yukarida verilen On bilgiler yardmu ie . p,,q,, 1, Ve s, dazlerinin farkh
durumlar1 i¢in (3.4) denklem sistemlerinin ¢ozilebilirligini inceleyecegiz.

Durum 1.p, =x,,q,, = X, 1, = Y, S, = Y, Olsun. Bu durumda sistem

_1+4x,

Xnpy =5, ne N, (3.12)
Ynot =0, ne N, (3.13)

seklindedir. x, = Z’ZLA dontisimii yapiip (3.12)’te yerine yazlirsa

Zni2 = Zng1— Zn =0 (3.14)
fark denklemi elde edilir. Bu denklemin karakteristik denklemi
22—-21-1=0

seklindedir ve kokleri 2, = 2% ve 1_ = 1= .

O halde (3.14)’in genel ¢Ozimi
Z, = A% + A (3.15)

lle wverilir. c;,c, keyfi sabitlerini elde etmek icin n =0 ve n =1 degerleri (3.15)

denkleminde yerine yazilirsa

Zy=c¢ t ¢

Zy = Ay + Al

lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan

12



c. = Z1mA-Zy (3.16)
1

A=,
-1
c, = ﬁ (3.17)

bulunur. Bulunan c, ve c, keyfi sabitleri (3.15) denkleminde yerine yazlirsa

Z17AZo an _Z1=A4Z0 gn
Z,=—0——= A ——=—==.4 3.18
n 2.+—/1_ + /1+_/1_ - ( )

bulunur. Denklem diizenlendiginde Binet formiilii ile (3.5)
z,=Fz, +F,_ 2, (3.19)
genel ¢O6zimi elde edilir.

X, = n— Ve x, = — oldugu icin

n

— FnaaXotFy
X = pr neN, (3.20)
— Ft1YotFy
Yn = EE neN, (3.21)
bulunur.
Sonug¢ 3.1. limx, = limy, = 4,
n—oo n— oo
ispat.
F.
F, (x + )
. . . FE, +F, . n+1\*o
lim x,, = limy, = lim 22000 = |jm —— T2 = (3.22)
n-oo n— oo n—-oo Fyxg+F,_4 n-oo Fn(x0+ 7;n )

Durum 2.p, = x,,q9, = x,,,;, = X,,,S,, = X,, durumunu inceleyecegiz. Bu durumda
sistem
_ 14x, _1+y, N 3.23
Xne1 = Yn+1 = ) ne Ny (3.23)
n In

13



elde ederiz ki n € N i¢cin 1. durumla benzerlk tagmaktadw. 1. durumdaki x,,, i¢in
yapilan ¢6ziim burada da tekrarlanacaktir. n € N i¢in x,, = y,, oldugundan

Xy =Y, = Fnar¥othy ne N, (3.24)

FoXo+Fp_y’
bulunur.

Sonug 3.2. Burada bulacagimiz sonugta (3.22) deki gibidir.

. : . FpyiXoth
limx,, = limy, = lim 2222 =2 (3.25)
n-—oo n-oo n—oo FpXo+Fy_q

Durum 3. p, = ¥n, qn = Voo Ty = Yoo Sn = ¥y, 0ldugunda sistemimiz

_ 14y _ 1ty
Xnt1 = y_nn' Yne1 = ynn' ne N, (3.26)

halini alacaktr. Bu durumda x, ve y, yer degistrmistir. O halde bu sistemi ¢dzmek
icin bu kezy, = Z’Zl#dénﬁsﬁmﬁ yapilip (3.26)’da yerine yazlirsa (3.14) fark denklemi

elde edilir. Bu denklem Durum 1.’de oldugu gibi ¢ozildiigiinde

_ _ Fp1YotFy
Xy =Yn = ne N, (3.27)
elde edilir.
) ) . E F
Sonug 3.3. limx, = limy, = lim 2% —
n-oco n-oo n—-oo FyXot+Fy_4

Durum 4.p, = x,,q,, = X,, 1, = Y, S, = X,, durumunda sistem

_ 1l4xy, _1+y,
Xny1 = ! Yne1 = < neN,
n n

haline doniisiir. x,, ¢oziml (3.24) ile verilir. Bunu ikinci denklemde yerine yazarsak

— Fuy1XotF, Frui1Xo+Fy
Yne1 =5 ) Tk +Fx+F n (3.28)
n-*o n-—1 n+*o n-—1

seklinde olusur.Burada n = 0,1,2,...,n degerleri yazlirsa

14



n =0 i¢in

_ Foxg+F_, | Fyxo+F_,
Y1 = exoir +Fx+F 70 (3:29)
10 0] 10 0
n =1 i¢in
_ Fyxg+F, | Fyxo+F,
V1 = + V1

FyxgtF,  Fxg+F
olur. Burada y, yerine (3.29)’deki degeri yazlirsa

1
Fix,+ F, Fixog+ F;_4

= 0 T i,
2T R+ B LLF L x PR SR L)

halini alr ve n’nin devam eden degerleri i¢in

v = (M o) v + (T 220 0t) Bs (Beg + ) (330)

i41X0+F; =0 F +1%0+F;

olur. i =1,2,3,...,n— 1 degerleri i¢in

1 FiXo+F;_y _ Fyxo+F_,
i 0 Fj %o+ F;  Fyxg+F, (3:31)
i+1*0 n+o n—1

seklini alr.

F_, ve F, degerleri (3.5)’den yararlanilarak F_; =1 ve F; =0 olarak bulunur.
(3.31)’de bu degerleri yazarsak

- 1FiXg+Fi_y _ 1 (3.32)

=0 F  xo+F;  FpXg+F,_,

elde edilir.Ayrica (3.30) daki kismi toplamda

n-1

Fixog+F_y =FKxo+F_  +Fxo+ F +Hxg+F ++F_xo+F,_

j=0

=1+(F,+F+E++F,)xy+F +F,+FE+-+F,_,

15



=1+ (Fyy —Dxy+E,—1
= (Fn+1 - 1)x0 + F, (3.33)
seklindedr.

O halde (3.30) denklemi (3.32) ve (3.33) kullanilarak

_ Yot(Fry1—DXo+F,
Y= neEN, (3.34)

olarak bulunur.

Sonug 3.4.n — oo igin x,, Ve y, limitlerine bakarsak

Fn
Fppa (%ot
. . Py XotF - Funa(xot )
limx, = lim #1=2—% = |im ———F =1,
n—oo noow MyXotF_ 1 nooo Fn(x0+7;_ )
n

ve

Yo Xg K
Yot (Fop1 — Dxy + F, n ot ( X0~ F, tgt )
= lim

hmyn — hm Fn+1 FTl+1 Fn+1
n- oo n-oo anO +Fn—1 n-oo Fn (xo + IFl_])

Fn
E, _n_
— lim (x"—:"n)) =2, (3.35)

oldugu goriilmektedir.

Durum 5. p, = x,,, 45, = Yo T = Yn»Sn = Y, Oldugunda sistemimiz

1+x, 1+y,
X = , Y. = , neN
n+1 yn n+1 yn 0

16



seklini alr. Bu sistemde tipki 4. duruma benzemektedir. x,, ve y,’in yer degistirmis

halidir. 3. durumdan y, = % oldugunu biliyoruz. Bunu x,,,,’de yerine yazarsak
n-’so n-—1

E, +F, F, +F,
Xpq = n+1Yo Tin + n+1Yo TI'n X, (336)
EyYot+Fa—q FaYotFy, -1

olur. n=0,1,2,3,...,n— 1 degerleri i¢in

xp = (Mo S22 0e) g o (T E2Mt) S0 (Fyy + Foy)  (3.37)

=0 Fy 1Yo +F; =0 Fiy1o+F;
seklini alr. Burada 4. durumda oldugu gibi

-1
FYo+Fz1_F03’0+F—1= 1
F+1y0+F FEyo+E_1 Fy +F_4

ve kismi toplamda

-1

(Fy0+F 1)_(n+1 1)y0+Fn
0

=)

-
1l

seklindedir.

O halde x,, ve y, i¢in

x + -1 +Fy F, +F,
ot (Fri1—1) Yo ) = n+1Yo Trn ne No (338)
FaYot+Fo-1 Fnyot+Fy 4

sonuglarma ulasilir.

Sonug 3.5. n - oo igin x,, ve y,, limitlerine bakarsak 4. duruma benzerlik tasidigindan

Fy
limy = lim Fn+1y0 +Fn = lim Fn+1 (y() +Fn+1) =1
noco” n-oo Fnyo + Fn—l n- oo FH -1 +
F, (3’0 + )

E

n

Ve

17



lim x,, = lim Xot(Fppe1— Dy + E, — lim Frva (%-}_yo - Fr}:i1 +%)
n-oo n—ooo E,yo + F,_4 n—o0 F, ()’o N El}::_l)
= lim FFH(S ‘l:i:_i)) =2, (3.39)
oldugu goriilmektedir.
Durum 6. p, = x,,q, = X,, T, = X,,S, = Y, olsun. Sistemimiz,
xn+1:1:—nxn' Yn+1 = 1;:71' neN,
halindedir.. x,,, Ve y,,,’yi olusturalim.
Xnt2 = ks
Xn+1
ve
Ynsz = (ITI;;)J’TL = x;: Vn (3.40)
olur. Burada n’in tek ve ¢ift degerlerinde durumu gérmek icin
Yon42 = x::—:z-J’Zn
olusturulur ve
n=0,1,2,3,..,n— 1degerleri yazlirsa
Von =202y, =20 Jmmiiemn n€ N, (3.41)
bulunur. Benzer sekilde
Yon4z = izn::'YZn+1

18



olusturulur ve n = 0,1,2,3,...,n — 1 degerleri yazlirsa

x N _ V1 BEnioXotFon4q
ey Y-t T Xt T Ty e n €N, (3.42)
n

X1 X1 Fpy1Xetfy

elde edilir . (3.41) ve (3.42) yi birlestirirsek

X , NEN, (3.43)

E +F, 0" E +F,
_ M41Xotlip 3’0) n+1Xotn
n

— ve = ( .
FpXo+Fy_q In X0 FpXot+Fn_1

sonucuna ulasiriz.

Sonug 3.6. n — oo igin x,, Ve y,, limitlerine bakarsak

E x,+ F

. . Py Xo T Iy

limx, = lim =2—- <t

noo " nSwF, x.+ F
2n"*0 2n-—1

Fon
F2n+1(x0+F ) E
lim ————— 2045 = lim 20 = 1, (3.44)
—»00 F,(x +"—'1) noow F
n zn( o g, n

bulunur. Benzer sekilde

2n
(}’0>(_1) 1% + By

.Fano+F2n—1

limy,, = lim
n-oo n xO

—00

Fan
F2n+1(x0+ )
. F, . FE
lim 22 == lim y—".—;”“ =21, (3.45)
n-oo Xg an(x0+ﬁ) n-o Xg fan Xo

bulunur.

Simdi yine n — o i¢in x,,,,, V& ¥,, ., ¢ bakalm.

Fon+1
F2n+2(x0+ )

F;g,jz) =21, (3.46)

Fon+1

: — Vi Bns2XotFonii s
lim Xon+1 = lim ﬁ = lim
n—oo noco Fopi1Xothhy, n—-0 Fpp 4 X+

bulunur ve yine benzer sekilde
19



- Fon+1
; _ T Yo -1 Fnt2XotFon+1 _ i Yo F2n+2(x0+F2n+2)
llmy2n+1— lim (=2 .ﬁ— m T Fam
n-—o n—o \Xg 2n+1¥012n n—oo Xg F2n+1(x0+m)
seklinde bulunur.
Durum 7.p, = ¥, qp = X Ty = Yoo Sy = Yy, SiStemimiz,
1+y, 1+y,
xn+1: ) yn+1: ) nENO
Xn Yn
6. duruma benzer sekilde x,,.,’yi olusturursak
_Yn+2
Xntz =~ Xn
n
olur.
n’in tek ve ¢ift degerlerinde durumu gérmek icin
_ Yon +2
Xon+2 = +Xon
2n
ve
_ Yon+3
Xon+s = Xon+1
2n+1
ifadelerinde n=10,1,2,3,...,n — 1 degerleri verildiginde
Xyy = x_O_F2n+1J’o+an ' ne N,
Yo FanYotFan -1
oldugu ve
_ X1 BniYotFons
Xonp1 = S e neN,

- )
Y1 FoniaYotFn g

oldugu goriiliir. O halde

20
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_ Eny1YotFy —_ (%o " Fry1Yo+Fy
Yn = » Xn =\

. , N€N,
FpYotFp—1 Yo FpYotFy_q

sonucu yazlabilir.
Sonug 3.7.n — oo igin x,, Ve y,, limitlerine bakarsak

X\ E +F
lim x,, = lim (—0> (o120 T Ton
n-o n-0o \Y, Enyo +Fonoq

Xo Fon 41 (YO+ o )

= lim . FF2n+1
Y B (3’0 + F, )

= lim %, Zn1 = %o 3
n-oowo Yo Fp Yo o T

E + E
limy,, = lim 2n+1Y0 2n
L > now B Yo + Fng

F2n+1(y0+ Fon )

= lim 2 Pl — )
Fan—1 +
n—-oo FZn(y0+ an )

olur.

x\VE +F
limx,,,, = lim (_0) T2n+2Y0 T fon s
n- n=0 Yo Font1Yo + By

Fan+1
— i Yo 220 TEonia/ Yo
= lim =, ————F % ==,

Fon
n—-oo Xg F (y + ) Xo
n+1\Vo T,

F,, 12y T F
. . 2n+270 2n+1
lim y. = lim == -
n—00 2n+1 T 00 + F
2n+1Yo T I'2n

21
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(3.51)
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(3.53)



Fan+1
. F2n+2(YO+—FZZ+2)
= lim ——F22 =1,
n—-oo F2”+1(y0+—F2n+1)

Durum 8. p, = ¥,, 9, = Voo Ty = X5, Sy, = X, oldugunda sistemimiz

1+y, 1+x,

Xn+1 = ) Yn+1 = ) ne€ N,
Yn Xn

olur. x,,, Ve y,,,’yi olusturdugumuzda

1+ 2x, 1+ 2y,
le+2: 14+x ) y‘l’l+2 = 1+y
n n

olur. Bu denklem sistemini ¢ozmek igin x,, = % — 1 degiskenini

(ZpZpyy #0vez, * z,,,, n € Ny)

tanmlarsak ve x,,,,’de yerine yazarsak

1+2(Zni_1)
Znta 1= Zn =z
- Z:
Zpi2 14042
n

n

+4 3Zn+2 +Zn =0

(3.54)

(3.55)

denklemi elde edilir. (3.7) ve (3.10) fark denkleminin ¢ozimind bildigimizden (3.55)

denklemini

(Zn+4 + Zn+3 — ZTL+2) - (Zn+3 + Zn+2 ~ Zn+ 1) - (Zn+2 + Zpn+1 — Zn)

yazabiliriz. Buradan

bn = Znyo +Zn+1 —Zn

seklinde tanmlarsak

tm+2 - tm+1 - tm =0

yazilabilir Ki bu fark denkleminin ¢ozimu

22
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tm = E,t; + F,_1t,
(3.8) formunda olusacaktir.
O halde
Zppy F Zpy1— 2 =F(z3+2z,—2z)+ F,_(z,+ 2, — z,) (3.56)
fark denklemi elde edilir. Benzer sekilde (3.55) denklemi
(Zpes = Znas = Zna2) + (Znyz = Znyy = Zngt) = (Zngp = 2y —2,) =0
seklinde de ifade edilebilir. Bu durumda
Kin = Znsa = Zne1 — Zn
olarak tanimlarsak
ko tkper—k,, =0
fark denklemi bulunur. bu denklemin ¢6zimi
k, = (=)™ (Ek, +E,_;k;)
(3.11) formunda olusacaktr. O halde ¢6zimimiz
Zpsr —Zpy1— Zn = (D" (F (23— 2, —2) + F,_(z, — 2, — z,))  (3.57)
olur. (3.56) ve (3.57) denklemlerinde n yerine 2n ve 2n + 1 degerlerini yazarsak
Zonsz + Zons1 — Zon = (Fon (23 + 2, — 2) + Fyp_1(z, + 2, — 2,))  (3.58)
Zonsz = Zone1 — Zon = (D)L (Eyy (23— 2, — 21) — By 1 (2, — 2, — 7)) (3.59)

Zonez t Zonyo — Zone1 = Fonp1(Z3 + 2, — 2,) + B, (2, + 2, — 2) (3.60)
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Zon+3 ~ Zon+2 ~ Zont1 T (=1)*" (F2n+1(z3 —2z,—2y) —F,(z,— 2z, — Zo)) (3.61)

denklemini elde ederiz. (3.59) ve (3.58)’i taraf tarafa ¢ikarmwsak.
Zone1 = FonZs + Fop 52y
(3.61)’den de (3.60) denklemini ¢ikarrsak

Zonyz = Fon42Z — F5n 2,

denklemi bulunur. x, = 222 — 1 verine yazar ve diizenlersek
n z

n

Fyp 41X+ F, Fyp 4o Vo+F,
X, = m+1%0* fon Xpnyq = 2n+2Y0t Fonta ne NO
EonXo+Fon -1 Fon +1Yo0 tFon
ve
_ Bni1YotFy _ Bni2XothHhn g
Yon m+1 = ) n € N,

2 )
EonYo+Fon -1 Font1XotFay

olarak elde edilir.

Sonug 3.8.n = 0 iGN X5, Xoni1 s Von VE Yoneq limitlerine bakarsak

E
F (x + 2 )
. v Bnpaxot By 2nHI\0O TR
limx,, = lim ————— =
n—oo noo F, x,+ E n-—oo Fon
2nX0 2n-1 F,. (x,+ —2n=1
2n 0 E.
2n
Fon+1
B
. . F +F. . 2n+2( 0'F
lim Xppyq = lim 2n+2Yo T ron 41 lim §n+2 — A+
n—oo n-oo Fni1Yothhy n—’°°F2n+1(3’o+ - )
Fon+1
E
F ( + 2n )
limy, = Fone1Yot B 2n+1 (Yo Eonsa
noe” 2 oo By Yo + F n—e Fop-
2nYo 2n-1 E,, (y, + -1
2n 0 F.
2n
Fan+1
Fyp 4o (200 +2202L
lim y = lim nt2Xotfan+s _ M =1
n—oco 2n+1 n-ooo F Xot+F n—oo E (x + Fan ) +
2n+1+0""2n 2n+1\"*0 Fon +1

24
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(3.64)
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seklinde bulunur.

Durum 9. p, = ¥, 4n = YV, Ty = XS, = Y, 0ldugunda  sistemimiz

Xyl = % ne N, (3.68)
Ve
Va1 =72, n € N, (3.69)

seklindedir. Cozim icin X,,,; = V,42- V41 — 1ifadesini (3.68)’de yazarsak

Ynt2-Yn+1-Yn-= 1+ 2y, (3.70)
elde edilir. Bu denklemde y, = % doniistimii yaparsak ve diizenlersek

Znsz — 2Zn41— 2p =0
fark denklemini elde edilir. ¢6zim icin denklemi
(Zpys + Znyz) = Zpyo = Zny) = (2 +2,) =0

formunda yazarsak ve t, = z,,, + z, deger donisiimii tanimlarsak denklemimiz

thez " tnp1 — 6 =0
halini alr ve ¢ozim

t, = F,t; + F,_,t,
seklinde yazilir ve denklem
Zpi1+ 2, =F,(z,—2z)+E,_,(z;, — z,)

halini alr. Burada n’e n € N, degerleri verilir ve genellestirilince
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Zop = F2n—2(Zz —z;)+ Fyp_3(z, — Zo) tz,—2z,—2

Zopsr = Fon-1(2, —21) + Fpy_,(2y — 2) — (2, — 2, — 2,)

Zonsa = Fon (2, — 2) + By 4 (2, — 20) + 2, — 2, — 2,

degerlerini buluruz. y, = Z;‘i oldugundan y,, Ve y,,.,’1 olusturup diizenlersek

y, = (Fop+ 1) yy+(Fyp_1—Dxo+Fyy (3.71)
n (Fpn—1= Dy +(Fp_p+ Dxg+ Fpp g .

_ Bpg1=Dyot+ (B —D X+ Fopogg
yzn+1 pr (FZn_l—l)yo+(F2n_2—1)x0+F2n (3'72)
n € N, ¢ozimii elde edilir. (3.68)’de n yerine 2n ve 2n+1 degeri verilip
diizenlendiginde ise x,, ¢Ozimlerin
_ EonYotFon_1X0+tfn
Xon = (Fon-1= Dy +(Fpp 2+ D xgt Fpp g (373)
_ Font1Yo tFonXo+Fonyq (374)

x =
2n+1 T (R, 1)y +(Fypy = Dxg+Fyp

n € N, igcin olustugu goriiliir.
Sonug 3.9.n = iGN Yy, Vor 41, Xop V& X544 limitin degerlerine baktigimizda

lim y,, = lim (FZn + 1)}10 + (FZn—l - 1)x0 +
n—-oo 2n n—-oo (FZn—l - 1)y0 + (FZn -2 + 1)x0 + FZn—l

= lim Fon [(H%)yﬁ(%:_i)xﬁl] =2
N —00 A
B (1 )+ (B ) w4

ve

lim y - lim (Fns1 — Dyo + (B — Dxg+ Fypy g
M nse (B + DYy + By — Dxo+ By

n—-oo
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F2n+1[(1_1:21T)3’0+(F2n + : )x0+1]

= |i ri FFZn 1 11:2n+1 =1,
T B [(1 ) e+ (B - ) xo+ ]
= lim 2;2:1 =2, (3.75)

I Enyo + Fonoixo + 5y
im x,, = lim
n-oo n—-oo (FZTI, 1 1)}/0 + (an -2 + l)xO + FZTL—l

— tim o (Vo + 20+ 1)

" (- v+ (2 ) xe

ve

lim — lim Eons1Yo + BnXo + Fop
n-oo AL e (K, — Dy + (Fyyoq — Do + E,

Fonis ot xo+ 1)

=i =1
[ i)+ (G- )k + 1]
= lim ;1;1 =2, (3.76)

olarak bulunur.

Durum 10.p,, =vy,,9, = X,,,1;, = X,,,S,, = X,, oldugunda sistemimiz

Xpoqg = 1:%, ne N, (3.77)
ve
1+x,
V41 = x: , ne€ N, (3.78)
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halindedir. Cozim i¢n (3.77)’da x,.,’yi olusturup (3.78)’de z, =% dontisiimi

yaparsak

Zn+3 — 2Zn+1 —Zn = 0

denklemini elde ederiz. Bu denklem 9. durumda buldugumuz fark denklemi ile aymdir
ve ¢ozimiinde

Znp1 + 2y = F (2, —2) + Fy (2, — 20)
bulunur. Fibonacci sayr dizisinden yararlanarak

F,=F,_, +F_4

n

ve

Ey_y =Fy_3+F

n

degerleri yazlir ve diizenlenir. Genellestirilirse

bulunur. x,,, X541, ¥ Ve Yy, ., 1 olusturursak

(Fyp+ DX+ (Fyp 1 =D Yo+ Fop
T (Fpo1=DXo+(Fpp 2+ D Yo+ Fop g

X

_ Bopy1 =D x+ (B 1 =D Yo +Fn4 3.79
Xon+1 = ( : )
(Fon_1=Dxo+(Fp_p—Dyo+Fop
ve
y, = FnXotFn 1Y%t Fon
n (Fpn_1=Dxo+(Fpn_2+ Dyo+Fon_g

y — Fon+1X0tFon Yot Fongq
AL (R =120 +(Fyp -1 =Y +Fon

neN, (3.80)
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seklinde bulunur ki bu durum 9. durumdaki x, ve y,’m yer degistirmis halidir.

Sonug 3.10. n — 00 iGN X4, Xop 411 Van V& Yon4q imitin degerlerine baktigimizda

. . (Fy + Dxg + (Fypy_y — Dy, + By
lim x,, = lim

n-oo n-o (FZn—l - 1)x0 + (FZn—Z + 1)}/0 + FZn—l
1 Fonq _ 1
m Fon [(1+F2n)x0+(an FZn)y0+1] =2
= lim — 1 Fuep __1 o
Fon 1 [(1 FZn—l) Xo + (an_1 FZn—l)yO * 1]
ve
lim x = lim (F2n+1 - 1)x0 + (FZTL B 1)y0 + F2n+1
nooo 2+l T (FZn + 1)x0 + (FZn—l — 1))70 +E,
Fan |
~ lim F2n+1[(1 F2:+1)x0+£F2121—1 'Fzr:+1)yo+1] =1 (381)
nw Eallm ot (R o
lim y,, = lim Finte ¥ n-a¥o + o
n—oo 2n n-oo (FZn—l — 1)x0 + (FZTL—Z + 1)3’0 + F2n—1
E
1- Fon (0 + 530 +1) ;
= l1im -
n-oo _ L EZﬂ;Z__ L '
an_l [(1 FZn—l) Xo + (FZn—l FZn 1)}’0 * 1]
ve
lim v, , = lim Fony1Xo + Fon Yo + Bnya
n—oo 2n+1 n— oo (FZn - 1)x0 + (an_1 - 1))’0 + FZn
Fon (x0+FFA3’o+1)
- lim an+1 = 3.82
noco an[(1+F;n)x0+(F2FZ;1 F:n)y0+1] + ( )

seklinde oldugunu gortiriiz.

Durum 11.p, = y,,9,, = X, T, = Y, Sy, = X, oldugunda sistemimiz
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_ 1+y, _1+y,
Xnt1 = 7 Yner T T ne N,

seklindedir ve x,,,; = ¥,,,, ackca goriilmektedir.

Xy, =—2m1 peN, (3.83)

Xn+1

drr.

= 2141 45niisiimii yapip (3.83) denkleminde yerine yazarsak

Zn

Xn

Zp+3 " Znt2 T Zp41 T 0

olur ki bu denklemin ¢6ziimii (3.8)’den

Zpy1 =z, + F 17

seklindedir ve (3.83)’den

_ _ Fup(14yg) +E %,
Xn+1 = VYn+1 = Fy(1+yo)+F_1%o ne NO
ve dolayisiyla
— o — Fn 4y )+Fy X
Xn=Yn = Fy_1 (14 yy)+F_5xq ' ne NO (3.84)
seklinde bulunur.
Sonug 3.11.
R4y R,
lim Xy = lim Vo = lim
n-oo n-—-oo n-o0o _1 (1 + yO) + Fn_sz
F, (14y,) +2=1x
= lim ° zin_zo =14 (3.85)
n—o F”_1(1+y0)+FZ_1x0
seklindedir.
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Durum 12.p,, = x,,q4,, = Y, Ty = XS, = Yy, Oldugunda sistemimiz

1+x, _1+xy,

xn+1 ) Yn+1 - )

ne N,
yn yn

seklindedir ve x,.; = ¥,,,, oldugu agiktr. x, = Z’Z‘“ doniisiimii yaparsak

Zn+3 T Zntz " Zptr < 0
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢ozimii (3.8)’den

Zpp1 =FEzy+ F 17

olur. O halde
Xn+1 = VYn+1 = Iizz;i:ﬁl:iiz ) ne N,
ve dolayisiyla
Xy =y, =gt neN (3.86)
seklinde bulunur.
Sonug 3.12.

limx, = limy, = lim A+ %) + Fy-1s
n-oo n n—>ooyn n—-oo n—1(1 + XO) + Fn —23’0

Fn—1 ]
Y
Fp—3"0

Fn—2 ] = A (3.87)

Vi
Fp—170

Fn[(1+x0)+

= lim
n-oo Fn_l[(1+x0)+

Durum 13.p, =¥, 9y = Yo T = Vn» Sy, = X, bu durumda ise sistemimiz

_ 1+y, _1+y,
Xne1 =770 Yner = ne N,
n n
X X
Xnt1 — Xn (3.88)



dir.
(3.88)’de n € N, icin degeri i¢in y,, = i&.xn oldugu goriilir. Buradan
0

Yo

2ix,
Xppq = xoxn , n €N, (3.89)
yazlabilir.
Benzer sekilde
Vigy = z—l;—y neN, (3.90)
Yine x,, = ZZ: doniistimii yapihirsa
Zniz = Zne1 =307 = 0 (3.91)

Bu fark denkleminin karakteristik denklemi

az—a—:/—":O (3.92)

ve denklemin karakteristik kokleri

seklindedr.

Genel ¢dzim icin %’m durumu belirleyici olacaktir.
0

Eger ;—0 = —i ise az = % olur ki bu durumda ¢6ziim
0
n 1 n-1
Zn—le—Z.zn_l Zy, TlENO
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seklinde bulunur.
- x_o _l . T
Eger " > — 158 ¢0zUm

alt —a® X, alf —a”
Zy,=———2Z;+—.————Z,, ne N,
a, —a_ Yo O, —a_

Eger 2 < — 2 ise kokler
Yo 4

1+i [—-1-4%0
Yy Yo

a, = ve a_ =

2 2

seklindedir ve genel ¢oziim

-1 -2
A <_ @)nT sin(nf) ~dl Xo <_@)n7 sin((n— 1)0)2
" Yo sin(8) "' yo \ ¥ sin(0) °

olarak yazlir. Buradan

Xo
0 = arctan —1—-4—
Yo

ve n € N, ve A4, ’de asagidaki gibi

( X n X n
1+ ’1+4J> —(1— ’1+4J>

on /1+4£(1 Yo 4
Yo
n xo_

An=< F, yo——z nENO

n-1 sin (n arctan(\/m»
(-3 w) o %]

Yo sin (arctan( —1—4 ﬂ)) Yo 4
Yo

\

seklinde tammlanirsa x,, genel ¢ozimi
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X0
A Xot+—A
n+1+0 Yo n

0= e A (3:93)
Yo
olusur.
xX. = An+1y0 + An
" AnyO + An—l
yazilabilir. y, = )f—° .x,, oldugu igin
0
yg=e Ansadoddn n e N, (3.94)

. )
Xo ApYotAn—1

Sonug 3.13. {x,,, ¥, 1o, (3.88) sisteminin ¢dzumii olsun. Bu durumda

i 22> 1
Yo 4
14 /1+4@
I, — — S 0
n—oo n 2
ve
1+ /1+4@
lim =&—y0
n—’ooyn xO. 2
dir.
i o= 1
Yo 4
1+ f1+4&1
limx :—yO
nooo 2
ve
1+ /1 +4%
limy =y_0 —yo
n—oo” It xol 2
dir.

ii. X< —i ise bu durumda iki farkli durum vardr.

Yo
arctan ( -1 —4x—°)
\ Yo

T

p > 2 dir.

a.

€ Q ise sistemin ¢ozimleri periyodiktir. Ve periyodu
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arctan( /—1—4’;—0
b. °~ € Q¢ ise sistemin ¢oziimlerinin yoriingeleri R? icinde

T

yogundur. Yani i—" < - i ise (3.88) sistemi tek bir limit noktasma
0

yakmsamazlar.
fspat.

i.  Kolaylk icin 1+ /1 + 4§—° = A olsun. Budurumda A > 0ve % <1
0
oldugu goriilebilir.
. . An+1y0 + An
limx, = lim ————
[C=C2 s AnyO + An—l

Apyq (3’0 + AAl)

= lim n+1
— 00 A
n n-—1
A, (3’0 + A )
. An—l
= lim y
n— oo n
3 (1 + A)n+1 _ (1 _ A)n+1 ALY\
B as A+ —(1-A)"

e e

T a5

1+

f Xg
_1+A_1+ 1+4y0
2 2
1+ /1 +4%
Yo

Benzer sekilde

limy, = y—o.f
n-oo xO
oldugu goriilebilir.
i X 1, "4
1. =T ise A, = —7 dir. O halde
An+1y0 +An

lim x, = lim
nooo” ™ n—»ooAn_'yO +An—1

Apyq (3’0 + i)

An+1

s Ay, (yo + éﬁn;l)




A Yo + 7
= lim 2= = lim Ay
n-oo ATL n—-oo +A _
0 A
n+1 Jo + n 2nt?
T n+1 0 2n+l'n 4+ 1
B L S T
2n
n+1 Yot n+1 1
= lim i —
now 2N n-oow + 2(n—1) 2
0 n
benzer sekilde
A + A 1
lim y, = lim Zo 0" ¥, _
& n-o Xo ApYo + Apy 2

oldugu goriiliir.

Durum 14.p, = x,,q, = Y, T = Xp, S, = X, oldugunda sistemimiz

_14x, _14x,
Xn+1 = v Yn+1 T ’ ne N,
Yn Xn

olur. x,, ve y, yer degistirdigi icin ¢6ziim durum 13 ile aymdir.
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