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ÖZ 

NORMAL OLMAYAN MODAL LOJĠKLER VE SEMANTĠKLER 

Polat, Süleyman 

Doktora Tezi, Matematik 

DanıĢman: Prof. Dr. Mehmet TERZĠLER 

 

Bu tezde; temel modal önermesel dil baz alınarak normal ve normal olmayan modal 

lojikler üzerine yapılan çalıĢmalar ayrıntılı kanıtlarla gözden geçirilmiĢtir. Bu lojikler 

için tanımlanan bağıntısal, topolojik, komĢuluk ve cebirsel semantikler tezin son 

bölümünde karĢılaĢtırılmıĢ ve aĢağıdaki sonuçlar elde edilmiĢtir: 

 Bağıntısal semantik komĢuluk semantiğinin bir alt semantiğidir. 

 KomĢuluk semantiği cebirsel semantiğin bir alt semantiğidir. 

 Her cebirsel (dolayısıyla her komĢuluk, her bağıntısal) çatı klasiktir. 

“Bağıntısal çatılar (a izomorf) olmayan normal komĢuluk çatılarının olup olmadığı 

ve varsa bağıntısal çatılar (a izomorf) olan komĢuluk çatılarının nasıl karakterize 

edildiği” sorusuna sırasıyla esas süzgeç ve atomlu Boole cebiri kavramları 

kullanılarak yanıt verilmiĢtir. 

Ayrıca Sezgisel Önermeler Lojiği (IPL) için Kripke semantiği, Heyting semantiği ve 

topolojik semantiği sunuluyor. IPL’nin bu semantiklere göre sağlam ve tam olduğu 

gösteriliyor. 

Anahtar sözcükler: Normal Lojikler, Normal Olmayan Lojikler, Bağıntısal, 

Topolojik, KomĢuluk, Cebirsel Semantikler, Tamlık, 

Tanımlanabilirlik, Alt semantik.  
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ABSTRACT 

NON-NORMAL MODAL LOGICS AND SEMANTICS 

Polat, Süleyman 

PHD, Mathematics 

Advisor: Prof. Dr. Mehmet TERZĠLER 

 

In this thesis; studies on normal and non-normal modal logics based on basic modal 

propositional language have been reviewed with detailed proofs. The relational, 

topological, neighborhood and algebraic semantics for these logics were compared in 

the last chapter of the thesis and the following results were obtained: 

 The relational semantics is a subsemantics of the neighborhood semantics. 

 The neighborhood semantics is a subsemantics of the algebraic semantics. 

 Each algebraic (hence every neighborhood, every relational) frame is 

classical. 

We give an answer to the following question using the notions of prime filters and 

atomik Boolean algebras, respectively: 

“Are there normal neighborhood frames which are not (isomorphic to) relational 

frames and if available, how to characterize neighborhood frames which are 

(isomorphic to) relational frames”?  

Also, we present three semantics for Intuitionistic Propositional Logic (IPL); namely, 

Kripke semantics, Heyting semantics, and topological semantics. We show that IPL 

is sound and complete with respect to these semantics.  

Keywords: Normal Logics, Non-normal Logics, Relational, Topological, 

Neighborhood, Algebraic Semantics, Completeness, Definability, 

Subsemantics. 
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BÖLÜM 1 

GĠRĠġ 

Modal lojik Aristo‟ nun gerekli (necessary) ve olası (possible) sözcüklerini içeren 

önermeleri incelemesi ile baĢladı. Modal lojiğin erken tarihçesi için (Bochenski, 

1969) ve (Kneale, W., ve Kneale, M., 1962) kaynaklarına; daha sonraki geliĢimi için 

(Goldblatt, R., 2006) kaynağına baĢvurulabilir. 

A bir önerme olmak üzere bir modalite; A‟ nın doğruluk modu hakkında bir iddiada 

bulunan yeni bir önerme oluĢturmak için A‟ ya uygulanabilen bir sözcük ya da 

ifadedir. Bu tezde evrensel karakterli bir modalite için □  sembolü ve varlıksal 

karakterli olan için   sembolü kullanılacaktır. 

Modaliteli ya da modal operatörlü önermelerin ilk kayda değer analizi 1880-1906 

yılları arasında MacColl tarafından yapılan (MacColl, 1897) ve (MacColl, 1906) 

çalıĢmalarla gerçekleĢtirildi. (Read, 1998) çalıĢmasında Read, MacColl‟ un önerdiği 

modal cebirin 𝐓 modal lojiğine karĢılık geldiğini savunur. 

1930‟ lu yıllardan itibaren modal lojik için iki tür matematiksel semantik geliĢtirildi: 

Cebirsel semantik ve bağıntısal semantik. Ġlki, modal bağlaçları Boole cebirleri 

üzerindeki operatörler gibi yorumlar. Ġkincisi, elemanları olası dünyalar (possible 

worlds), zamanın anları ya da bilgisayarın durumları (states) olarak düĢünülen ve 

genellikle Kripke modelleri adı verilen bağıntısal yapıları kullanır. Bu iki yaklaĢım 

yakından iliĢkilidir: bir bağıntısal yapının alt kümeleri bir modal cebir (operatörlü 

Boole cebiri) oluĢtururken, tersine bir modal cebir Stone Boole gösterilim teoreminin 

(Stone Representation Theorem) geniĢletilmesi yoluyla bir bağıntısal yapının alt 

kümelerinin bir cebirine gömülebilir. 

Modal lojik için ilk çağdaĢ formel aksiyom sistemleri C. I. Lewis‟ e aittir. Lewis ve 

Langford birlikte beĢ farklı aksiyom sistemi, (S1)-(S5), tanımladılar (Lewis, 1959). 

Lewis, koĢullu bağlacının cebirsel ve alıĢılmıĢ anlamları arasındaki farka dikkat 

çektikten sonra sıkı koĢullu (strict implication) operatörünü tanımlamak için bir 
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olanaksızlık (impossibility) operatörü ilkelini kullandı ve olası için   sembolünü 

benimsedi. 

(S1)-(S5) sistemlerinin tüm totolojileri teorem olarak içerdiği açık gibi görünse de 

kanıtlanmasının hayli ayrıntı gerektirdiği (Hughes ve Cresswell, 1968)‟ de gösterildi. 

Ancak bu sistemler, önermeler lojiği için bir baz doğrudan geniĢletilerek 

tanımlanırsa, sözü edilen ayrıntılı incelemeye gerek yoktur. Böyle bir yaklaĢımı ilk 

kullanan Gödel‟ in aksiyomatik tarzı lojiklerin sunumu için standart bir uygulama 

olmuĢtur (Gödel, 1933). Gödel‟ in 

□(𝑝 → 𝑞) → (□𝑝 → □𝑞) 

ikinci aksiyomunu içeren ve 
𝛼

□𝛼
 gereklilik (necessitation) kuralına kapalı bir lojiğe 

normal adı verilir. En küçük normal lojik, Kripke‟ nin onuruna, 𝐊  ile gösterilir. 

Gödel tarzında normal olmayan (S1)-(S3) sistemlerinin ilk biçimlendirilmesi 

(Lemmon, 1957)‟ de yer alır. 

ÇağdaĢ önermeler lojiği, Boole düĢüncesinde, cebir olarak baĢladı. Aynısı, MacColl 

düĢüncesinde, çağdaĢ modal lojik için doğrudur. Lewis sistemlerinin oluĢturulduğu 

zamana kadar cebir, aksiyomatik bir bilim olarak, iyi yapılandırılmıĢ ve soyut cebir 

kavramı ilk kez Garett Birkhoff tarafından kullanılmıĢtır (Birkhoff, 1935). Bundan 

bırkaç yıl sonra cebirsel teknikler, modal cebirler (  operatörünü yorumlamak için ek 

iĢlemli Boole cebirleri) kullanılarak modal sistemlerin çalıĢılmasına uygulanmıĢtır. 

Aynı zaman aralığında operatörlü kafesler için gösterilim teoremleri, Boole 

cebirlerinin Stone gösterilimi (Stone, 1936) çalıĢmasıyla geliĢtirilmiĢtir. Bu 

çalıĢmaların modal lojiğin semantik incelemeleri üzerinde önemli etkileri olmuĢtur. 

Modalite ya da modal operatörlerin topolojik yorumlarına Tang‟ ın (Tang, 1938) 

makalesinde yer verilmiĢtir. McKinsey ve Tarski kapanıĢ (closure) operatörlerinin 

bir soyut cebirsel çalıĢmasını baĢlatarak Kurotowski aksiyomlarını sağlayan birli bir 

C iĢlemli Boole cebiri olan kapanıĢ cebirini (closure algebra) tanımladılar. Bu 

cebirler üzerine yapılan (Jónsson ve Tarski, 1948) çalıĢması, McKinsey-Tarski’ nin 

sonuçlarına doğrudan uygulandığında –kapalı olarak- 𝐒𝟒 lojiğinin habercisi gibidir.  

Tarski Kripke semantiğini icat etmiĢ olabilir mi? Böyle bir soru spekülasyon 

meselesi kalabilir; ama Tarski aynı zaman diliminde modal lojik üzerinde çalıĢıyordu 
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ve bağıntısal yapılardaki doğruluk (truth) ve gerçeklenebilirlik (satisfiability) 

kavramlarının formelleĢtirilmesi dahil, modeller kuramının geliĢiminde öncü rolünü 

oynuyordu.  (Copeland, 1996) makalesinde Copeland, Tarski‟ nin 1962 yılında 

Kripke‟ ye “ o zamanlar Kripke‟ nin yaptıklarını tam olarak kavrayamadığını” 

belirtiyor. Kripke‟ nin (Kripke, 1959) özel makalesinde 𝐒𝟒, 𝐒𝟓 ve benzer sistemler 

üzerine yaptığı çalıĢmalarının Tarski‟ nin ve Kanger‟ in (Kanger, 1957) 

çalıĢmalarından tamamen bağımsız olduğu ileri sürülür. 

1970‟li yıllardan itibaren modal lojik türleri-epistemik (bilgi) lojik, deontik lojik, 

zaman (temporal) lojiği, dinamik lojik v. b.- kuramsal olduğu kadar, özellikle 

bilgisayar bilimleri alanında, uygulamalı bilimlerde kullanılır oldu. Daha fazla bilgi 

için (Gabbay, Hodkinson ve Reynolds, 1994), (Fagin, Halpern, Moses ve Vardi, 

1995), (Chagrov ve Zakharyaschev, 2002), (Kracht, 1999) ve (Marx ve Venema, 

1997) kaynaklarına bakılabilir. Ancak temel baĢvuru eser Chellas‟ ın (Chellas, 1980) 

kitabıdır. 

Modal lojiklerin çalıĢılmasında baĢat öge tamlık (completeness) sorunudur. Bir 

lojiğin tamlığı tanımlanan semantiğe bağlıdır. Farklı semantiklerin hemen hemen 

tamamı Ģu özelliği paylaĢır: Verilen bir modal modelde (ya da modal dilin 

yorumunda) her formül ya doğru ya da yanlıĢtır. Örneğin Kripke semantiğinde, her 

(eriĢilebilir) olası dünyada doğru olan bir formüle doğrudur denir; topolojik 

semantikte uzayın her noktasında doğru olan bir formüle doğrudur denir. Ancak 

modal diller olasılığa dayalı olarak yorumlanırsa, verilen bir modelde her bir formül 

0 ve 1 doğruluk değerleri arasında bir olasılık değeri alır. Dana Scott (Scott, 2009) 

tarafından önerilen bu semantik, standart dıĢı rassal elemanlara sahip yapı türlerinin 

inĢası için zengin içerikler sağlamasına karĢın tamlık ile ilgili temel sorulara hala 

yanıt bulamamıĢtır. Olasılık semantiğine (Lando, 2012) çalıĢmasında ayrıntılı yer 

verilmiĢtir. Klasik lojik için olasılık semantiği üzerine çalıĢmalar (Popper, 1959), 

(Field, 1977) ve (Keisler, 1985) kaynaklarında yer alır. 

Saul Kripke‟nin modal loijk için tanımladığı semantiğin –Kripke semantiği- 

üzerinden neredeyse altmıĢ yıl geçti. Modal önermelerin analizinde bu semantik 

kökeni Leibnitz‟ e dayanan fikirleri açıklığa kavuĢturur; gereklilik (necessity) 

düĢüncesi sadece gerçek (real) dünyada değil, tüm olası (possible) dünyalarda 

geçerlidir. Olası dünyalar modelinin ardındaki sezgisel fikir, doğru durumlar dıĢında, 

diğer olası durumların (possible states) ya da dünyaların (worlds) olmasıdır. 
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Günümüzde Kripke semantiği sadece felsefi çevreler değil, ama aynı zamanda dil 

bilimi (linguistik), bilgisayar bilimleri ve matematikte standart bir semantiktir; 

yalınlığı ve esnekliği modeller için diğer hiçbir semantik ile kıyaslanamaz. 

Yukarıda değinildiği üzere, Kripke‟ den önce Tarski, kapalı biçimde, topolojik 

uzayları betimleyen bir lojik üzerinde çalıĢtı: Yeniden düzenlendiğinde 𝐒𝟒  modal 

lojiğinin aksiyomlarının topolojik uzay için üç aksiyoma benzediğinin farkına vardı. 

Daha açık bir ifade ile □ modal operatörünü uzayın bir bölgesinin içi (interior) gibi 

yorumlayarak 𝐒𝟒 lojiğinin topolojik uzayların lojiği olduğunu gösterdi. McKinsey ve 

Tarski‟ nin daha önce belirtilen çalıĢmaları günümüzde modal lojik için topolojik 

semantik denilen semantiğe yol açtı. Bu semantiğe göre tamlık kanıtları Kripke 

semantiğinden önce verilmiĢ olmasına karĢın topolojik semantik büyük ölçüde 

unutuldu. Bunun iki temel nedeni vardır; birincisi, 𝐒𝟒 dıĢında, Kripke semantiğinin 

farklı önermesel ve yüklemsel modal lojiklere uygulanabilir olmasının sağladığı 

esneklik ve ikincisi modellerin (çatıların) çizilebilir olmasından kaynaklanan 

çekiciliğidir. Bununla birlikte zaman lojiklerindeki ya da zamanı betimlemek için 

kullanılan modal lojikler ve zaman süreçlerindeki ilerlemeler uzayın modal lojiğine 

yönelik ilgi ve sorgulamaları birden hızlandırdı. Tarski‟ nin topolojik semantik 

üzerine yapmıĢ olduğu öncü çalıĢması uzay ve uzaysal yapılar hakkında düĢüncelerin 

sistemleĢtirilmesi için daha geniĢ bir projenin temel taĢı olarak görülmeye baĢladı. 

McKinsey ve Tarski 𝐒𝟒 lojiğinin kendi içinde yoğun ayrılabilir metrik uzay (metric 

space dense itself separable)‟ a göre tam olduğunu kanıtladılar (McKinsey ve Tarski, 

1944). Bu sonuç  𝐒𝟒  lojiğinin ℝ  sayı doğrusuna göre tam olduğu anlamına gelir. 

Mints (Mints, 1998) ve Aiello (Aiello, van Benthem ve Bezhanishvili, 2003) 𝐒𝟒 

lojiğinin Cantor uzayına ve ℝ sayı doğrusuna göre tamlığını gösterdiler. Shehtman 

(Shehtman, 1999) her sonlu bağlantılı uzayın metrik ayrılabilir kendi içinde yoğun 

bir uzayın bir açık görüntüsü olduğunu gösterek McKinsey ve Tarski‟ nin sonucunu 

daha da güçlendirdi. Bezhanishvili ve Gehrke (Bezhanishvili ve Gehrke, 2005) 𝐒𝟒 

lojiğinin ℝ sayı doğrusuna göre tamlığının daha topolojik bir kanıtını verdiler. 

Hemen doğal olarak akla gelen Ģu soruyu 

“Modal lojik için neden her Ģeyden önce yeni bir semantik tanımlanır? Kripke 

semantiği yeterince iyi değil midir?” 
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yanıtlamanın iki yolu vardır. Birincisi; var olan modal dillerden hareket edilebilir ve 

bu diller için farklı semantiklerin ne olabileceği merak edilebilir. Ġkincisi, belirli 

matematiksel objeler –örneğin topolojik uzaylar- ele alınarak modal dillerin ne 

ölçüde bu objeleri tanımladığı, aralarında ayrım yapabildiği öğrenilmek istenebilir. 

Bu açıdan Kripke semantiğinin esnekliği önemli değildir ve bazılarına göre topolojik 

semantik mevcut modal diller için yeni bir semantiktir. 

Bu tezde göz önünde bulundurulan bir diğer semantik, komĢuluk (neighborhood) 

semantiğidir. KomĢuluk modelleri standart Kripke modellerinin Dana Scott (Scott, 

1970) ve Richard Montague (Montague, 1970) tarafından bağımsız olarak bulunan 

bir genellemesidir. Krister Segerberg (Segerberg, 1971) komĢuluk modelleri ve 

klasik sistemlerle ilgili bazı temel sonuçlar elde etti. Chellas bu sonuçları ve bazı 

diğer çarpıcı bulguları kitabının 8. bölümünde topladı. Bu semantiğe son yirmi yılda 

ilgi arttı ve normal olmayan (non-normal) klasik lojiklere uygulanır oldu ((Pacuit, 

2007) ve (Hansen, 2003)). 

Bu tezin ikinci bölümünde temel kavramlar, 𝐊𝟒, 𝐒𝟒, 𝐒𝟒. 𝟐  ve 𝐒𝟓  gibi en yaygın 

normal modal lojikler tanıtıldıktan sonra Kripke (bağıntısal) semantiğine göre bu 

lojiklerin sağlam ve tam; kanonik modellerine göre de kuvvetli tam oldukları 

gösteriliyor.  

Üçüncü bölümde topolojik semantik tanımlandıktan sonra, 𝐒𝟒 lojiğinin bu semantiğe 

göre sağlam ve tam olduğu gösteriliyor. Kripke semantiğine paralel biçimde, 

topolojik kanonik model tanımlanarak tamlık konusuna eğiliniyor. Daha sonra temel 

modal dilde tanımlanabilen ve tanımlanamayan topolojik uzaylara örnekler veriliyor. 

Dördüncü bölümde bağıntısal semantiğin bir genellemesi olan komĢuluk semantiği 

ve normal olmayan lojikler tanıtılıyor. 

BeĢinci bölümde cebirsel semantik ve modal cebirler tanıtılıyor. Alt semantik tanımı 

yapılarak bu dört semantik aralarında karĢılaĢtırılıyor ve bağıntısal semantiğin, 

komĢuluk semantiğinin bit alt semantiği; komĢuluk semantiğinin cebirsel semantiğin 

bir alt semantiği olduğu ve her cebirsel (dolayısıyla her komĢuluk, her bağıntısal) 

çatının da klasik olduğu sonucuna varılıyor.  

Lojiğin klasik anlayıĢı doğruluk kavramına dayanır; bir önermenin doğruluğu 

mutlaktır ve her hangi bir akıl yürütme ya da eylemden bağımsızdır. Bir önerme ya 

doğrudur ya da yanlıĢtır; yanlıĢ doğru olmayan ile aynı anlama sahiptir ve bu 
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aĢağıdaki üçüncünün olmazlığı yasası (tertium non datur ya da excluded middle)  

olarak ifade edilir: 

“p önermesinin anlamı ne olursa olsun,  p∨¬p önermesi her zaman doğrudur.” 

Ancak 𝑝 ∨ ≦𝑝  önermesi sınırlı bilgi içerir. Bunu açıklayan iki iyi bilinen örnek 

verilebilir. Ġlki,  

“π sayısının ondalık gösteriminde bir yerde yedi tane 7 art arda bulunur.” 

Bu önermenin doğruluk değerinin belirlenmesi kesin değildir. Ġkincisi, 

“xy rasyonel olacak Ģekilde x ve y irrasyonel sayıları vardır.” 

Bu önermenin kanıtı basittir √2
√2

 rasyonel ise, 𝑥 = 𝑦 = √2 aksi halde 𝑥 = √2
√2

 ve 

𝑦 = √2 almak yeterlidir), ancak iki durumdan hangisinin doğru olduğu 

bilinmemektedir. 

Bu örnekler klasik önermeler lojiğinin kusurlarından bazılarını açığa çıkarır ve neden 

sezgisel (intuitionistic) ya da inĢacı (constructive) lojiğe ilgi duyulması gerektiğinin 

ipuçlarını verir. Sezgisel önermeler lojiği (𝐈𝐏𝐂), klasik önermeler lojiğinden (𝐂𝐏) 

üçüncünün olmazlığı yasası ve olmayana ergi kuralı (reductio ad absurdum) 

çıkarılarak tanımlanabilir; o zaman 𝐂𝐏„ nin zayıflatılmıĢ bir halidir ve bunun sonucu 

olarak 𝐂𝐏 „ ye göre daha geniĢ semantik yorum aralığına sahiptir. Motive edici 

semantiğe sezgisel önermeler lojiğinin Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK) 

yorumu denir. Sezgisel lojiğin ortaya atılıĢını ve esaslarını ayrıntılı incelemek için 

(Bezhanishvili ve de Jong, 2006), (Troelstra ve van Dalen, 2000) ve (van Dalen, 

2004) kaynaklarına bakılabilir. 

Bu çalıĢmada 𝐈𝐏𝐂 için üç model tartıĢılıyor: Kripke yapıları, Heyting cebirleri ve 

topolojik modeller. Modellerin özellikleri ile birlikte Kripke yapıları ve Heyting 

cebirleri arasındaki iliĢki inceleniyor. Konu ile ilgili olarak (Brown, 2014), 

(Kuznetsov, 2017) ve (Palmgren, 2009) kaynaklarına bakılabilir.  
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BÖLÜM 2 

TEMEL MODAL LOJĠK 

Temel modal lojiğin dili, Önermeler lojiğinin diline bir   ya da □ sembolü eklenerek 

tanımlanır.   ya da □ operatörünün yorumu, Kripke çatıları denilen yapılar arasındaki 

bağıntıları ifade etmek için kolaylıklar sağlar. Lojikte doğruluk (truth) önemli bir 

kavramdır ve bir modal dil farklı türden doğruluklara yol açar: yerel (local), global 

ve daha genel olan geçerlilik (validity). Yerel doğruluk bir noktada doğruluk, global 

doğruluk verilen bir yapının (çatı ya da model) her noktasında doğruluktur. 

Geçerlilik bir çatı üzerindeki tüm değerlendirmeler için global doğruluktur. 

Geçerlilik kavramından sonra bir modal lojiğin tanımlanması gerekir. Bu bölümde 

normal denilen modal lojikler üzerine yoğunlaĢılacaktır. Bir normal modal lojik 

belirli kapanıĢ kurallarına kapalı bir formüller kümesidir. Bu bir lojik için semantik 

tanımdır. En küçük normal lojik 𝐊 ile gösterilir ve 𝐊’ ye yeni formüller eklenerek 

yeni normal modal lojikler üretilir.  

Normal modal lojikler sintaktik açıdan da tanımlanabilir. 𝛷 çatıların bir sınıfı olsun. 

𝛷  üzerinde geçerli formüllerin kümesi 𝐋𝛷  bir lojik üretir.  Bu iki yaklaĢımla 

tanımlanan lojiklerin hangi koĢullar altında çakıĢtıklarını sormak doğal bir sorudur. 

Bu soruyu yanıtlamak için sağlamlık (soundness) ve tamlık (completeness) 

kavramlarına ihtiyaç vardır. Kanıtladığımız teoremlerin çatılar sınıfında geçerli olup 

olmadığını nasıl biliriz? Kanıt sistemimizin çatılar sınıfındaki tüm geçerli önermeleri 

türetmek için yeterince güçlü olup olmadığını nasıl biliriz? Bir kanıt sisteminin bir 

Ģeye yaraması isteniyorsa, sırasıyla sağlamlık ve tamlık adı verilen bu koĢullar çok 

önemlidir. Sağlamlık, semantik açıdan tanımlanan bir 𝐋 normal modal lojiği için her 

𝜑 ∈ 𝐋  formülünün 𝛷  çatılar sınıfı üzerinde doğru olması demektir. Tamlık ise, 

semantik olarak tanımlanan lojiğin çatılar sınıfında geçerli tüm formüllere sahip 

olması demektir. Böylece bir 𝐋  lojiği sağlamdır ancak ve ancak 𝐋 ⊆ 𝐋𝛷  dir ve 𝐋 

lojiği tamdır ancak ve ancak 𝐋𝛷 ⊆ 𝐋 dir. O halde bir 𝐋 lojiğinin bir 𝛷 çatılar sınıfına 

göre sağlam ve tam olduğunu göstermek, 𝐋 ile 𝐋𝛷‟ nin çakıĢtığını gerçeklemektir. 
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Genelde bir lojiğin sağlamlığını göstermek kolay iken tamlık için bu doğru değildir; 

maksimal tutarlı formüllerin kümelerinden oluĢturulan kanonik modeller 

sayesinde tamlık sorusuna yanıt aranabilir. Aslında, Kanonik Modeller Teoremi, 

herhangi bir normal modal lojiğin kendi kanonik modeline göre (kuvvetli) tam 

olduğunu ifade eder.  

Tamlık sonuçları saptandıktan sonra, ilginç fakat bir o kadar ĢaĢırtıcı olan bir sonuç 

Ģudur:  

“Bir normal modal lojiğe ait olmayan bir formül sonlu bir Kripke modelinde 

yanlıĢlanabilir.” 

Bu özelliğe sonlu çatı özelliği (finite frame property), ffp, denir ve kanıtı süzme 

(filtration)yöntemi kullanılarak yapılır. 

2.1. Temel Öğeler 

Bu kesimde verilen kavramlar modal lojik kitaplarında, özellikle Blackburn ve 

Chellas‟ ta yer alanlara paralellik gösterir. 

Tanım 2.1.1. Temel modal dil, önerme harflerinin (sonsuz) sayılabilir 𝐴𝑡 kümesi, 

klasik önerme bağlaçları ve birli bir   operatörü aracılığıyla tanımlanır. Bu dilin 

formülleri aĢağıdaki gibi oluĢturulur: 

 Her 𝑝 ∈ 𝐴𝑡 bir formüldür. 

 ⊥ bir formüldür. 

 𝜑 bir formül ise ≦𝜑 bir formüldür. 

 𝜑 ve 𝜓 birer formül ise 𝜑 ∨ 𝜓 bir formüldür. 

 𝜑 bir formül ise  𝜑 bir formüldür. 

Birinci mertebeden lojikte ∀  ve ∃  operatörleri arasında olduğu gibi   modal 

operatörü için bir düallik (duality) vardır: □𝜑 ≔ ≦  𝜑≦ . Bu ancak (Düal) 

aksiyomunu içeren modal lojikler için geçerlidir; bu tezde çalıĢılan normal modal 

lojiklerin tümü bu aksiyomu tanım gereği içerirler. 

  elmas (diamond) ve □ kutu (box) olarak adlandırılır ve sırasıyla olası ve gerekli 

gibi okunabilir. Ancak bir modal dil farklı yorumların çeĢitliliğine olanak 

sağladığından olası/gerekli yorumu her zaman en iyisi değildir. Bu operatörlerin 
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etkili iki yorumu vardır: epistemik (bilgi) okuması ve kanıtlanabilir (provable) 

okuması. Bu farklı okumalar modal lojiğin gücüne güç katarlar.  

Tanım 2.1.2. Temel modal dil için bir Kripke çatısı bir 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉 ikilisidir öyle 

ki 

i. 𝑊 boĢtan farklı bir kümedir. 

ii. 𝑅, 𝑊 üzerinde bir ikili bağıntıdır. 

𝑊 kümesinin elemanlarına düğüm (node), durum (state) ya da dünya (world) denir. 

𝑅 bağıntısına eriĢilebilirlik (accessibility) bağıntısı denir. Çatı denildiğinde Kripke 

çatısı kastedilecektir. Modal dilin bir Kripke modeli bir ℳ = 〈𝐹, 𝑉〉 ikilisidir öyle 

ki 𝐹  bir çatı ve 𝑉 , 𝐴𝑡 ‟ den 𝒫(𝑊) ‟ ye tanımlı bir fonksiyondur. 𝑉  fonksiyonuna 

değerlendirme (valuation) ve ℳ‟ ye  𝐹  tabanlı model ya da 𝐹 , ℳ‟ nin temelini 

oluĢturan çatıdır denir. Model denildiğinde Kripke modeli anlaĢılacaktır. 

𝑤 ∈ 𝐹 yazıldığında 𝑤 ∈ 𝑊 ve “𝐹 çatısı 𝑃 özelliğine sahiptir” denildiğinde “𝑅, 𝑃‟ ye 

sahiptir” anlaĢılmalıdır. 𝑉 fonksiyonu doğruluğun bir tanımını yapmak için verilir: 𝑝 

bir 𝑤  dünyasında ancak ve ancak 𝑤 ∈ 𝑉(𝑝)  ise doğrudur; bu 𝑤  dünyasının 𝑝 

özelliğine sahip olması Ģeklinde düĢünülebilir. 

Tanım 2.1.3. Bir ℳ = 〈𝐹, 𝑉〉  modeli ve 𝑤 ∈ 𝑊  dünyası verildiğinde, bir 𝜑 

formülünün ℳ‟ deki 𝑤  dünyasında gerçeklendiği (ya da doğru olduğu) aĢağıdaki 

gibi tümevarımla tanımlanır: 

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝑝 (ava)
1
 𝑤 ∈ 𝑉(𝑝), 𝑝 ∈ 𝐴𝑡 

 ℳ,𝑤 ⊨⊥ (ava) hiçbir zaman 

 ℳ,𝑤 ⊨ ≦𝜑 (ava) ℳ,𝑤 ⊭ 𝜑 

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ∨ 𝜓 (ava) ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ya da ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓 

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 (ava) bir 𝑣 ∈ 𝑊 vardır öyle ki 𝑤𝑅𝑣 ve ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 dir. 

𝛴  bir formüller kümesi bir ℳ  modelinin bir 𝑤  dünyasında doğrudur (ava) 𝛴 ‟ nın 

tüm elemanları 𝑤‟ de doğrudur ve bu ℳ,𝑤 ⊨ 𝛴 ile gösterilir. ℳ‟ deki bir noktada 

doğru olan bir formüle yerel doğru (local true) ve her noktada doğru olan formüle 

global doğru denir. 

(1)
Ancak ve ancak, (ava) Ģeklinde kısaltılmıĢtır. 
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Tanım 2.1.4. Bir 𝜑 formülü için  

 𝐹  çatısına dayalı 〈𝐹, 𝑉〉 modeli için 𝜑,𝑤  dünyasında doğru ise 𝜑, 𝐹‟ nin 𝑤 

dünyasında doğrudur denir ve 𝐹,𝑤 ⊨ 𝜑 ile gösterilir. 

 𝐹‟ nin her dünyasında doğru ise 𝜑, 𝐹‟ de geçerlidir (valid) denir ve 𝐹 ⊨ 𝜑 ile 

gösterilir. 

 𝜑,𝛷 çatılar sınıfının her 𝐹 çatısında geçerli ise Φ üzerinde geçerlidir denir ve 

𝛷 ⊨ 𝜑 ile gösterilir. 

 Tüm çatıların sınıfında geçerli ise, 𝜑‟ ye geçerlidir denir ve ⊨ 𝜑 ile gösterilir. 

Çatıların sınıfında geçerli olan tüm formüllerin ℱ kümesine ℱ‟ nin lojiği denir ve 𝐋ℱ 

ile gösterilir. 

AĢağıdaki örnek doğruluk ve geçerlilik kavramları arasındaki farkı açıklar. 

Örnek 2.1.5. 𝜑 ∨ 𝜓 formülü verilsin. Bir ℳ = 〈𝐹, 𝑉〉 modeli ve bir 𝑤 dünyası için 

ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ∨ 𝜓  ise, o zaman 𝜑  ya da 𝜓  (ya da her ikisi) 𝑤  dünyasında doğrudur.  

Bunun yanı sıra, 𝐹 ⊨ 𝜑 ∨ 𝜓  ise, genelde, 𝐹 ⊨ 𝜑  ya da 𝐹 ⊨ 𝜓  doğru değildir. Bir 

karĢıt örnek olarak 𝑝 ∨ ≦𝑝 formülünü göz önünde bulundurmak yeterlidir. O nedenle 

doğruluk yerel bir nitelik iken geçerlilik tamamen globaldir. 

Nihayet bir modal lojiğin tanımı verilebilir. 

Tanım 2.1.6. Tüm önermesel totolojileri içeren ve aĢağıdaki kurallara kapalı modal 

formüllerin bir 𝐋 kümesine modal lojik denir: 

 Modus ponens: 𝜑 ∈ 𝐋 ve 𝜑 → 𝜓 ∈ 𝐋 ise 𝜓 ∈ 𝐋 dir. 

 Ġkame (substitution): 𝜑 ∈ 𝐋 ise, 𝜑‟ nin tüm ikame örnekleri 𝐋’ ye aittir. 

𝐋’ nin elemanlarına teorem denir ve 𝜑 bir teorem ise ⊢𝐋 𝜑 ile gösterilir. 

Notasyon Modus Ponens MP olarak, ikame ise kısaca Subs olarak yazılacaktır. Öte 

yandan, lojik denildiğinde modal lojik kastedilecektir. 

Önerme 2.1.7. Herhangi bir 𝐋 lojiği ∧ ve ∨ iĢlemlerine kapalıdır, yani, 𝜑1 ∈ 𝐋 ve 

𝜑2 ∈ 𝐋 ise 𝜑1 ∧ 𝜑2 ∈ 𝐋 ve 𝜑1 ∨ 𝜑2 ∈ 𝐋 dir. 

Kanıt. 

1. ⊢𝐋 𝜑1                                            Hipotez 

2. ⊢𝐋 𝜑2                                            Hipotez 
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3. ⊢𝐋 𝜑1 → (𝜑2 → 𝜑1 ∧ 𝜑2)            Totoloji 

4. ⊢𝐋 𝜑2 → 𝜑1 ∧ 𝜑2                          MP 1, 3 

5. ⊢𝐋 𝜑1 ∧ 𝜑2                                    MP 2, 4 

O halde 𝜑1 ∧ 𝜑2, 𝐋’ nin bir teoremidir, dolayısıyla 𝜑1 ∧ 𝜑2 ∈ 𝐋 dir. 

ġimdi ⊢𝐋 𝜑1 verilsin ve 𝜑2 bir modal formül olsun. O zaman 

1. ⊢𝐋 𝜑1                                             Hipotez 

2. ⊢𝐋 𝜑1 → 𝜑1 ∨ 𝜑2                          Totoloji 

3. ⊢𝐋 𝜑1 ∨ 𝜑2                                    MP 1, 2 

dır. 𝜑1 ∨ 𝜑2, 𝐋’ nin bir teoremi olduğu için 𝐋’ ye aittir.                                       ⊠ 

Bir normal lojik tanımını vermeden önce özel bir durumu ele almak öğretici olabilir.  

𝐋 bir 𝜑 formülünü içeren fakat □𝜑‟ yi içermeyen bir lojik olsun. Böyle bir lojiği 

gerçekleyen bir çatı oluĢturmak için, 𝜑 formülünün çatının tüm dünyalarında doğru 

olmasına karĢın, □𝜑‟ nin doğru olmadığı bir 𝑤 dünyasının ve bir değerlendirmenin 

oluĢturulması gerekir. Böyle dünyalar normal olmayan dünyalar olarak adlandırılır 

çünkü 𝜑 ∈ 𝐋  formülü için □𝜑  doğru değilse, bu dünyalar totolojilerin bile yanlıĢ 

olduğu baĢka dünyaları görür. Durum böyle ise, normal olmayan bir modal lojik için 

bir model ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑅, 𝑉〉  biçimlidir; burada 𝑁 ⊆ 𝑊  “normal dünyaların” 

kümesidir ve 𝑊 ∖ 𝑁 deki elemanlara normal olmayan dünyalar denir. Eğer 𝑤 normal 

olmayan bir dünya ise, o zaman bu dünyada doğruluk koĢulları aĢağıdaki gibi yapılır: 

 ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 (ava) hiçbir zaman. 

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 (ava) her zaman. 

Buna göre, □(𝑝 ∨ ≦𝑝)  totolojisi 𝑤  dünyasında yanlıĢtır. Normal olmayan lojikler 

için (Graham, 2001) kaynağına bakılabilir. Bu bölümde sadece normal modal lojikler 

ele alınmaktadır. 

Tanım 2.1.8. Bir 𝐋 lojiğine  

 (K) □(𝜑 → 𝜓) → (□𝜑 → □𝜓) 

 (Düal)  𝑝 ↔ ≦□≦𝑝 

formüllerini içeriyor ve  
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 (Nec) 
𝜑

□𝜑 ya da ⊢𝐋 𝜑 ise ⊢𝐋 □𝜑, 

kuralına kapalı ise normaldir denir. 

Bu bölümde lojik denildiğinde kastedilen normal lojik olacaktır. Lojiklerin kanonik 

modeller aracılığı ile tamlığı gösterilirken gerek duyulan bir kavram tutarlılık 

kavramıdır. Modal dillerin semantiğinin en önemli özelliklerinden birisi çeliĢki 

içermemesidir.; yani, bir formül bir dünyada hem doğru hem yanlıĢ olamaz. Bunun 

yanı sıra sintaktik bakıĢ açısına göre bir lojiğin çeliĢki içermediğinin hiçbir garantisi 

yoktur. ġimdi bu soruna değinilecektir. 

Tanım 2.1.9. 𝜑1, 𝜑𝟐, ⋯ , 𝜑𝑛 ve 𝜓 modal formüller olsun. Eğer 𝜑1 ∧ 𝜑2 ∧ ⋯∧

𝜑𝑛 → 𝜓  bir totoloji ise 𝜓  formülü önermeler lojiğinde 𝜑1, 𝜑𝟐, ⋯ , 𝜑𝑛 

hipotezlerinden türetilebilir (deducible) denir.  

Lemma 2.1.10. Tüm modal lojikler önermeler lojiğindeki türetime kapalıdır. 

Kanıt. 𝐋 bir lojik olsun. 𝜓  önermeler lojiğinde 𝜑1, 𝜑𝟐, ⋯ , 𝜑𝑛  hipotezlerinden 

türetilebilir olduğunda  

⊢𝐋 𝜑1, ⊢𝐋 𝜑𝟐, ⋯ , ⊢𝐋 𝜑𝑛  𝑖𝑠𝑒  ⊢𝐋 𝜓 

gösterilmelidir. 

(𝜑1 ∧ 𝜑2 ∧ ⋯∧ 𝜑𝑛) → 𝜓  totolojisi verilsin. Önerme 2.1.7 uyarınca ⊢𝐋 𝜑1 ∧ 𝜑2 ∧

⋯∧ 𝜑𝑛 dir ve tanım gereği (𝜑1 ∧ 𝜑2 ∧ ⋯∧ 𝜑𝑛) → 𝜓 olduğundan, MP‟ nin ⊢𝐋 𝜑1 ∧

𝜑2 ∧ ⋯∧ 𝜑𝑛  ve ⊢𝐋 (𝜑1 ∧ 𝜑2 ∧ ⋯∧ 𝜑𝑛) → 𝜓 ‟ ye uygulanması sonucu ⊢𝐋 𝜓  elde 

edilir.                                                                                                                          ⊠ 

Tanım 2.1.11. 𝐋 bir lojik ve 𝛤 ∪ *𝜑+ bir formüller kümesi olsun. ⊢𝐋 (𝛾1 ∧ 𝛾2 ∧ ⋯∧

𝛾𝑛) → 𝜑  olacak Ģekilde 𝛾1, 𝛾𝟐, ⋯ , 𝛾𝑛 ∈ 𝛤  formülleri varsa, 𝜑  formülü 𝐋 

lojiğinde 𝛤‟ dan türetilebilir denir. Durum bu ise 𝛤 ⊢𝐋 𝜑, değilse 𝛤 ⊬𝐋 𝜑 yazılır. 

Tanım 2.1.12. Bir 𝐋  lojiği için 𝛤 ⊬𝐋⊥  ise 𝛤  formüller kümesine 𝐋 -tutarlı 

(consistent) ve 𝛤 ⊢𝐋⊥ ise 𝐋-tutarsız (inconsistent) denir. 

Lemma 2.1.13. 𝐋 bir lojik ve 𝛤 bir formüller kümesi olsun. O zaman aĢağıdakiler 

denktir:  

(i) 𝛤 𝐋-tutarsızdır. 

(ii) 𝛤 ⊢𝐋 𝜑 ∧ ≦𝜑 olacak Ģekilde bir 𝜑 formülü vardır. 
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(iii) Tüm 𝜓 formülleri için 𝛤 ⊢𝐋 𝜓 dir.  

Kanıt. (i) ⇒ (ii) : 𝛤  𝐋 -tutarsız, yani 𝛤 ⊢𝐋⊥  olsun. ⊥→ 𝜑 ∧ ≦𝜑  bir totoloji 

olduğundan 𝐋‟ nin bir elemanı, yani ⊢𝐋⊥→ 𝜑 ∧ ≦𝜑 dir. Öte yandan  

⊢𝐋⊥→ 𝜑 ∧ ≦𝜑 ⇒ 𝛤 ⊢𝐋⊥→ 𝜑 ∧ ≦𝜑 

dir, çünkü ⊥→ 𝜑 ∧ ≦𝜑‟ nin kanıtında 𝛤 hipotezleri kullanılmaz. Böylece 

1. 𝛤 ⊢𝐋⊥                              Hipotez 

2. 𝛤 ⊢𝐋⊥→ 𝜑 ∧ ≦𝜑             Totoloji 

3. 𝛤 ⊢𝐋 𝜑 ∧ ≦𝜑                   MP 1, 2  

istenilen sonucu verir. 

(ii) ⇒ (iii) : 𝛤 ⊢𝐋 𝜑 ∧ ≦𝜑  verilsin. Her 𝜓  formülü için 𝜑 ∧ ≦𝜑 → 𝜓  bir totoloji 

olduğundan ⊢𝐋 𝜑 ∧ ≦𝜑 → 𝜓 dir. Buradan haliyle 𝛤 ⊢𝐋 𝜑 ∧ ≦𝜑 → 𝜓 olduğu açıktır. 

MP‟ nin ⊢𝐋 𝜑 ∧ ≦𝜑 ve 𝛤 ⊢𝐋 𝜑 ∧ ≦𝜑 → 𝜓‟ ye uygulanması (iii) ile sonuçlanır. 

(iii) ⇒ (i) : AĢikardır, çünkü her 𝜓  formülü için 𝛤 ⊢𝐋 𝜓  ise, özellikle 𝛤 ⊢𝐋⊥ 

doğrudur ve 𝛤 𝐋-tutarsızdır.                                                                                        ⊠ 

Bu kesimi çok sık kullanılan bir lemma vererek sonlandıralım. 

Lemma 2.1.14. 𝛤 bir formüller kümesi ve keyfi bir 𝜑 formülü için  

𝛤 ⊢𝐋 𝜑 (ava) 𝛤 ∪ *≦𝜑+ 𝐋-tutarsızdır. 

Kanıt. Her Ģeyden önce 𝛤  𝐋-tutarsız ise sonuç açıktır, çünkü o zaman 𝛤 ∪ *≦𝜑+ 

haliyle tutarsızdır ve Lemma 2.1.13 uyarınca her 𝜓  formülü için 𝛤 ⊢𝐋 𝜓 ⇒ 𝛤 ∪

*≦𝜑+ ⊢𝐋 𝜓 olup, özellikle 𝛤 ∪ *≦𝜑+ ⊢𝐋 𝜑 elde edilir. 

(⇒): 𝛤 ⊢𝐋 𝜑 varsayalım ve 𝛤 ∪ *≦𝜑+‟ nin tutarsız olduğunu gösterelim. 𝜑‟ nin 𝛤‟ 

dan türetiminde ≦𝜑 ek hipotez olarak kullanılmadığı için 𝛤 ⊢𝐋 𝜑, 𝛤 ∪ *≦𝜑+ ⊢𝐋 𝜑‟ 

yi gerektirir. Öte yandan 𝛤 ∪ *≦𝜑+ ⊢𝐋 ≦𝜑 olduğu açıktır. Buradan 𝛤 ∪ *≦𝜑+ ⊢𝐋 𝜑 ∧

≦𝜑  elde edilir ve Lemma 2.1.13‟ den 𝛤 ∪ *≦𝜑+  kümesinin tutarsız olduğu 

sonuçlanır. 

(⇐) :𝛤 ∪ *≦𝜑+ 𝐋-tutarsız, yani 𝛤 ∪ *≦𝜑+ ⊢𝐋⊥  olsun. Önermeler lojiğinin Türetim 

Teoremi‟ nden bu, 𝛤 ⊢𝐋 ≦𝜑 →⊥ ‟ yi gerektirir. Madem ki ≦𝜑 ↔ 𝜑 →⊥  olarak 

tanımlıdır, 𝛤 ⊢𝐋 𝜑 elde edilir.                                                                                   ⊠ 
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2.2. Kripke Semantiğine göre Sağlamlık ve Tamlık 

Bir lojiğin tamlığının kanıtı iki kısımdan oluĢur: sağlamlık (soundness) ve tamlık 

(completeness). 

Sağlamlık kanıtının amacı; belirli sintaktik özelliklerin Kripke semantiğinde 

korunduğunu kanıtlamaktır. Özellikle, bir 𝜑 formülü bir teorem ya da 𝜞 formüller 

kümesinden türetilebilir olma özelliğine sahipse, bu özelliklerin Kripke çatı 

tabanında 𝜑 ‟ nin geçerli (valid) ya da 𝛤 ‟ nın bir semantik sonucu (semantic 

consequence) olduğu kanıtlanır. Sağlamlık kanıtı bir anlamda açıktır; ⊢ 

türetilebilirlik operatörünün kapanıĢ özelliklerinin ⊨  mantıksal sonuç operatörü 

tarafından korunduğu gösterilir. 

Tamlık kanıtının amacı; belirli semantik özelliklerin sintaksta korunduğunu 

kanıtlamaktır. Özellikle, bir 𝜑 formülü geçerli ya da bir 𝛤 formüller kümesinin bir 

semantik sonucu olma özelliğine sahipse, bu özelliklerin Hilbert türü sintaksta bir 

teorem ya da 𝛤‟ dan türetilebilir olduğu gösterilir. Tamlık kanıtı Ģunu kanıtlamaktan 

geçer: 𝜑 bir teorem değilse ya da 𝛤‟ dan türetilemiyorsa, o zaman 𝜑 geçerli değildir 

ya da 𝛤‟ nın bir semantik sonucu değildir. 

Burada yapı (structure), çatı (frame) ya da model aynı anlamda kullanılmaktadır. 

Tanım 2.2.1. ℱ  bir yapılar sınıfı olsun. Eğer 𝐋 ⊆ 𝐋ℱ  ise bir 𝐋 lojiğine ℱ‟ ye göre 

sağlamdır denir. 

Lemma 2.2.2. Bir 𝐋 lojiği ℱ‟ ye göre sağlamdır ancak ve ancak her 𝜑 formülü ve 

𝐹 ∈ 𝓕 için 

⊢𝐋 𝜑 ⇒ 𝐹 ⊨ 𝜑 

dir. 

Kanıt. 𝐋 ⊆ 𝐋ℱve ⊢𝐋 𝜑 varsayalım. O zaman 𝜑 ∈ 𝐋, dolayısıyla 𝜑 ∈ 𝐋ℱ dir. Buradan 

𝜑‟ nin ℱ‟ deki tüm yapılarda doğru olduğu, yani her 𝐹 ∈ 𝓕 için 𝐹 ⊨ 𝜑 sonuçlanır.  

Tersine, 𝐋ℱ‟ ye ait olmayan bir 𝜑 ∈ 𝐋 formülü varsa, 𝐹 ⊭ 𝜑 olacak Ģekilde bir 𝐹 ∈ 𝓕 

bulunabilir, yani ⊢𝐋 𝜑 iken 𝐹 ⊭ 𝜑 dir.                                                                     ⊠  

Bilinen normal modal lojiklerin sağlamlığı ayrıntılı olarak kanıtlanacaktır. 

Tanım 2.2.3. Bir 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉 çatısı verilsin.  
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(i) 𝐹 yansıyandır (ava) her 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑤𝑅𝑤‟ dir. 

(ii) 𝐹 simetriktir (ava) her 𝑤, 𝑢 ∈ 𝑊 için 𝑤𝑅𝑢 ise 𝑢𝑅𝑤‟ dir. 

(iii) 𝐹 ters simetriktir (ava) her 𝑤, 𝑢 ∈ 𝑊 için 𝑤𝑅𝑢 ve 𝑢𝑅𝑤 ise 𝑤 = 𝑢‟ 

dur.   

(iv) 𝐹  geçiĢkendir (ava) her 𝑤, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊  için 𝑤𝑅𝑢  ve 𝑢𝑅𝑣  ise 𝑤𝑅𝑣 ‟ 

dir.   

(v) 𝐹 önsıralı (preorder) dır (ava) 𝐹 yansıyan ve geçiĢkendir. 

(vi) 𝐹  önsıralı yönlüdür (ava) ∀𝑤, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊,𝑤𝑅𝑢 ∧ 𝑤𝑅𝑣 ⇒ ∃𝑡 ∈

𝑊(𝑢𝑅𝑡 ∧ 𝑣𝑅𝑡)- ‟ dir.  

Tanım 2.2.4. 𝐴1, 𝐴𝟐, ⋯ , 𝐴𝑛  aksiyomlar olmak üzere 𝐊𝐴1𝐴2…𝐴𝑛  lojiğine 

𝐴1, 𝐴𝟐, ⋯ , 𝐴𝑛 tarafından üretilen lojik denir. 

 𝐊 minimal lojiğine 

 (T) □𝑝 → 𝑝 

 (4) □𝑝 → □□𝑝 

 (.2)  □𝑝 → □  𝑝 

 (5)  □𝑝 → 𝑝 

aksiyomları eklenerek iyi bilinen 

 𝐒𝟒 = 𝐊𝐓𝟒 

 𝐒𝟒. 𝟐 = 𝐊𝐓𝟒. 𝟐 

 𝐒𝟓 = 𝐊𝐓𝟒𝟓 

lojikleri tanımlanır. 

Literatürde genellikle geçiĢtirilen ve açık olarak nitelendirilen aĢağıdaki lemmanın 

kanıtı, sağlamlık kavramının iyi anlaĢılması için ayrıntılı yapılacaktır.  

Lemma 2.2.5. 𝐊 , 𝐒𝟒,  𝐒𝟒. 𝟐  ve 𝐒𝟓  lojikleri aĢağıdaki sağlamlık sonuçlarını 

gerçeklerler: 

(i) 𝐊 tüm çatıların sınıfına göre sağlamdır. 

(ii) 𝐒𝟒 yansıyan ve geçiĢken çatıların sınıfına göre sağlamdır. 
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(iii) 𝐒𝟒. 𝟐 yönlü önsıralı çatıların sınıfına göre sağlamdır. 

(iv) 𝐒𝟓 bağıntısı denklik bağıntısı olan çatıların sınıfına göre sağlamdır. 

Kanıt.  

(i) (K) aksiyomunun ve (Düal)‟ in keyfi çatılar sınıfında geçerli olduğu, MP ve 

(Nec) kurallarının geçerliliği koruduğu gösterilmelidir. 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉  keyfi 

bir çatı olsun.  

 𝐹 ⊨ (K): 𝐹 ⊨ □(𝑝 → 𝑞) ∧ □𝑝  varsayalım. O zaman her 𝑤 ∈ 𝑊  için 𝐹,𝑤 ⊨

□(𝑝 → 𝑞) ∧ □𝑝 ‟ dir; buradan 𝐹,𝑤 ⊨ □(𝑝 → 𝑞)  ve 𝐹,𝑤 ⊨ □𝑝  sonuçlanır. 

Böylece her 𝑣 ∈ 𝑊  için 𝐹, 𝑣 ⊨ 𝑝 → 𝑞  ve 𝐹, 𝑣 ⊨ 𝑝  den MP uygulanınca 

𝐹, 𝑣 ⊨ 𝑞 elde edilir. Bu ise 𝐹,𝑤 ⊨ □𝑞 demektir; 𝑤 keyfi olduğu için 𝐹 ⊨(K) 

gösterilmiĢ olur. 

 MP kuralı geçerliliği korur: 𝜑  ve 𝜓  formülleri için 𝐹 ⊨ 𝜑  ve 𝐹 ⊨ 𝜑 → 𝜓 

verilsin. O zaman her 𝑤 ∈ 𝑊  ve her 𝑉  değerlendirme fonksiyonu için 

〈𝐹, 𝑉〉, 𝑤 ⊨ 𝜑  ve 〈𝐹, 𝑉〉, 𝑤 ⊨ 𝜑 → 𝜓 ‟ dir. ℳ = 〈𝐹, 𝑉〉  bir model 

olduğundan son iki ifade ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ∧ (𝜑 → 𝜓) ‟ yi gerektirir. Böylece 

ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓 sonuçlanır ve MP‟ nin geçerliliği koruduğu gösterilmiĢ olur. 

 (Nec) kuralı geçerliliği korur: 𝐹 ⊨ 𝑝 ise her 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝐹,𝑤 ⊨ 𝑝‟ dir. O halde 

𝑤𝑅𝑣  Ģeklindeki tüm 𝑣 ∈ 𝑊  elemanları için 𝐹, 𝑣 ⊨ 𝑝  vardır, dolayısıyla 

𝐹,𝑤 ⊨ □𝑝 elde edilir. 

 𝐹 ⊨(Düal): 𝐹 ⊨ 𝑝  verilsin. O zaman her 𝑤 ∈ 𝑊  için 𝐹,𝑤 ⊨ 𝑝‟ dir. ġimdi 

𝐹, 𝑣 ⊨ □≦𝑝  olacak Ģekilde bir 𝑣 ∈ 𝑊  dünyası olsaydı, her 𝑢 ∈ 𝑊  için ve 

𝑣𝑅𝑢  için 𝐹, 𝑢 ⊨ ≦𝑝  elde edilirdi. Oysa 𝐹,𝑤 ⊨ 𝑝  durumunda 𝐹, 𝑢 ⊨ 𝑝 

olacak Ģekilde bir 𝑢 ∈ 𝑊  ve 𝑤𝑅𝑢  vardır; o halde 𝐹, 𝑢 ⊨ ≦𝑝  ve 𝐹, 𝑢 ⊨ 𝑝 

çeliĢkilidir, dolayısıyla 𝐹, 𝑤 ⊨ ≦□≦𝑝 sonucuna ulaĢılır. 

 Tersine, 𝐹 ⊨ ≦□≦𝑝 verilsin. O zaman her 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑤𝑅𝑣 ve 𝐹, 𝑣 ⊨ 𝑝 olacak 

Ģekilde bir 𝑣 ∈ 𝑊 dünyası vardır ve bu 𝐹 ⊨ 𝑝 demektir. 

Modeller totolojileri yanlıĢlamadığından tüm totolojiler de geçerlidir. O halde 𝐊 tüm 

çatıların sınıfına göre sağlamdır. 

(ii) 𝐊’ nin  sağlamlığı (i)‟ de gösterildi; geriye (T) ve (4) için kanıt yapmak kalıyor. 
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(T): 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉 yansıyan bir çatı ve 𝐹 ⊨ □𝑝 olsun. O zaman her 𝑤 ∈ 𝑊 için 

𝐹,𝑤 ⊨ 𝑝‟ dir. 𝑅 yansıyan, yani her 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑤𝑅𝑤 olduğundan, 𝐹,𝑤 ⊨ 𝑝 ya da 

𝐹 ⊨ 𝑝‟ dir.  

(4): Bu aksiyomun   cinsinden dengi   𝑝 → 𝑝‟ dir. 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉 geçiĢken bir 

çatı ve 𝐹 ⊨  𝑝 olsun. O zaman her 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝐹,𝑤 ⊨  𝑝‟ dir. ġimdi 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑊 

dünyaları için 𝑤𝑅𝑣  ve 𝐹, 𝑣 ⊨ 𝑝  ve 𝑣𝑅𝑢 , 𝐹, 𝑢 ⊨ 𝑝  varsayalım. 𝑅  bağıntısı 

geçiĢken olduğu için 𝑤𝑅𝑣 ve 𝑣𝑅𝑢, 𝑤𝑅𝑢‟ yu gerektirir ve buradan da 𝐹,𝑤 ⊨ 𝑝 

elde edilir. 

(iii) (.2): 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉  yönlü önsıralı bir çatı ve 𝐹 ⊨ □𝑝  olsun. O zaman her 

𝑤 ∈ 𝑊 için 𝐹, 𝑤 ⊨ □𝑝‟ dir ve buradan 𝐹, 𝑣 ⊨ □𝑝 olacak Ģekilde bir 𝑣 ∈ 𝑊 

vardır. ġimdi 𝑢,𝑤𝑅𝑢 Ģeklinde keyfi bir dünya olsun. Çatı yönlü olduğu için 

𝑣𝑅𝑡  ve 𝑢𝑅𝑡  olacak Ģekilde bir 𝑡  dünyası vardır. Bu durumda 𝐹, 𝑡 ⊨ 𝑝  elde 

edilir ve bu 𝐹, 𝑢 ⊨ 𝑝 ‟ yi gerektirir. 𝑢 keyfi olduğu için 𝐹,𝑤 ⊨ □  𝑝 

sonuçlanır. 

(iv) (5): 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉  denklik bağıntılı bir çatı olsun. 𝐹 ⊨ □𝑝  her 𝑤 ∈ 𝑊  için 

𝑤𝑅𝑣 ve 𝐹, 𝑣 ⊨ □𝑝 olacak Ģekilde bir 𝑣 ∈ 𝑊 dünyasının var olduğunu ifade 

eder. Buradan 𝑣𝑅𝑢 Ģeklindeki tüm 𝑢 ∈ 𝑊 dünyaları için 𝐹, 𝑢 ⊨ 𝑝 elde edilir. 

𝑅 bağıntısı simetrik olduğu için 𝐹,𝑤 ⊨ 𝑝 sonuçlandırılır.                            ⊠  

Belli bir çatılar sınıfının ürettiği lojiğin semantik olarak tanımlanmıĢ bir lojik 

tarafından kapsandığının gösterilmesi, yukarıda değinildiği üzere, tamlık kavramına 

yol açar. Kuvvetli ve zayıf olmak üzere iki tür tamlık vardır. Kuvvetli tamlık zayıf 

tamlığı gerektirir; bu bariz olgu kanonik modeller için ön planda yer alır çünkü 

kanonik modeller kuvvetli tamlığı gösterirler. 

Tanım 2.2.6. ℱ  bir çatılar sınıfı ve 𝛤 ∪ *𝜑+  bir formüller kümesi olsun. ℱ ‟ den 

oluĢturulan tüm ℳ modelleri ve ℳ‟ deki tüm 𝑤 dünyaları için  

ℳ,𝑤 ⊨ 𝛤 ⇒ ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 

ise 𝜑,ℱ üzerinde 𝛤‟ nın bir yerel semantik sonucudur denir ve 𝛤 ⊨ℱ 𝜑 ile gösterilir. 

Eğer 

𝛤 ⊨ℱ 𝜑 ⇒ 𝛤 ⊢𝐋 𝜑 

ise 𝐋 lojiği ℱ‟ ye göre kuvvetli tamdır denir. Herhangi bir 𝜑 formülü için 
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ℱ ⊨ 𝜑 ⇒⊢𝐋 𝜑 

ise 𝐋 lojiği ℱ‟ ye göre zayıf tamdır denir. 

Sonuç Teorem 2.2.7.  ℱ‟ ye göre kuvvetli tam olan bir 𝐋 lojiği ℱ‟ ye göre zayıf 

tamdır. 

Kanıt. 𝛤 = ∅ alınırsa kuvvetli tamlıktan ∅ ⊨ℱ 𝜑 ⇒⊢𝐋 𝜑 yazılır. Ama ∅ ⊨ℱ 𝜑,ℱ ⊨

𝜑 ile aynıdır, dolayısıyla ℱ ⊨ 𝜑 ⇒⊢𝐋 𝜑 elde edilir.                          ⊠ 

Sonuç Teorem 2.2.8. 𝐋 bir lojik ve ℱ  bir çatılar sınıfı olsun. 𝐋, ℱ‟ ye göre zayıf 

tamdır ancak ve ancak 𝐋ℱ ⊆ 𝐋’ dir. 

Kanıt. 𝜑 ∈ 𝐋ℱ  varsayalım. O zaman 𝐋ℱ ‟ nin tanımından ( ℱ ‟ de geçerli olan 

formüllerin kümesi) ℱ ⊨ 𝜑  yazılır. Hipotez uyarınca 𝐋  zayıf tam olduğu için 

ℱ ⊨ 𝜑 ⇒⊢𝐋 𝜑‟ dir; ⊢𝐋 𝜑, 𝜑 ∈ 𝐋 demek olduğu için, 𝐋ℱ ⊆ 𝐋 elde edilir. 

Tersine, 𝐋ℱ ⊆ 𝐋 olsun ve ℱ ⊨ 𝜑 verilsin. O zaman 𝜑 ∈ 𝐋ℱ dir ve hipotezden 𝜑 ∈ 𝐋 

olur, yani ⊢𝐋 𝜑 elde edilir.                                                                                         ⊠ 

Lemma 2.2.9. (ÇeliĢki Lemması) 𝛤 ∪ *𝜑+  bir formüller kümesi ve 𝛤 ∪ *𝜑+ ⊢𝐋⊥ 

olsun. O zaman 𝛤 ⊢𝐋 ≦𝜑‟ dir. 

Kanıt. Lemma 2.1.14‟ ün kanıtına benzerdir.                                                              ⊠  

AĢağıdaki bir açıdan kuvvetli tamlığı yeniden tanımlar. 

Lemma 2.2.10. Bir 𝐋  lojiği bir ℱ  yapılar sınıfına göre kuvvetli tamdır ancak ve 

ancak formüllerin her 𝐋 -tutarlı 𝛤  kümesi bir 𝐹 ∈ ℱ  yapısı üzerinde 

gerçeklenebilirdir; yani, 𝐹‟ de bir 𝑤 dünyası vardır öyle ki her 𝜑 ∈ 𝛤 için 𝐹,𝑤 ⊨ 𝜑‟ 

dir. 

Kanıt. 𝛤 𝐋-tutarlı bir formüller kümesi olsun. O zaman 𝛤 ⊬𝐋⊥‟ dır ve buradan 𝐋‟ nin 

ℱ‟ ye göre kuvvetli tam olması nedeniyle 𝛤 ⊭ℱ⊥ elde edilir. O halde tanım gereği 

〈𝐹, 𝑉〉, 𝑤 ⊨ 𝛤  ve 〈𝐹, 𝑉〉, 𝑤 ⊭⊥  olacak Ģekilde 𝐹 ∈ ℱ,𝑤 ∈ 𝐹  ve bir 𝑉 

değerlendirme fonksiyonu vardır.  Dolayısıyla 〈𝐹, 𝑉〉, 𝑤 ⊨ 𝛤 kanıtlanmıĢ olur. 

Tersine, 𝐋’ nin ℱ ‟ ye göre kuvvetli tam olmadığını varsayalım. O zaman ÇeliĢki 

Lemması‟ na göre 𝛤 ⊨ℱ 𝜑 fakat 𝛤 ⊬𝐋 𝜑 olacak Ģekilde bir 𝛤 ∪ *𝜑+ formüller kümesi 

vardır. Yine aynı Lemma uyarınca 𝛤 ∪ *≦𝜑+  kümesi 𝐋 -tutarlıdır fakat ℱ ‟ deki 

herhangi bir yapı üzerinde gerçeklenebilir değildir. Böylece 𝐋, ℱ‟ ye göre kuvvetli 

tamdır.                                                                                                                        ⊠  
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Sonuç Teorem 2.2.11. Bir 𝐋 lojiği bir ℱ yapılar sınıfına göre zayıf tamdır ancak ve 

ancak her 𝐋-tutarlı formül bir 𝐹 ∈ ℱ yapısı üzerinde gerçeklenebilirdir. 

Kanıt. Sonuç Teorem 2.2.7 ve Lemma 2.2.10‟ nun dolaysız kullanımı ile yapılır.      

⊠  

Lemma 2.2.10 her 𝐋 -tutarlı formüller kümesinin gerçeklenebildiği bir yapı 

oluĢturmayı ileri sürer. Bunun bir yolu ve en etkilisi, maksimal tutarlı kümelerden 

model oluĢturmaktan geçer. Bu yaklaĢım kanonik model tanımına neden olur; bu 

kavram (kuvvetli) tamlığı göstermenin, belki de, en temel algoritmasıdır. 

2.3. Kanonik Modeller 

Bir 𝐋 lojiğinin tamlığını göstermenin bir yolu 𝐋’ nin kanonik modelini inĢa etmekten 

geçer. Böyle bir model maksimal 𝐋-tutarlı formüllerin kümesi aracılığıyla tanımlanır. 

Tanım 2.3.1. 𝐋 bir lojik ve 𝛤 bir formüller kümesi olmak üzere, 𝛤 𝐋-tutarlı ve 𝛤 ⊊ 𝛴 

Ģeklindeki her 𝛴  formüller kümesi 𝐋-tutarsız ise 𝛤  kümesine maksimal 𝐋-tutarlı, 

kısaca 𝐋-mtk ya da 𝐋 belli ise kısaca mtk denir. 

Maksimal tutarlı kümelerin bazı önemli özellikleri aĢağıdaki lemmada toplanmıĢtır. 

Lemma 2.3.2. 𝐋 bir lojik ve 𝛤 bir 𝐋-mtk olsun. 

(i) Her 𝜑 formülü için 𝜑 ∈ 𝛤 ya da ≦𝜑 ∈ 𝛤‟ dır. 

(ii)  𝛤, MP‟ ye kapalıdır: 𝜑 ∈ 𝛤 ve 𝜑 → 𝜓 ∈ 𝛤 ise 𝜓 ∈ 𝛤‟ dır. 

(iii)  𝜑 ∧ 𝜓 ∈ 𝛤 (ava) 𝜑 ∈ 𝛤 ve 𝜓 ∈ 𝛤‟ dır. 

(iv) 𝜑 ∨ 𝜓 ∈ 𝛤 (ava) 𝜑 ∈ 𝛤 ya da 𝜓 ∈ 𝛤‟ dır. 

(v) 𝐋 ⊆ 𝛤‟ dır. 

Kanıt.  

(i) 𝛤 ∪ *𝜑+ ve 𝛤 ∪ *≦𝜑+ kümelerinin ikisi de 𝐋-tutarsız olamaz çünkü aksi halde 

ÇeliĢki Lemması‟ ndan 𝛤 ⊢𝐋 ≦𝜑  ve 𝛤 ⊢𝐋 𝜑  elde edilir ki bu 𝛤 ‟ nın 𝐋 -

tutarsız olması anlamına gelir. O nedenle 𝛤 ∪ *𝜑+ 𝐋-tutarlı olsun. 𝛤 bir mtk 

olduğu için 𝛤 = 𝛤 ∪ *𝜑+‟ dir, dolayısıyla 𝜑 ∈ 𝛤 elde edilir. 

(ii)  𝜑,𝜑 → 𝜓 ∈ 𝛤  fakat 𝜓 ∉ 𝛤  varsayalım. O zaman (i) uyarınca ≦𝜓 ∈ 𝛤  olur. 

ġimdi 𝜑 ∧ (𝜑 → 𝜓) ∧ ≦𝜓 ⊢𝐋⊥  ya da (𝜑 ∧ (𝜑 → 𝜓) ∧ ≦𝜓) →⊥  bir 
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totolojidir, o halde 𝐋 ’ ye aittir. Bu durum 𝛤 ‟ nın 𝐋 -tutarlılığı ile çeliĢir; 

𝜑,𝜑 → 𝜓 ∈ 𝛤 ise 𝜓, 𝛤‟ ya ait olmalıdır. 

(iii) (iv) Ģıkkının kanıtına tamamen benzerdir. 

(iv) 𝜑 ∨ 𝜓 ∈ 𝛤  ve 𝜑 ∉ 𝛤, 𝜓 ∉ 𝛤  varsayalım. 𝛤  mtk olduğu için ≦𝜑 ∈ 𝛤  ve 

≦𝜓 ∈ 𝛤 olur. Ayrıca (𝜑 ∨ 𝜓) ∧ (≦𝜑 ∧ ≦𝜓) ⊢𝐋⊥, 𝛤‟ nın tutarlılığı ile çeliĢir. 

O halde 𝜑 ∈ 𝛤 ya da 𝜓 ∈ 𝛤 olmalıdır. 

 Tersine, 𝜑 ∈ 𝛤 ve keyfi 𝜓 için 𝜑 ∨ 𝜓 ∉ 𝛤 olsun. O zaman (i) uyarınca ≦(𝜑 ∨

𝜓) ≡ ≦𝜑 ∧ ≦𝜓 ∈ 𝛤 ‟ dır. ġimdi (iii)‟ den ≦𝜑 ∈ 𝛤  elde edilir ki bu 𝛤 ‟ nın 

tutarlılığı ile çeliĢir. O halde 𝜑 ∨ 𝜓 ∈ 𝛤 olmalıdır. 

(v) 𝜑 ∈ 𝐋 olsun. O zaman *≦𝜑+ 𝐋-tutarsızdır. 𝛤  mtk olduğu için ≦𝜑 ∉ 𝛤  ve (i) 

nedeniyle 𝜑 ∈ 𝛤‟ dır. O halde 𝐋 ⊆ 𝛤‟ dır.                                                    ⊠ 

Tanım 2.3.3. Bir 𝐋  normal modal lojiği için ℳ𝐋  kanonik modeli aĢağıdakileri 

sağlayan bir 〈𝑊𝐋, 𝑅𝐋, 𝑉𝐋〉 üçlüsüdür: 

(i) 𝑊𝐋 tüm 𝐋-mtk‟ lerin kümesidir. 

(ii) Her 𝜑  formülü için 𝜑 ∈ 𝑢,  𝜑 ∈ 𝑤 ‟ yi gerektiriyorsa 𝑅𝐋, 𝑊𝐋  üzerinde 

〈𝑤, 𝑢〉 ∈ 𝑅𝐋 ile tanımlı bir ikili bağıntıdır, yani 

𝑤𝑅𝐋𝑢 (ava) 𝜑 ∈ 𝑢 ⇒ 𝜑 ∈ 𝑤 

dir. 

(iii) 𝑉𝐋, 𝑉𝐋(𝑝) = *𝑤 ∈ 𝑊𝐋: 𝑝 ∈ 𝑤+  olarak tanımlanan değerlendirme 

fonksiyonudur. 

𝐹𝐋 = 〈𝑊𝐋, 𝑅𝐋〉 ikilisine 𝐋’ nin kanonik çatısı denir. 

AĢağıdaki Doğruluk Lemması uyarınca tutarlı bir formüller kümesinin maksimal 

tutarlı bir kümeye geniĢletilmesi uygun olur. 

Lemma 2.3.4. (Lindenbaum Lemması) 𝐋 bir lojik olsun. 𝛴 formüllerin 𝐋-tutarlı bir 

kümesi ise, 𝛴 ⊆ 𝛴+ Ģeklinde bir 𝛴+ 𝐋-mtk vardır. 

Kanıt. 𝜑1, 𝜑2, ⋯ , 𝜑𝑛, ⋯ modal formüllerin bir sayımı ve  

𝛴0 = 𝛴 

𝛴𝑛+1 = {
𝛴𝑛 ∪ *𝜑𝑛+, 𝑒ğ𝑒𝑟 𝛴𝑛 ∪ *𝜑𝑛+ 𝑡𝑢𝑡𝑎𝑟𝑙𝚤 𝑖𝑠𝑒 

𝛴𝑛 ∪ *≦𝜑𝑛+, 𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑑𝑒  
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olsun. 

Ġddia 1 Her 𝑛 için 𝛴𝑛  𝐋-tutarlıdır. 

Kanıt. 𝑛 üzerinde tümevarım yapılır. 

𝑛 = 0 için iddia hipotez gereği doğrudur. 

𝑛 > 0 için iddianın doğru olduğunu varsayalım. 

𝑛 + 1  için 𝛴𝑛+1  ya 𝛴𝑛 ∪ *𝜑𝑛+ ‟ dir ve tanımdan 𝐋 -tutarlıdır ya da 𝛴𝑛+1 = 𝛴𝑛 ∪

*≦𝜑𝑛+ ‟ dir. Bu durumda 𝛴𝑛 ∪ *𝜑𝑛+  tutarsız olur ve ÇeliĢki Lemması‟ ndan 

𝛴𝑛 ⊢𝐋 ≦𝜑𝑛 elde edilir. Tümevarım hipotezinden 𝛴𝑛‟ nin tutarlı olması 𝛴𝑛 ∪ *≦𝜑𝑛+‟ 

nin tutarlılığını gerektirir. 

Ġddia 2 Her 𝜑 formülü için ya 𝜑 ∈ 𝛴+‟ dır ya da ≦𝜑 ∈ 𝛴+‟ dır. 

Kanıt. 𝜑 ∈ 𝛴+ ve ≦𝜑 ∈ 𝛴+ ise bir 𝑛 için 𝜑 ∈ 𝛴𝑛 ve ≦𝜑 ∈ 𝛴𝑛‟ dir; bu 𝛴𝑛‟ nin tutarsız 

olduğunu ve Ġddia 1 ile çeliĢtiğini gösterir. Dahası 𝜑 = 𝜑𝑚  olacak Ģekilde bir 𝑚 

vardır ve dolayısıyla ya 𝜑 ∈ 𝛴𝑚 ya da ≦𝜑 ∈ 𝛴𝑚‟ dir. 

Ġddia 3 𝛴+ bir 𝐋-mtk‟ dir. 

Kanıt. 𝛴+  tutarsız ise, ⊢𝐋 𝜑
1 ∧ 𝜑2 ∧ ⋯∧ 𝜑𝑛 →⊥  olacak Ģekilde sonlu bir 

𝜑1, 𝜑2, ⋯ , 𝜑𝑛 formüller dizisi bulunabilir. Böyle bir dizi yeterince büyük bir 𝑘 için 

𝛴𝑘 kümesine aittir; ama bu durum Ġddia 1 ile çeliĢir. O halde 𝛴+ tutarlıdır. 

𝛴+‟ nın maksimal olduğunu göstermek için 𝛴+ ⊆ 𝛤 varsayalım ve 𝜑 bir tanık, yani 

𝜑 ∉ 𝛴+ olsun. O zaman Ġddia 2‟ den ≦𝜑 ∈ 𝛴+ ve tanımdan 𝛴+ ⊢𝐋 ≦𝜑 elde edilir. 

𝛴+ ⊆ 𝛤 nedeniyle 𝛤 ⊢𝐋 ≦𝜑 ve 𝜑 ∈ 𝛤 olması 𝛤‟ nın tutarsızlığını gerektirir. O halde 

𝛴+ 𝐋-mtk‟ dir.                                                                                                            ⊠  

Uyarı 2.3.5. Tanım 2.3.3.‟ deki 𝑅𝐋 ikili bağıntısı 

𝑤𝑅𝐋𝑢 (ava) □𝜑 ∈ 𝑤 ⇒ 𝜑 ∈ 𝑢 

gibi de tanımlanabilir, hatta 

𝑤𝑅𝐋𝑢 (ava) *𝜑: □𝜑 ∈ 𝑤+ ⊆ 𝑢 

olarak da ifade edilebilir. Hesaplamalarda tanımın bu biçimi kolaylıklar sağlar. O 

zaman Tanım 2.3.3. (ii)‟ nin kullanılacak denk ifadesi 

𝑤𝑅𝐋𝑢 (ava) * 𝜑: 𝜑 ∈ 𝑢+ ⊆ 𝑤 
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dir. 

Önerme 2.3.6. 𝑅𝐋 bağıntısının bu iki tanımı denktir. 

Kanıt. 𝑤𝑅𝐋𝑢 (ava) her 𝜑 için (□𝜑 ∈ 𝑤 ⇒ 𝜑 ∈ 𝑢) 

                     (ava) her 𝜑 için (𝜑 ∉ 𝑢 ⇒ □𝜑 ∉ 𝑤) 

                     (ava) her 𝜑 ve 𝑤, 𝑢 mtk için (≦𝜑 ∈ 𝑢 ⇒ ≦□𝜑 ∈ 𝑤) 

                     (ava) her 𝜑 için (≦𝜑 ∈ 𝑢 ⇒ ≦𝜑 ∈ 𝑤) 

                     (ava) her 𝜑′ için (𝜑′ ∈ 𝑢 ⇒ 𝜑′ ∈ 𝑤)                  (ikame).                ⊠ 

Yukarıdaki kanıtın son adımına aĢağıdaki teorem açıklık getirmektedir. 

Teorem 2.3.7. (Chellas, Teo. 4. 29, s. 158) 𝐋 bir normal modal lojik ve 𝛤, 𝛤′ 𝐋-mtk‟ 

ler olsun. O zaman  

*𝜑: □𝜑 ∈ 𝛤+ ⊆ 𝛤′ (ava) * 𝜑: 𝜑 ∈ 𝛤′+ ⊆ 𝛤 

dır. BaĢka bir deyiĢle,  

her 𝜑 için (□𝜑 ∈ 𝛤 ⇒ 𝜑 ∈ 𝛤′) (ava) her 𝜑 için (𝜑 ∈ 𝛤′ ⇒ 𝜑 ∈ 𝛤) 

dır. 

Kanıt. (⇒) Sol taraf verilmiĢ olsun ve 𝜑 ∈ 𝛤′ diyelim. O zaman  

𝜑 ∈ 𝛤′ ⇒ ≦𝜑 ∉ 𝛤′                             (𝛤′ tutarlı) 

                                          ⇒ □≦𝜑 ∉ 𝛤                            (hipotez) 

                                          ⇒ ≦□≦𝜑 ∈ 𝛤                         (𝛤 mtk) 

                                          ⇒ 𝜑 ∈ 𝛤 

dır.  

(⇐) Sağ taraf verilmiĢ olsun ve □𝜑 ∈ 𝛤 diyelim. O zaman 

                            □𝜑 ∈ 𝛤 ⇒ ≦  ≦𝜑 ∈ 𝛤          

                                          ⇒ ≦𝜑 ∉ 𝛤                            (𝛤 tutarlı) 

                                          ⇒ ≦𝜑 ∉ 𝛤′                             (hipotez) 

                                          ⇒ 𝜑 ∈ 𝛤′                                (𝛤′ mtk) 

dır.                                                                                            ⊠  
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AĢağıdaki lemma bir lojiğin kanonik model aracılığıyla tamlığının kanıtlanabilmesi 

için yeterince maksimal tutarlı kümenin olduğunu ifade etmektedir. 

Lemma 2.3.8. (Varlık Lemması) Herhangi bir 𝐋 lojiği için ve 𝑤 ∈ 𝑊𝐋 dünyası için 

 𝜑 ∈ 𝑤 ise, o zaman 𝑤𝑅𝐋𝑣 ve 𝜑 ∈ 𝑣 olacak Ģekilde bir 𝑣 ∈ 𝑊𝐋 vardır. 

Kanıt.  𝜑 ∈ 𝑤  olsun ve 𝑣− = *𝜑+ ∪ *𝜓: □𝜓 ∈ 𝑤+ tanımlayalım. 𝑣−  tutarlıdır, aksi 

halde ÇeliĢki Lemması uyarınca *𝜓: □𝜓 ∈ 𝑤+ ⊢𝐋 ≦𝜑, yani ⊢𝐋 𝜓1 ∧ ⋯∧ 𝜓𝑛 → ≦𝜑 

olacak Ģekilde 𝜓1, ⋯ , 𝜓𝑛 formülleri vardır. O zaman 

                                ⊢𝐋 □(𝜓1 ∧ ⋯∧ 𝜓𝑛 → ≦𝜑)               (Nec) 

                                ⊢𝐋 □(𝜓1 ∧ ⋯∧ 𝜓𝑛) → □≦𝜑            (K) 

Ve □(𝜓1 ∧ ⋯∧ 𝜓𝑛) → (□𝜓1 ∧ ⋯∧ □𝜓𝑛) her modal lojiğin bir teoremi olduğu için 

⊢𝐋 (□𝜓1 ∧ ⋯∧ □𝜓𝑛) → □≦𝜑 

elde edilir. ġimdi 𝑤 ‟ nin bir mtk olması ve her 𝑖 < 𝑛  için □𝜓𝑖 ∈ 𝑤  nedeni ile 

□𝜓1 ∧ ⋯∧ □𝜓𝑛 ∈ 𝑤  elde edilir. Tutarlılık gereği □≦𝜑 ∈ 𝑤  ve (Düal) sayesinde 

≦  𝜑 ∈ 𝑤 sonuçlanması,  𝜑 ∈ 𝑤 hipotezi ile çeliĢir çünkü 𝑤 bir mtk‟ dir. O halde 

𝑣− tutarlı olmak zorundadır. 

Lindenbaum Lemması uyarınca 𝑣, 𝑣−„ nin bir mtk-geniĢlemesi olsun. ĠnĢadan 𝜑 ∈ 𝑣‟ 

dir ve her 𝜓 formülü için □𝜓 ∈ 𝑤,𝜓 ∈ 𝑣‟ yi gerektirir. Yapılan bu analiz 𝑤𝑅𝐋𝑢‟ nin 

aĢağıdaki argümanla verilmesini sağlar: 

𝜑 ∈ 𝑣 olsun ve  𝜑 ∉ 𝑤 varsayalım. 𝑤 bir mtk olduğu için ≦  𝜑 ∈ 𝑤‟ dir. Buradan 

(Düal) sayesinde □≦𝜑 ∈ 𝑤 elde edilir ve dolayısıyla ≦𝜑 ∈ 𝑣‟ ye ulaĢılır ki bu 𝑣‟ nin 

bir mtk olması ile çeliĢir. Neticede 𝜑 ∈ 𝑣 ise  𝜑 ∈ 𝑤 olmalıdır.                             ⊠  

Nihayet “doğruluk = elemanı olma” denklemini yerine getirecek her Ģey mevcuttur. 

Lemma 2.3.9. (Doğruluk Lemması) Herhangi bir 𝐋 normal modal lojiği için ve her 

𝜑 formülü için 

ℳ𝐋, 𝑤 ⊨ 𝜑 (ava) 𝜑 ∈ 𝑤 

dir. 

Kanıt. 𝜑‟ nin karmaĢıklığı üzerine tümevarımla yapılır. Temel adım tanımdan ve 

Boole bağlaçları durumları Lemma 2.3.2‟ den açıktır. 

Modal durum için 
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ℳ𝐋, 𝑤 ⊨ 𝜑  (ava) ∃𝑣 (𝑤𝑅𝐋𝑣 ∧ℳ𝐋, 𝑣 ⊨ 𝜑)  (ava) (Tümevarım hipotezi) 

∃𝑣 (𝑤𝑅𝐋𝑣 ∧ 𝜑 ∈ 𝑣) ⇒ (𝑅𝐋‟ nin tanımından)  𝜑 ∈ 𝑤‟ dir. 

Tersine,  𝜑 ∈ 𝑤 varsayalım. Yukarıdaki denklik aracılığı ile bir 𝑣 bulmak yeterlidir 

öyle ki 𝑣  mtk, 𝑤𝑅𝐋𝑣  ve 𝜑 ∈ 𝑣  olsun. Ama bu Varlık Lemması‟ nın tam olarak 

sağladığı bir durumdur.                                                                                             ⊠    

AĢağıdaki teorem bu kesimde buraya kadar oluĢturulan ve incelenenleri 

toparlamaktadır. 

Teorem 2.3.10. (Kanonik Model Teoremi) Her normal modal lojik kanonik 

modeline göre kuvvetli tamdır. 

Kanıt. 𝐋  bir normal modal lojik ve 𝛴  formüllerin tutarlı bir kümesi olsun. 

Lindenbaum Lemması uyarınca 𝛴 ⊆ 𝛴+  Ģeklinde bir 𝛴+ -mtk vardır. Doğruluk 

Lemması‟ ndan ℳ𝐋, 𝛴+ ⊨ 𝛴‟ dir ve kanıt Lemma 2.2.10 aracılığı ile tamamlanır.  ⊠  

Lemma 2.3.11. ℳ𝐋  kanonik modelli herhangi bir 𝐋  normal modal lojiği için 

aĢağıdakiler vardır. 

(i) (4)∈ 𝐋 ise 𝑅𝐋 geçiĢkendir. 

(ii) (T) ∈ 𝐋 ise 𝑅𝐋 yansıyandır. 

(iii) (T), (4), (.2) ∈ 𝐋 ise 𝑅𝐋 yönlü önsıralamadır. 

(iv) (5) ∈ 𝐋 ise 𝑅𝐋 simetriktir. 

Kanıt. 

(i) 𝑤, 𝑣, 𝑢 ∈ ℳ𝐋 için 𝑤𝑅𝐋𝑣 ve 𝑣𝑅𝐋𝑢 ise 𝑤𝑅𝐋𝑢 olduğu gösterilmelidir:   𝜑 ∈ 𝑢 ⇒

 𝜑 ∈ 𝑤 gösterilmelidir.  

1. 𝜑 ∈ 𝑢                         (Hipotez) 

2.  𝜑 ∈ 𝑣                      (𝑣𝑅𝐋𝑢) 

3.   𝜑 ∈ 𝑤                   (𝑤𝑅𝐋𝑣) 

4.   𝜑 → 𝜑 ∈ 𝑤         ((4)∈ 𝐋 ve 𝑤 bir mtk) 

5.  𝜑 ∈ 𝑤                     MP 3, 4 

 olup, 𝑅𝐋 geçiĢkendir. 

(ii) Her 𝑤 ∈ 𝑊𝐋 için 𝑤𝑅𝐋𝑤 olduğu gösterilmelidir. 
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1. 𝜑 → 𝜑                     ((T)∈ 𝐋) 

2. 𝜑 ∈ 𝑤                       (Hipotez) 

3. 𝜑 → 𝜑 ∈ 𝑤            (Lemma 2.3.2 (v)) 

4.  𝜑                            MP 2, 3 

olup, 𝑅𝐋 yansıyandır. 

(iii)  (T), (4)∈ 𝐋  nedeniyle geriye (.2)∈ 𝐋 ⇒ 𝑅𝐋  yönlü önermesinin kanıtlanması 

kalıyor; yani her 𝑤, 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑊𝐋 için 

(𝑤𝑅𝐋𝑣 ∧ 𝑤𝑅𝐋𝑢 ⇒ ∃𝑡+(𝑣𝑅𝐋𝑡+ ∧ 𝑢𝑅𝐋𝑡+)) 

gösterilmelidir. Bunun için 

𝑡 = *𝜑: □𝜑 ∈ 𝑣+ ∪ *≦𝜓: 𝜓 ∉ 𝑢+ 

Ģeklinde tanımlanan kümenin 𝐋 -tutarlı olduğunun ve Lindenbaum Lemması 

sayesinde 𝐋 -mtk olduğunu sağlayan bir 𝑡+  kümesine geniĢletilebildiğinin 

gösterilmesi gerekiyor.  

 𝑡  𝐋-tutarlıdır: Gerçekten, aksi halde 𝑖 ≤ 𝑛 ve 𝑗 ≤ 𝑚 için 

□𝜑𝑖 ∈ 𝑣,  𝜓𝑗 ∉ 𝑢 ve ⊢𝐋 (⋀ 𝜑𝑖𝑖≤𝑛 ∧ ⋀ ≦𝜓𝑗𝑗≤𝑚 ) →⊥ 

olacak Ģekilde 𝜑𝑖  ve 𝜓𝑗  formülleri vardır. 𝜑 = ⋀ 𝜑𝑖𝑖≤𝑛  ve ≦𝜓 = ⋀ ≦𝜓𝑗𝑗≤𝑚  

diyelim; o zaman ⊢𝐋 𝜑 ∧ ≦𝜓 →⊥‟ dir ve her 𝐋-mtk için 𝜑 ∧ ≦𝜓 →⊥  ya da 

≦(𝜑 ∧ ≦𝜓) ↔ 𝜑 → 𝜓 ∈ 𝐋 ⊆ 𝐋-mtk elde edilir. Buradan 𝜑 → 𝜓, 𝑣‟ ye aittir. 

□, ∧ üzerine dağılmalı olduğu için □𝜑 ∈ 𝑣‟ dir ve bu □𝜓 ∈ 𝑣‟ yi gerektirir 

çünkü □𝜓 ∉ 𝑣 ise ≦□𝜓 = ≦𝜓‟ dir; yani 𝑣𝑅𝐋𝑠 ve 𝜑 ∧ ≦𝜓 ∈ 𝑠 olacak Ģekilde 

bir  𝑠 ∈ 𝑊𝐋 vardır ancak bu, 𝑠‟ nin tutarlılığı ile çeliĢir. Dolayısıyla □𝜓 ∈ 𝑣‟ dir 

ve buradan □  𝜓 ∈ 𝑤  sonuçlanır. (.2) ∈ 𝐋  hipotezinden □  𝜓 ∈ 𝑤 ‟ dir ve 

bunun  𝜓 ∈ 𝑢 ‟ yu gerektirmesi bir çeliĢkiye neden olur. Neticede 𝑡  𝐋 -

tutarlıdır. Lindenbaum Lemması uyarınca 𝑡‟ nin bir 𝑡+-mtk geniĢlemesi vardır. 

ġimdi □𝜑 ∈ 𝑣 ⇒ 𝜑 ∈ 𝑡+‟ dan 𝑣𝑅𝐋𝑡+ sonuçlanır ve ayrıca  𝜓 ∉ 𝑢 ⇒ 𝜓 ∉ 𝑡+‟ 

dır, yani 𝜓 ∈ 𝑡+ ⇒ 𝜓 ∈ 𝑢 vardır. Buradan 𝑢𝑅𝐋𝑡+ çıkar, yani 𝑅𝐋 yönlüdür. 

(iv) (5): 𝜑 → □  𝜑 ∈ 𝐋  olsun. (𝜑 → □  𝜑) ↔ ( 𝜑 → 𝜑)  denkliği (Düal) ve 

(Ġkame) kullanılarak gösterilir. ġimdi 𝑤 ∈ 𝑊𝐋  için 𝜑 ∈ 𝑤  olsun. O zaman 
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(iii)‟ deki argüman ıĢığında □  𝜑 ∈ 𝑤  olur. 𝑤𝑅𝐋𝑣  verilmiĢ olsun. Varlık 

Lemması‟ nın bir sonucu olarak 

□  𝜑 ∈ 𝑤 ∧ 𝑤𝑅𝐋𝑣 ⇒ 𝜑 ∈ 𝑤 

elde edilir; oysa 𝜑 ∈ 𝑤 idi, o halde 𝑣𝑅𝐋𝑤 sonuçlanır.                                ⊠ 

Tamlık sonuçlarının gerçekleĢtirilmesinde tek sorun, doğru parçaların 

seçilmesi ve kombine edilmesinde yatar.  

Teorem 2.3.12. AĢağıdakiler vardır: 

(i) 𝐊 tüm çatıların sınıfına göre; 

(ii) 𝐒𝟒 tüm yansıyan ve geçiĢken çatıların sınıfına göre; 

(iii) 𝐒𝟒. 𝟐 yönlü önsıralı çatıların sınıfına göre; 

(iv) 𝐒𝟓 denklik bağıntılı çatıların sınıfına göre; 

kuvvetli tamdır. 

Kanıt. Söz konusu lojik için 𝛤  formüllerin tutarlı bir kümesi olsun. O zaman 

teoremin kanıtı için Lemma 2.2.10 uyarınca bir 〈𝐹, 𝑉〉  modeli bulmak yeterli 

olacaktır öyle ki 

(a) 〈𝐹, 𝑉〉,𝑤 ⊨ 𝛤 Ģeklinde 〈𝐹, 𝑉〉‟ de bir 𝑤 dünyası olsun; 

(b) 𝐹 iddia edilen özellikleri sağlasın. 

𝛤+, 𝛤‟ yı geniĢleten bir mtk olsun. 〈𝐹, 𝑉〉 , (a) koĢulunu 𝛤+  dünyasında sağlar. 

Geriye (b) koĢulunun kanonik model için geçerli olduğunu göstermek kalıyor; bu ise 

Lemma 2.3.11 tarafından yerine getirilmiĢti.                                                            ⊠    

2.4. Süzme ve Sonlu Çatı Özelliği 

Verilen bir (tutarlı ve normal) 𝐋 lojiği için kanonik model, ⊬𝐋 𝜑 Ģeklindeki her 𝜑 

formülünü bir dünyada çürütür. Bu özellik çok iyi olmakla birlikte modelin kendisi 

büyük ve kullanıĢsız olabilir. Bu durumda, matematiğin –özellikle cebirin- 

genelinde olduğu gibi, modelin küçültülmesine gidilir. 

Tanım 2.4.1. Her 𝜑 ∉ 𝐋 ve bir 𝑤 ∈ 𝐹  için 𝐹,𝑤 ⊭ 𝜑 ve 𝐹 ⊨ 𝐋 olacak Ģekilde sonlu 

bir 𝐹 çatısı varsa, 𝐋 lojiği sonlu çatı özelliğine (finite frame property) sahiptir denir. 

Bu özellik kısaca ffp olarak gösterilir. 
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Süzme (filtration) denilen bir yöntemle bazı lojiklerin ffp‟ ye sahip olduğu 

gösterilebilir. Burada, bir örnek olarak, sadece 𝐒𝟒. 𝟐 ‟ nin durumu ele alınıyor. 

Süzmenin amacı verilen bir modeli bir denklik bağıntısı aracılığı ile küçültmektir. 

ℳ = 〈𝑊, 𝑅, 𝑉〉 bir model ve 𝛴 formüllerin alt kümelere kapalı bir kümesi olsun. 

𝑤, 𝑣 ∈ 𝑊 için 

ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 (ava) ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑 

her 𝜑 ∈ 𝛴  için gerçekleniyorsa 𝑤  ve 𝑣  dünyaları 𝛴 -denktir denir ve 𝑤~𝛴𝑣  yazılır. 

Bu, 𝑊 üzerinde bir denklik bağıntısıdır ve bir 𝑤 dünyasının ~𝛴 altında denklik sınıfı 

,𝑤-𝛴 = *𝑣 ∈ 𝑊:𝑤~𝛴𝑣+ ile gösterilir. 

Tanım 2.4.2 Bir ℳ  modelinin 𝛴 aracılığıyla bir süzmesi 𝐹𝑓 = 〈𝑊𝑓 , 𝑆〉 çatısına 

dayanan bir ℳ𝑓 = 〈𝐹𝑓 , 𝑈〉 modelidir öyle ki 

(i) 𝑊𝑓 = *,𝑤-:𝑤 ∈ 𝑊+ 

(ii) her 𝑝 ∈ 𝛴 değiĢkeni için 𝑈(𝑝) = *,𝑤-:𝑤 ∈ 𝑉(𝑝)+ 

(iii) her 𝑤, 𝑣 ∈ 𝛴 için 𝑤𝑅𝑣 ⇒ ,𝑤-𝑆,𝑣- 

(iv) ,𝑤-𝑆,𝑣- ise 𝑤, 𝑣 ∈ 𝑊 ve □𝜑 ∈ 𝛴 için  

ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 ⇒ ℳ, 𝑣 ⊨ 𝜑 

dir. 

Uyarı 2.4.3. (iii) ve (iv) koĢulları 𝑆‟ yi genellikle tek biçimde belirlemez. Aslında 

herhangi bir süzme için 

𝑆 = *(,𝑤-, ,𝑣-): ℎ𝑒𝑟 𝜑 ∈ 𝛴 (ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ⇒ ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑)+ 

𝑆 = *(,𝑤-, ,𝑣-): 𝑏𝑎𝑧𝚤 𝑤′, 𝑣′ ∈ 𝑊(𝑤~𝑤′ ∧ 𝑣~𝑣′ ∧ 𝑤′𝑅𝑣′)+ 

olmak üzere, 

𝑆 ⊆ 𝑆 ⊆ 𝑆 

olduğu gösterilebilir. 𝑆  kümesine 𝛴  aracılığıyla ℳ ‟ nin en ince süzmesi (finest 

filtration) ve 𝑆  kümesine en kaba süzme (coarsest filtration) denir. Burada 𝑆 

kullanılacaktır. 

Sonuç 2.4.4. Tanım 2.4.2‟ deki notasyonlar altında 
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|𝐹𝑓| ≤ 2|𝛴| 

dir. 

Kanıt. 𝐹𝑓  kümesinden 2|𝛴|  kümesine bir bire-bir dönüĢüm tanımlanmalıdır. 

AĢağıdakini göz önünde bulunduralım: 

ℎ: 𝐹𝑓 → 2|𝛴|  

   ,𝑤- ↦ 𝑓𝑤, 𝑓𝑤(𝜑) = {
1, ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 𝑖𝑠𝑒
0, 𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑑𝑒

}   

 ℎ  iyi-tanımlıdır: ,𝑤- ∈ 𝐹𝑓 ; 𝑣, 𝑢 ∈ ,𝑤-  ve her 𝜑 ∈ 𝛴  için 𝑓𝑣(𝜑) = 1  (ava) 

ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑 (ava) ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 (ava) ℳ,𝑢 ⊨ 𝜑 (ava) 𝑓𝑢(𝜑) = 1  

~𝛴  denklik bağıntısının tanımı kullanılarak elde edilir. O halde ℎ bir denklik 

sınıfının elemanı seçiminden bağımsızdır, dolayısıyla iyi-tanımlıdır. 

 ℎ bire-bir‟ dir: 𝑓𝑤 ≠ 𝑓𝑣 varsayalım. Genellikten bir Ģey yitirmeksizin, bir 𝜑 ∈ 𝛴 

vardır ve 𝑓𝑤(𝜑) = 1 ve 𝑓𝑣(𝜑) = 0‟ dır. O zaman ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ve ℳ,𝑣 ⊨ ≦𝜑 

(*) olur. Ama 𝜑 ∈ 𝛴 olduğu için (*),,𝑤- ≠ ,𝑣- demektir. Böylece ℎ bir bire-

bir dönüĢümdür ve kanıt tamamlanır.                                                            ⊠ 

Teorem 2.4.5. (Süzme Teoremi) ℳ bir model ve ℳ𝑓  alt formüllere kapalı bir 𝛴 

formüller kümesi aracılığıyla ℳ ‟ nin bir süzmesi olsun. O zaman her 𝑤 ∈ ℳ 

dünyası ve her 𝜑 ∈ 𝛴 formülü için 

ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 (ava) ℳ𝑓 , ,𝑤- ⊨ 𝜑 

dir. 

Kanıt. 𝜑 formülünün karmaĢıklığı üzerine tümevarımla yapılır. 

 Temel adım Tanım 2.4.2. (ii), Boole kombinasyonları için doğruluk tanımları 

ve tümevarım hipotezi ile dolaysız olarak gerçeklenir. 

 Modal adım için □𝜑 ∈ 𝛴 ve ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 olsun. ,𝑤-𝑆,𝑣- Ģeklindeki her ,𝑣- için 

ℳ𝑓 , ,𝑣- ⊨ 𝜑  gösterilmelidir. Böyle bir ,𝑣-  verildiğinde Tanım 2.4.2. (iv) 

uyarınca ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑‟ dir ve tümevarım hipotezinden ℳ𝑓 , ,𝑣- ⊨ 𝜑 elde edilir 

(𝛴‟ nın kapanıĢ özelliklerinden dolayı 𝜑 ∈ 𝛴 olduğu açıktır). 

Tersine, ℳ𝑓 , ,𝑤- ⊨ 𝜑  varsayalım ve 𝑣,𝑤𝑅𝑣  olacak Ģekilde bir dünya olsun. O 

zaman Tanım 2.4.2. (iii) uyarınca ,𝑤-𝑆,𝑣- ‟ dir. Böylece ℳ𝑓 , ,𝑣- ⊨ 𝜑 ‟ dir ve 
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buradan tümevarım hipotezi ve kapanıĢ özellikleri ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑‟ yi gerektirir. 𝑣 keyfi 

bir dünya olduğundan ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 elde edilir.                                                          ⊠  

Teorem 2.4.6. 𝐒𝟒. 𝟐 lojiği sonlu çatı özelliğine sahiptir. 

Kanıt. 𝜑 ∉ 𝐒𝟒. 𝟐 olsun. O zaman bağıntısı köklü (yani bir en küçük elemanı olan) 

yönlü önsıralı öyle bir ℳ = 〈𝑊, 𝑅, 𝑉〉  modeli vardır ki bir 𝑤  dünyası için 

ℳ,𝑤 ⊭ 𝜑  sonuçlansın. ġimdi 𝛤 = 𝛤𝜑 = *𝜓:𝜓, 𝜑′𝑛𝑖𝑛 𝑎𝑙𝑡 𝑓𝑜𝑟𝑚ü𝑙ü+  kümesi 

aracılığıyla ℳ𝑓 ,ℳ‟ nin en ince süzmesi olsun. ℳ𝑓 ‟ nin, yani 𝑅𝑓 ‟ nin geçiĢken 

kapanıĢının 𝛤  aracılığıyla ℳ ‟ nin bir süzmesi olduğu gösterilir. (ℳ𝑓)𝑡,ℳ𝑓 ‟ nin 

geçiĢken kapanıĢı ise Süzme Teoremi (ℳ𝑓)𝑡, 𝑤 ⊭ 𝜑‟ yi gerektirir. 

Her formül sonlu olduğu için 𝛤𝜑 kümesi sonludur ve Sonuç 2.4.4 uyarınca (ℳ𝑓)𝑡 

sonludur. (ℳ𝑓)𝑡‟ nin bir 𝐒𝟒. 𝟐 çatıya sahip olduğu açıktır. Böylece 𝐒𝟒. 𝟐 sonlu çatı 

özelliğini sağlar.                                                                                                        ⊠                         
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BÖLÜM 3 

TOPOLOJĠK SEMANTĠK, TAMLIK VE TANIMLANABĠLĠRLĠK 

Matematiğin temelleri ve aksiyomatik geometrinin geliĢimi arasındaki tarihsel 

bağlara rağmen uzaysal yapılar için kayda değer lojikler eksik idi. Bu durumu dile 

getiren en iyi örnekler Tarski tarafından verildi (McKinsey and Tarski, 1944).   

operatörünü gerçel sayılar üzerinde kapanıĢ operatörü (closure operator) olarak 

yorumlayarak 𝐒𝟒 lojiğinin tamlığını kanıtladılar. Bu doğrultuda ancak (Segerberg, 

1973)‟ deki iki boyutlu modal lojikler, (Goldblatt, 1980)‟ deki Minkowski uzay-

zaman lojiği, (Shehtnam, 1983)‟ deki fiziksel yapıların lojikleri, (Chellas, 1980)‟ deki 

1960‟ larda Montague ve Scott tarafından önerilen komĢuluk semantiği, (Benthem, 

1983)‟ deki görece yakınlık için lojikler, (Esakia, 2004)‟ deki topolojik modal lojikler 

ve (Stebletsova ve Venema, 2001)‟ deki çalıĢmalar topolojik uzayların modal lojik 

alanına girmesini sağladı.   

Bu bölümde, modal önermesel dil bazında, bazı lojiklerin belirli topolojik uzayları 

tanımladığı ayrıntılı olarak gösterilmektedir. Ayrıca, 𝐒𝟒 lojiğinin, kanıtları literatürde 

de bulunabilen, ℚ,ℝ ve ℂ‟ ye göre tamlığı ele alınmaktadır. 

3.1. Topolojik Önbilgiler 

Bu bölümde yer alan temel topolojiksel kavramlar (Engelking, 1989)‟ dan alınmıĢtır. 

Tanım 3.1.1. Bir topolojik uzay, 𝑋 bir küme, ℘(𝑋) 𝑋‟ in kuvvet kümesi ve 𝜏, ℘(𝑋)‟ 

in aĢağıdaki üç koĢulu sağlayan bir alt kümesi olmak üzere bir 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 ikilisidir: 

(i) ∅, 𝑋 ∈ 𝜏, 

(ii) 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏 ise 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝜏‟ dur, 

(iii) *𝑈𝑖+𝑖∈𝐼 ∈ 𝜏 ise ⋃ 𝑈𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝜏‟ dur. 

𝜏  koleksiyonunun elemanlarına açık kümeler, açık kümelerin 𝑋 ‟ e göre 

tümleyenlerine kapalı kümeler ve 𝑥 ∈ 𝑋 elemanını içeren bir açık kümeye 𝑥‟ in 

açık komĢuluğu denir.    
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ℬ, 𝜏‟ nun bir alt kümesi olsun. Her açık küme ℬ‟ nin bir alt ailesinin elemanlarının 

birleĢimi olarak temsil edilebiliyorsa, ℬ‟ ye 𝜏 topolojisi için bir baz denir.   

Önerme 3.1.2. Bir 𝑋 kümesinin alt kümelerinin bir ℬ ailesi 𝑋 üzerindeki bir topoloji 

için bir bazdır ancak ve ancak (i) her bir 𝑥 ∈ 𝑋  için 𝑥 ∈ 𝑈  olacak Ģekilde 𝑈 ∈ ℬ 

vardır ve (ii) her 𝑈, 𝑉 ∈ ℬ için 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 ise 𝑥 ∈ 𝑊 ⊆ 𝑈 ∩ 𝑉 olacak Ģekilde 𝑊 ∈ ℬ 

vardır.          

𝐴 ⊆ 𝑋 ve 𝑥 ∈ 𝑋 verilsin. 𝑥‟ in 𝑈 ⊆ 𝐴 olacak Ģekilde bir 𝑈 açık komĢuluğu varsa, 𝑥 

noktasına 𝐴‟ nın bir iç noktası (interior point) denir ve 𝐴‟ nın tüm iç noktalarının 

kümesi 𝐼(𝐴) ya da 𝐼𝑛𝑡(𝐴) veya Å ile gösterilir. Bir 𝐴 kümesinin içi 𝐴‟ nın kapsadığı 

en büyük açık kümedir. Bir 𝑥 ∈ 𝑋  noktasının her bir 𝑈  açık komĢuluğu için 𝐴 ∩

(𝑈 − *𝑥+) boĢtan farklı bir küme ise 𝑥, 𝐴 ⊆ 𝑋 kümesinin bir limit noktasıdır denir. 

𝐴‟ nın limit noktalarının kümesine 𝐴‟ nın türevi denir ve 𝑑(𝐴) ya da 𝐴′ ile gösterilir. 

𝐴 ∪ 𝑑(𝐴) kümesi 𝐴‟ nın kapanıĢı (closure) olarak adlandırılır ve 𝐶(𝐴) ya da 𝐶𝑙(𝐴) 

veya 𝐴− ile gösterilir. 𝐶(𝐴) kümesi 𝐴‟ yı kapsayan en küçük kapalı kümedir.                  

Ġç ve kapanıĢ operatörlerinin aĢağıdaki özellikleri sağladığı iyi bilinmektedir. 

𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 için  

𝐼(𝑋) = 𝑋                                                      𝐶(∅) = ∅ 

𝐼(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐼(𝐴) ∩ 𝐼(𝐵)                             𝐶(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐶(𝐴) ∪ 𝐶(𝐵) 

𝐼(𝐴) ⊆ 𝐴                                                     𝐴 ⊆ 𝐶(𝐴) 

𝐼(𝐴) ⊆ 𝐼(𝐼(𝐴))                                           𝐶(𝐶(𝐴)) ⊆ 𝐶(𝐴) 

𝐼(𝐴) ⊆ 𝑋 − 𝐶(𝑋 − 𝐴), 

burada 𝑋 − 𝐴, 𝐴‟ nın 𝑋‟ e göre tümleyenini gösterir.   

Tanım 3.1.3. 𝑇 bir topolojik uzay olsun. 𝑋‟ in bir 𝐴 alt kümesine 

(i) hem açık hem kapalı ise açık kapalı (clopen); 

(ii) 𝐶(𝐴) = 𝑋 ise yoğun (dense); 

(iii) 𝐼(𝐴) = ∅ ise hiçbir yerde yoğun olmayan küme (nowhere dense set); 

(iv) 𝐴 ⊆ 𝑑(𝐴) ise kendi içinde yoğun (dense-in-itself) 

denir. 
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Bir 𝑇  topolojik uzayı için ⋃ 𝑈𝑖𝑖∈𝐼 = 𝑋  ise *𝑈𝑖+ ⊆ 𝜏  ailesine 𝑋‟ in bir açık örtüsü 

(open cover) denir. 

Tanım 3.1.4. Bir 𝑇 topolojik uzayına 

(i) 𝑋‟ in her alt kümesi açık ise ayrık (discrete); 

(ii) 𝑋‟ in tek açık alt kümeleri ∅ ve 𝑋 ise kaba (coarse); 

(iii) 𝑑(𝑋) = 𝑋 ise kendi içinde yoğun; 

(iv) 𝑋‟ in her açık örtüsü sonlu bir açık örtüye sahipse kompakt (compact); 

(v) 𝑋‟ in tek açık kapalı alt kümeleri ∅ ve 𝑋 ise bağlantılı (connected); 

(vi) 𝑋 ‟ in her bir açık alt kümesinin kapanıĢı açık kapalı ise aĢırı bağlantısız 

(extremelly disconnected); 

(vii) 𝑋‟ in her bir alt kümesinin sınırının içi boĢ ise atomik 

denir. 

Tanım 3.1.5. Bir 𝑇 topolojik uzayına 

(i) 𝑋‟ in farklı noktalarının her bir ikilisi için noktalardan birini içeren ve diğerini 

içermeyen bir açık küme varsa bir 𝑻𝟎-uzayı; 

(ii) Her bir 𝑥 ∈ 𝑋 için *𝑥+, 𝑈‟ da kapalı olacak Ģekilde 𝑥‟ in bir 𝑈 açık komĢuluğu 

varsa bir 𝑻𝒅-uzayı ya da 𝑻𝟏/𝟐-uzayı (denk olarak, 𝑇 bir 𝑇𝑑-uzayıdır ancak ve 

ancak 𝑑(𝑑(𝐴)) ⊆ 𝑑(𝐴)‟ dır); 

(iii)  𝑋‟ in farklı noktalarının her bir ikilisi için noktalardan tam olarak birini içeren 

bir açık küme varsa bir 𝑻𝟏-uzayı (denk olarak, 𝑇 bir 𝑇1-uzayıdır ancak ve 

ancak her bir *𝑥+, 𝑋‟ de kapalıdır); 

(iv) Her bir 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ikilisi için her bir 𝑥 ve 𝑦‟ nin ayrık açık komĢulukları varsa bir 

𝑻𝟐-uzayı ya da Hausdorff uzayı  

denir. 

AĢağıdaki önerme açıktır: 

Önerme 3.1.6. Her 𝑇2-uzayı bir 𝑇1-uzayı, her 𝑇1-uzayı bir 𝑇𝑑-uzayı ve her 𝑇𝑑-uzayı 

bir 𝑇0-uzayıdır. Fakat tersi doğru değildir.                                                               ⊠  
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Tanım 3.1.7. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉  ve 𝑇′ = 〈𝑌, 𝜏′〉  topolojik uzaylar ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌  bir 

dönüĢüm olsun. 

(i) 𝑉 ∈ 𝜏′ için 𝑓−1(𝑉) ∈ 𝜏 ise 𝑓 dönüĢümüne sürekli (continuous) denir. 

(ii) 𝑈 ∈ 𝜏 için 𝑓(𝑈) ∈ 𝜏′ ise 𝑓 dönüĢümüne açık (open) denir. 

(iii) 𝑓 dönüĢümü sürekli ve açık ise iç (interior) olarak adlandırılır.  

3.2. Topolojik Semantik 

Topolojik semantikte topolojik uzaylar Kripke semantiğindeki Kripke Çatılarına 

benzer rol oynarlar. Topolojik modeller Kipke modellerine karĢılık gelir. 

Tanım 3.2.1. Bir topolojik model bir 𝑉: 𝐴𝑡 → ℘(𝑋) değerlendirme fonksiyonu ile 

donatılmıĢ bir 〈𝑋, 𝜏〉 topolojik uzayıdır ve ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 ya da ℳ = 〈𝑋, 𝜏, 𝑉〉 

ile gösterilir. 

Tanım 3.2.2. Modal formüllerin doğruluğu ℳ = 〈𝑋, 𝜏, 𝑉〉  modelinin 𝑥 

noktalarında tümevarımla tanımlanır: 

ℳ,𝑥 ⊨ 𝑝 (ava) 𝑥 ∈ 𝑉(𝑝), 𝑝 ∈ 𝐴𝑡 

ℳ,𝑥 ⊨ ≦𝜑 (ava) ℳ,𝑥 ⊭ 𝜑 

ℳ,𝑥 ⊨ 𝜑 ∧ 𝜓 (ava) ℳ,𝑥 ⊨ 𝜑 ve ℳ,𝑥 ⊨ 𝜓 

ℳ,𝑥 ⊨ 𝜑 → 𝜓 (ava) ℳ,𝑥 ⊨ 𝜑 ise ℳ,𝑥 ⊨ 𝜓 

ℳ,𝑥 ⊨ □𝜑 (ava) ∃𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ∧ ∀𝑦 ∈ 𝑈: ℳ, 𝑦 ⊨ 𝜑). 

ℳ,𝑥 ⊨ 𝜑 (ava) ∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝑈: ℳ, 𝑦 ⊨ 𝜑). 

Tanım 3.2.3. (Modellerde Doğruluk) ℳ = 〈𝑋, 𝜏, 𝑉〉 bir model ve 𝜑 bir formül 

olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için ℳ,𝑥 ⊨ 𝜑 ise 𝜑 formülü ℳ‟ de doğru (true) dur, aksi halde 

yanlıĢ (false) tır denir ve sırasıyla ℳ ⊨ 𝜑 ve ℳ ⊭ 𝜑 ile gösterilir. 

Tanım 3.2.4. (Uzaylarda Geçerlilik) 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir topolojik uzay, 𝜑 bir formül 

ve 𝒞  uzayların bir sınıfı olsun. Her 𝑉: 𝐴𝑡 → ℘(𝑋)  değerlendirme fonksiyonu için 

ℳ ⊨ 𝜑 ise 𝜑, 𝑇‟ de geçerli (valid) ya da 𝑇, 𝜑‟ yi geçerli kılar denir ve 𝑇 ⊨ 𝜑 ile 

gösterilir. Eğer her 𝑇 ∈ 𝒞 için 𝑇 ⊨ 𝜑 ise, 𝜑, 𝒞 sınıfında geçerlidir denir ve 𝒞 ⊨ 𝜑 ile 

gösterilir. 
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AĢağıdaki önerme formüllerin topolojik modellerdeki yorumunu vermektedir. Son iki 

Ģık dıĢındaki durumlar Kripke modellerindekilerle aynıdır. □ ve   modal operatörleri 

sırasıyla topolojik iç ve kapanıĢ operatörleri olarak yorumlanmıĢtır. 

Önerme 3.2.5. ℳ = 〈𝑋, 𝜏, 𝑉〉 bir model olsun. 𝑉 fonksiyonunun tanımından, her 

𝑝 ∈ 𝐴𝑡 için 

𝑉(𝑝) = *𝑥 ∈ 𝑋:ℳ, 𝑥 ⊨ 𝑝+ 

olgusu her 𝜑 modal formülü için 

𝑉(𝜑) = *𝑥 ∈ 𝑋:ℳ, 𝑥 ⊨ 𝜑+ 

olarak geniĢletilebilir. O zaman her 𝜑,𝜓 formülleri için aĢağıdakiler vardır. 

1. 𝑉(𝜑 ∧ 𝜓) = 𝑉(𝜑) ∩ 𝑉(𝜓). 

2.  𝑉(𝜑 ∨ 𝜓) = 𝑉(𝜑) ∪ 𝑉(𝜓). 

3.  𝑉(≦𝜑) = 𝑋 − 𝑉(𝜑). 

4. 𝑉(𝜑 → 𝜓) = (𝑋 − 𝑉(𝜑)) ∪ 𝑉(𝜓). 

5. ℳ ⊨ 𝜑 → 𝜓 (ava) 𝑉(𝜑) ⊆ 𝑉(𝜓). 

6. 𝑉(⊤) = 𝑋, burada ⊤ = ≦⊥‟ dir. 

7. 𝑉(⊥) = ∅. 

8. 𝑉(□𝜑) = 𝐼(𝑉(𝜑)). 

9. 𝑉( 𝜑) = 𝐶(𝑉(𝜑)).  

Kanıt. Sadece 8 ve 9 Ģıkları gösterilecektir. 

 8’ in kanıtı: 𝜑 bir formül ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun.  

𝑥 ∈ 𝑉(□𝜑) ⟺ ℳ,𝑥 ⊨ □𝜑 

                   ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ∧ ∀𝑦 ∈ 𝑈(ℳ, 𝑦 ⊨ 𝜑)) 

                   ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ∧ ∀𝑦 ∈ 𝑈(𝑦 ∈ 𝑉(𝜑))) 

                   ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ∧ ∀𝑦 ∈ 𝑋(𝑦 ∈ 𝑈 ⇒ 𝑦 ∈ 𝑉(𝜑))) 

                   ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ∧ 𝑈 ⊆ 𝑉(𝜑)) 

                   ⟺ 𝑥 ∈ 𝐼(𝑉(𝜑)) 
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olduğu için 𝑉(□𝜑) = 𝐼(𝑉(𝜑)) elde edilir. 

 9’ un kanıtı: 𝜑 bir formül ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun.  

𝑥 ∈ 𝑉( 𝜑) ⟺ ℳ,𝑥 ⊨ 𝜑 

                   ⟺ ℳ,𝑥 ⊨ ≦□≦𝜑 

                   ⟺ ℳ,𝑥 ⊭ □≦𝜑 

                   ⟺ ∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝑈(ℳ, 𝑦 ⊭ ≦𝜑)) 

                   ⟺ ∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝑈(ℳ, 𝑦 ⊨ 𝜑)) 

                   ⟺ ∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝑈(𝑦 ∈ 𝑉(𝜑))) 

                   ⟺ ∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝑋(𝑦 ∈ 𝑈 ∧ 𝑦 ∈ 𝑉(𝜑))) 

                   ⟺ ∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝑋(𝑦 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉(𝜑))) 

                   ⟺ ∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ 𝑈 ∩ 𝑉(𝜑) ≠ ∅) 

                   ⟺ 𝑥 ∈ 𝐶(𝑉(𝜑)) 

olduğu için 𝑉( 𝜑) = 𝐶(𝑉(𝜑)) elde edilir.                                                      ⊠  

Tanım 3.2.6. (Sağlamlık ve Tamlık) 𝐋 bir lojik ve 𝒞 uzayların bir sınıfı olsun. Her 𝜑 

modal formülü için 

⊢𝐋 𝜑 ⇒ 𝒞 ⊨ 𝜑 

ise 𝐋 lojiği 𝒞 sınıfına göre sağlam (sound) ve 

𝒞 ⊨ 𝜑 ⇒⊢𝐋 𝜑 

ise 𝐋 lojiği 𝒞 sınıfına göre tam (complete) dır denir. 

Tanım 3.2.7. Açık kümelerinin keyfi kesiĢimi bir açık küme olan bir topolojik uzaya 

Alexandroff uzayı denir. 

Kripke çatıları ve topolojik uzaylar arasındaki iliĢkiler aĢağıda verilmiĢtir. 

Önerme 3.2.8. 𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉 yansıyan ve geçiĢken bir çatı ve 𝜏, 𝐹‟ nin tüm yukarıya 

kapalı (upward closed) kümelerinin, yani 

𝑈 ∈ 𝜏 ⟺ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ((𝑥 ∈ 𝑈 ∧ 𝑥𝑅𝑦) ⇒ 𝑦 ∈ 𝑈), 

kümesi olsun. O zaman 𝜏, 𝑋 üzerinde bir topolojidir, yani 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir topolojik 

uzaydır. Üstelik, 𝑇 bir Alexandroff uzayıdır. 
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Kanıt. ∅  ve 𝑋  kümelerinin yukarıya kapalı olduğu açıktır. *𝐴𝑖+𝑖∈𝐼  yukarıya kapalı 

kümelerin bir ailesi olsun. O zaman her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑥 ∈ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  ve 𝑥𝑅𝑦 ⟺ ∃𝑗 ∈ 𝐼 (𝑥 ∈ 𝐴𝑗) ve 𝑥𝑅𝑦 

                                ⟺ ∃𝑗 ∈ 𝐼 (𝑦 ∈ 𝐴𝑗) 

                                ⟺ 𝑦 ∈ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  

olduğu için ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  yukarıya kapalı bir kümedir. 

𝑥 ∈ ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  ve 𝑥𝑅𝑦 ⟺ ∀𝑗 ∈ 𝐼 (𝑥 ∈ 𝐴𝑗) ve 𝑥𝑅𝑦 

                                ⟺ ∀𝑗 ∈ 𝐼 (𝑦 ∈ 𝐴𝑗) 

                                ⟺ 𝑦 ∈ ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  

 olduğu için ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  yukarıya kapalı bir kümedir. 

Her bir yansıyan ve geçiĢken 𝐹  çatısı için 𝐹 ‟ nin yukarıya kapalı kümelerinin 

kümesinin bir Alexandroff uzayı tanımladığı açıktır. Böyle bir uzaya 𝑭’ ye karĢılık 

gelen uzay denir.                                                                                                         ⊠   

KarĢılık gelen uzay kavramı aĢağıdaki önemli sonucu açığa çıkarır. 

Önerme 3.2.9. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉  bir 𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉  yansıyan ve geçiĢken çatıya karĢılık 

gelen uzay olsun. O zaman her 𝑉 fonksiyonu, her 𝑥 ∈ 𝑋 elemanı ve her 𝜑 modal 

formülü için 

〈𝑋, 𝑅, 𝑉〉, 𝑥 ⊨ 𝜑 ⟺ 〈𝑋, 𝜏, 𝑉〉, 𝑥 ⊨ 𝜑 

dir. 

Kanıt. 𝜑  formülünün karmaĢıklığı üzerinde tümevarımla yapılır. Modal bağlaç 

dıĢında Boole bağlaçları durumları açıktır. ℳ = 〈𝑋, 𝑅, 𝑉〉, 𝐹 üzerinde bir model 

ve 𝒩 = 〈𝑋, 𝜏, 𝑉〉, 𝑇  üzerinde bir model olsun. ġimdi 𝜑 = □𝜓  modal durumu 

için  

ℳ,𝑥 ⊨ 𝜓 ⟺ 𝒩,𝑥 ⊨ 𝜓 

tümevarım hipotezi altında, her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

ℳ,𝑥 ⊨ □𝜓 ⟺ 𝒩,𝑥 ⊨ □𝜓 

denkliği gösterilmelidir. Bunun için 𝐹 ‟ de ve 𝑇 ‟ de □  operatörünün yorumlarını 

kullanmak yeterlidir. 
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ℳ,𝑥 ⊨ 𝜓 ⟺ ∀𝑦 ∈ 𝑋(𝑥𝑅𝑦 ⇒ ℳ,𝑦 ⊨ 𝜓) 

                 ⟺ ∀𝑦 ∈ 𝑋(𝑥𝑅𝑦 ⇒ 𝒩, 𝑦 ⊨ 𝜓) 

                 ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ∧ ∀𝑦 ∈ 𝑈 (𝒩, 𝑦 ⊨ 𝜓)) 

                 ⟺ 𝒩,𝑥 ⊨ □𝜓 

dir.                                                                                                                             ⊠ 

Önerme 3.2.9 yansıyan ve geçiĢken bir çatıya karĢılık gelen uzayın formüllerin 

geçerliliğini koruduğunu gösterir ve bu olgu bazı lojiklerin tamlığını kanıtlamak için 

kullanılabilir. 

Tanım 3.2.10. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir topolojik uzay ve 𝐴, 𝑋‟ in bir alt kümesi olsun. 𝐴 

kümesinin içi 𝐼(𝐴) , kapanıĢı 𝐶(𝐴)  ve sınırı (border or frontier) aĢağıdaki gibi 

tanımlanır: 

𝐼(𝐴) = *𝑥 ∈ 𝑋: ∃𝑈 ∈ 𝜏 (𝑥 ∈ 𝑈 𝑣𝑒 𝑈 ⊆ 𝐴)+ 

𝐶(𝐴) = *𝑥 ∈ 𝑋: ∀𝑈 ∈ 𝜏 (𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ ∅)+ 

𝐹𝑟(𝐴) = 𝐶(𝐴) ∩ 𝐶(𝑋 − 𝐴). 

Önerme 3.2.11. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 yansıyan ve geçiĢken bir 𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉 çatısına karĢılık 

gelen uzay ve 𝐴, 𝑋‟ in bir alt kümesi olsun. O zaman 

𝐼(𝐴) = *𝑥 ∈ 𝑋: ∀𝑦 ∈ 𝑋 (𝑥𝑅𝑦 ⇒ 𝑦 ∈ 𝐴)+ 

𝐶(𝐴) = *𝑥 ∈ 𝑋: ∃𝑦 ∈ 𝑋 (𝑥𝑅𝑦 𝑣𝑒 𝑦 ∈ 𝐴)+ 

dir. 

Kanıt. 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑥 ∈ 𝐼(𝐴) ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝜏 (𝑥 ∈ 𝑈 𝑣𝑒 𝑈 ⊆ 𝐴) 

               ⟺ ∃𝑈 ∈ 𝜏(∀𝑦 ∈ 𝑋 (𝑥𝑅𝑦 ⇒ 𝑦 ∈ 𝑈) 𝑣𝑒 𝑈 ⊆ 𝐴) 

               ⟺ ∀𝑦 ∈ 𝑋 (𝑥𝑅𝑦 ⇒ 𝑦 ∈ 𝐴) 

ve 

𝑥 ∈ 𝐶(𝐴) ⟺ 𝑥 ∈ 𝑋 − 𝐼(𝑋 − 𝐴) 

                 ⟺ 𝑥 ∉ 𝐼(𝑋 − 𝐴) 

                 ⟺ ∃𝑦 ∈ 𝑋 (𝑥𝑅𝑦 𝑣𝑒 𝑦 ∉ 𝑋 − 𝐴) 
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                 ⟺ ∃𝑦 ∈ 𝑋 (𝑥𝑅𝑦 𝑣𝑒 𝑦 ∈ 𝐴) 

olduğu Tanım 3.2.10 ve 𝐼(𝐴) ile 𝐶(𝐴) arasındaki iliĢkinin bir sonucudur.               ⊠  

Bu kesimde yer alan tanım ve sonuçlarla ilgili daha fazla bilgi için (Gabelaia, D., 

2001) ve (Saito, T., 2005) kaynaklarına baĢvurulabilir. 

3.3. 𝐒𝟒 Lojiğinin Topolojik Tamlığı 

𝐒𝟒 lojiğinin aksiyomları ve kuralları topoloji bağlamında aĢağıdaki gibi açıklanabilir: 

      Aksiyom/kural                                 Adı                                  Açıklaması    

               □𝑇                                          (Nec)                       Uzayın tamamı açıktır. 

(□𝑝 ∧ □𝑞) ↔ □(𝑝 ∧ 𝑞)                          (R)                         Açık kümeler sonlu 

                                                                                                kesiĢime kapalıdır. 

          □𝑝 → 𝑝                                         (T)                         Bir kümenin içi küme 

                                                                                                tarafından kapsanır. 

       □𝑝 → □□𝑝                                       (4)                         Ġç operatörü eĢgüçlüdür. 

Lemma 3.3.1. Her normal modal lojik 

(RM)           
𝜑→𝜓

□𝜑→□𝜓 

kuralına ve (R) (□𝜑 ∧ □𝜓) ↔ □(𝜑 ∧ 𝜓) teoremine sahiptir. 

Kanıt. (Chellas, Teorem 4.2, s. 114).                                                                       ⊠ 

Teorem 3.3.2. 𝐋, (RM) kuralına kapalı bir lojik olsun ve 

(C)           (□𝜑 ∧ □𝜓) ↔ □(𝜑 ∧ 𝜓) 

(K)        □(𝜑 → 𝜓) → (□𝜑 → □𝜓) 

verilsin. O zaman 

⊢𝐋C ⟺ ⊢𝐋K 

dir. 

Kanıt. ⇒: (C) 𝐋‟ nin bir teoremi olsun. (K)‟ nın 𝐋‟ de bir teorem olduğunun kanıtı 

için ÖL (Önermeler Lojiği) ve ÖLK (Önermeler Lojiğinin Kuralı) kısaltmalarını 

kullanalım. 
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1. ⊢𝐋 (𝜑 ∧ (𝜑 → 𝜓)) → 𝜓                                         ÖL 

2. ⊢𝐋 □(𝜑 ∧ (𝜑 → 𝜓)) → □𝜓                                    1, RM 

3. ⊢𝐋 (□𝜑 ∧ □(𝜑 → 𝜓)) → □(𝜑 ∧ (𝜑 → 𝜓))           C 

4. ⊢𝐋 (□𝜑 ∧ □(𝜑 → 𝜓)) → □𝜓                                 2, 3, ÖLK 

5. □(𝜑 → 𝜓) → (□𝜑 → □𝜓)                                     4, ÖLK 

⇐: (K), 𝐋‟ nin bir teoremi olsun. 

1. ⊢𝐋 𝜑 → (𝜓 → (𝜑 ∧ 𝜓))                                         ÖL 

2. ⊢𝐋 □𝜑 → □(𝜓 → (𝜑 ∧ 𝜓))                                    1. RM 

3. ⊢𝐋 □(𝜑 → (𝜑 ∧ 𝜓)) → (□𝜑 → □(𝜑 ∧ 𝜓))           K örneği 

4. ⊢𝐋 □𝜑 → (□𝜓 → □(𝜑 ∧ 𝜓))                                 2, 3, ÖLK 

5. (□𝜑 ∧ □𝜓) ↔ □(𝜑 ∧ 𝜓)                                        4, ÖLK.                           ⊠ 

Teorem 3.3.3. 𝐓𝐨𝐩  topolojik uzayların sınıfını göstersin ve □  modal operatörü 

topolojik iç olarak yorumlansın. O zaman 𝐒𝟒 lojiği 𝐓𝐨𝐩 sınıfına göre sağlamdır. 

Kanıt. 𝐒𝟒„ ün aksiyomlarının 𝐓𝐨𝐩 sınıfında geçerli olduğu ve kurallarının geçerliliği 

koruduğu gösterilmelidir. 

 𝐓𝐨𝐩 ⊨ (T): 

          𝑇 ∈ 𝐓𝐨𝐩, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir topolojik model ve bir 𝑥 ∈ 𝑋  için ℳ,𝑥 ⊨

□𝑝 olsun. O zaman tanımdan 

∃𝑈 ∈ 𝜏 (𝑥 ∈ 𝑈 𝑣𝑒 ∀𝑦 ∈ 𝑈 (ℳ, 𝑦 ⊨ 𝑝) 

       dir. 𝑥 ∈ 𝑈 nedeniyle ℳ,𝑥 ⊨ 𝑝 özellikle doğrudur. O halde 𝐓𝐨𝐩 ⊨ (T) doğrudur. 

 𝐓𝐨𝐩 ⊨ (4): 

            𝑇 ∈ 𝐓𝐨𝐩 keyfi bir uzay, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir topolojik model ve her 𝑥 ∈ 𝑋 

için ℳ,𝑥 ⊨ □𝑝 varsayalım. O zaman tanım gereği 

∃𝑈 ∈ 𝜏 (𝑥 ∈ 𝑈 𝑣𝑒 ∀𝑦 ∈ 𝑈 (ℳ, 𝑦 ⊨ 𝑝) 

      dir. Ama bu durumda her bir 𝑦 ∈ 𝑈 için ℳ,𝑦 ⊨ □𝑝 sonuçlanır ve bu  

      ℳ,𝑥 ⊨ □□𝑝‟ yi gerektirir. Böylece 𝐓𝐨𝐩 ⊨ (4) gerçeklenmiĢ olur. 

 𝐓𝐨𝐩 ⊨ (K): 
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            𝑇 ∈ 𝐓𝐨𝐩 keyfi bir uzay, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir topolojik model ve her 𝑥 ∈ 𝑋 

için ℳ,𝑥 ⊨ □(𝑝 → 𝑞) ve ℳ,𝑥 ⊨ □𝑝 varsayalım. O zaman 

      ∃𝑈 ∈ 𝜏 (∃𝑉 ∈ 𝜏 ((𝑥 ∈ 𝑈 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝑉) 𝑣𝑒 ∀𝑦 ∈ 𝑈 (ℳ, 𝑦 ⊨ 𝑝 → 𝑞)  𝑣𝑒 

      ∀𝑧 ∈ 𝑉 (ℳ, 𝑧 ⊨ 𝑝))) 

     dir. ġimdi 𝑊 = 𝑈 ∩ 𝑉 alalım; o zaman 𝑊, 𝑥‟ in bir açık komĢuluğudur ve her 

      𝑤 ∈ 𝑊 için ℳ,𝑤 ⊨ 𝑝 → 𝑞 ve ℳ,𝑤 ⊨ 𝑝‟ dir. Buradan her bir 𝑤 ∈ 𝑊 için 

     ℳ,𝑤 ⊨ 𝑞 elde edilir ve bu ise ℳ,𝑥 ⊨ □𝑞‟ yu gerektirir. Böylece 𝐓𝐨𝐩 ⊨ (K)   

     gerçeklenmiĢ olur. 

 Modus Ponens 𝐓𝐨𝐩 sınıfında geçerliliği korur: 

                    𝑇 ∈ 𝐓𝐨𝐩 keyfi bir uzay, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir topolojik model ve her 𝑥 ∈ 𝑋  

     için ℳ,𝑥 ⊨ 𝑝 ve ℳ,𝑥 ⊨ 𝑝 → 𝑞 varsayalım. O zaman Önerme 3.2.5 uyarınca   

     sırasıyla 𝑥 ∈ 𝑉(𝑝) ve 𝑥 ∈ (𝑋 − 𝑉(𝑝)) ∪ 𝑉(𝑞)‟ dir. Buradan 𝑥 ∈ 𝑉(𝑞), yani 

     ℳ,𝑥 ⊨ 𝑞 sonuçlanır ve böylece iddia doğrulanmıĢ olur. 

 (Nec) kuralı 𝐓𝐨𝐩 sınıfında geçerliliği korur: 

□𝜑 formülü 𝐓𝐨𝐩 sınıfında geçerli ℳ,𝑥 ⊭ □𝜑 olacak Ģekilde bir 

     ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 modeli ve 𝑥 ∈ 𝑋 vardır. Bu durum ℳ,𝑦 ⊭ 𝜑 olmasına yol açar ve    

     𝜑 formülünün geçerliliği ile çeliĢir. O halde 𝜑, 𝐓𝐨𝐩 sınıfında geçerli ise □𝜑 de  

     geçerlidir.                                                                                                             ⊠ 

𝐒𝟒 lojiğinin topolojik semantiğe göre tamlığı ilk kez (McKinsey and Traski, 1944) 

tarafından gösterildi. Burada, (Aiello et al., 2003) ve (Bezhanishvili and Gehrke 

2005) kaynaklarından esinlenilerek, söz konusu tamlık modern notasyon ve 

yeni bilgiler ışığında yeniden ayrıntılı olarak veriliyor. 

3.3.1.  𝐒𝟒 Lojiğinin Bağıntısal Semantikle ĠliĢkisi 

Alexandroff uzayları ve 𝐒𝟒-çatıları arasındaki bağlantı Önerme 3.2.8 ve Önerme 

3.2.9‟ da kurulmuĢtu. Tanım 3.2.7 denk biçimde Ģöyle ifade edilebilir: 𝑋 uzayı bir 

Alexandroff uzayıdır ancak ve ancak 𝑋 ‟ in her noktasının bir en küçük açık 

komĢuluğu vardır. ġimdi 𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉 bir 𝐒𝟒-çatısı ve 𝐴, 𝑋‟ in bir alt kümesi olsun. 
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𝑥 ∈ 𝐴  ve 𝑥𝑅𝑦, 𝑦 ∈ 𝐴 ‟ yı gerektiriyorsa 𝐴  kümesine aĢağıya kapalı (downward 

closed) denir. 

Bir 𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉  𝐒𝟒 -çatısı verildiğinde 𝑋 ‟ in üzerinde 𝐹 ‟ nin yukarıya kapalı 

kümeleri açık kümeler olarak alınarak 𝜏𝑅  topolojisi tanımlanır. Buradan 𝐹 ‟ nin 

aĢağıya kapalı alt kümelerinin kapalı kümeler olduğu ortaya çıkar. Elde edilen uzayın 

bir Alexandroff uzayı olduğu Önerme 3.2.8‟ de kanıtlanmıĢtı. ġimdi 𝑥 ∈ 𝑋 için en 

küçük komĢuluğun  

𝑅(𝑥) = *𝑦 ∈ 𝑋: 𝑥𝑅𝑦+ 

bir 𝐴 ⊆ 𝑋 kümelerinin kapanıĢının 

𝑅−1(𝐴) = *𝑥 ∈ 𝑋: ∃𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥𝑅𝑦+ 

ve 𝐴‟ nın içinin 

𝑋 − 𝑅−1(𝑋 − 𝐴) = *𝑥 ∈ 𝑋: (∀𝑦 ∈ 𝑋) (𝑥𝑅𝑦 ⇒ 𝑦 ∈ 𝐴)+ 

olduğunu göstermek kolaydır. 

𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir topolojik uzay olsun. 𝑋 üzerinde  

𝑥𝑅𝜏𝑦 ⟺ 𝑥 ∈ 𝐶(*𝑦+) 

Ģeklinde tanımlanan 𝑅𝜏 bağıntısına specialization sıralama adı verilir. 

Önerme 3.3.1.1. (Aiello et al., 2003) 

𝑇 = 〈𝑋, 𝑅〉 bir topolojik uzay ve 𝑅𝜏, 𝑋 üzerindeki specialization bağıntısı olsun. O 

zaman  

(a) 𝑅𝜏 bir önsıralama bağıntısıdır. 

(b) 𝑅𝜏 ters simetriktir (ava) 𝑇 bir 𝑇0-uzayıdır. 

(c) 𝑅 = 𝑅𝜏𝑅 ve 𝜏 ⊆ 𝜏𝑅𝜏‟ dur. 

(d) 𝜏 = 𝜏𝑅𝜏 (ava) 𝑇 bir Alexandroff uzayıdır.                                                ⊠  

 Tanım 3.3.1.2. 𝐹1 = 〈𝑊1, 𝑅1〉 ve 𝐹2 = 〈𝑊2, 𝑅2〉 Kripke çatıları verilsin. 𝐹1‟ den 

𝐹2‟ ye bir 𝒑-morfizma aĢağıdaki koĢulları sağlayan bir 𝑓:𝑊1 → 𝑊2 fonksiyonudur: 

(i) 𝑤𝑅1𝑢 ise 𝑓(𝑤)𝑅2𝑓(𝑢)‟ dur, 

(ii) 𝑠𝑅2𝑡 ve 𝑠 = 𝑓(𝑢), 𝑢 ∈ 𝑊1 ise bir 𝑤 ∈ 𝑊1 için 𝑢𝑅1𝑤 „ dir. 
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Önerme 3.3.1.3. (Aiello, et al., 2003) 

(a) Alexandroff uzayları ve 𝐒𝟒-çatıları arasında bir bire-bir eĢleme vardır. 

(b) Alexandroff 𝑇0- uzayları ve kısmi sıralı 𝐒𝟒-çatıları arasında bir bire-bir 

eĢleme vardır. 

(c) Sonlu topolojik uzaylar ve sonlu 𝐒𝟒-çatıları arasında bir bire-bir eĢleme 

vardır. 

(d) Sonlu 𝑇0- uzayları ve kısmi sıralı 𝐒𝟒-çatıları arasında bir bire-bir eĢleme 

vardır. 

(e) Sürekli dönüĢümler ve sıra-koruyan dönüĢümler arasında bir bire-bir 

eĢleme vardır. 

(f) Açık dönüĢümler ve 𝑝-morfizmalar arasında bir bire-bir eĢleme vardır.   ⊠ 

Sonuç Teorem 3.3.1.4. Bağıntısal semantiğe göre tam olan 𝐒𝟒 ‟ ün her normal 

geniĢlemesi topolojik semantiğe göre de tamdır.                                                       ⊠  

3.3.2. 𝐒𝟒 Lojiğinin Kanonik Topolojik Modeli  

Sonuç Teorem 3.3.1.4 standart modal modellerin genel topolojik semantiğin özel bir 

durumu olduğunu ifade eder. O nedenle 𝐒𝟒‟ ün bilinen tamlığı ve aksiyomlarının 

topolojik sağlamlığı dolaysız olarak topolojik tamlığı verir. Böyle olsa bile burada bu 

sonucun doğrudan bir model kuramsal kanıtı (Aiello et al., 2003)‟ den esinlenilerek 

yapılacaktır. 

Tanım 3.3.2.1. (Kanonik Topolojik Uzay) Kanonik topolojik uzay 𝑇𝐋 = 〈𝑋𝐋, 𝜏𝐋〉 

ikilisidir öyle ki: 

(i) 𝑋𝐋 tüm maksimal tutarlı kümelerin kümesidir; 

(ii) �̂� ≔ *𝑥 ∈ 𝑋𝐋: 𝜑 ∈ 𝑋+ olmak üzere 𝜏𝐋, 

      𝐵𝐋 = *�̂�: 𝜑 𝑏𝑖𝑟 𝑓𝑜𝑟𝑚ü𝑙+ 

                temel kümelerin keyfi birleĢimleri tarafından üretilir. BaĢka bir deyiĢle 

                temel kümeler 

𝑈𝑝 = *𝑥 ∈ 𝑋𝐋: 𝜑 ∈ 𝑥+ 

                biçimli ailelerdir. 
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Ġlk önce 𝑇𝐋‟ nin bir topolojik uzay olduğu gösterilecektir. 

Lemma 3.3.2.2. 𝐵𝐋 topoloji için bir baz oluĢturur. 

Kanıt. Bunun için 𝐵𝐋‟ nin aĢağıdaki iki koĢulu gerçeklediği gösterilmelidir: 

(B1) Her bir 𝑈𝜑 , 𝑈𝜓 ∈ 𝐵𝐋 ve 𝑥 ∈ 𝑈𝜑 ∩ 𝑈𝜓 için 𝑥 ∈ 𝑈𝜃 ⊆ 𝑈𝜑 ∩ 𝑈𝜓 olacak Ģekilde bir 

𝑈𝜃 ∈ 𝐵𝐋 vardır. 

(B2)  Her bir 𝑥 ∈ 𝑋𝐋 için 𝑥 ∈ 𝑈𝜑 olacak Ģekilde 𝑈𝜑 ∈ 𝐵𝐋 vardır. 

(Nec) kuralı, her bir 𝑥 ∈ 𝑋𝐋  için □𝑇 ∈ 𝑥 olmasını gerektirir. Dolayısıyla 𝑋𝐋 = □�̂�‟ 

dir ve (B2) gerçeklenir. □(𝜑 ∧ 𝜓)̂ = □�̂� ∩ □�̂�  eĢitliği (K) aksiyomu kullanılarak 

gösterilir. O zaman 𝑈𝜑 ∩ 𝑈𝜓 ∈ 𝐵𝐋  elde edilir; böylece 𝐵𝐋  sonlu arakesitlere 

kapalıdır, baĢka bir ifade ile (B1) gerçeklenmiĢ olur.                                                 ⊠  

Tanım 3.3.2.3. (Kanonik Topolojik Model) Kanonik topolojik model ℳ𝐋 =

〈𝑇𝐋, 𝑉𝐋〉 ikilisidir öyle ki: 

(i) 𝑇𝐋 kanonik topolojik uzaydır; 

(ii) 𝑉𝐋(𝑝) = *𝑥 ∈ 𝑋𝐋: 𝑝 ∈ 𝑥+‟ dir. 

𝑉𝐋 değerlendirme fonksiyonu maksimal tutarlı bir kümedeki bir önerme değiĢkeninin 

doğruluğunu o kümede elemanı olma bağıntısı ile eĢitler. Bu uyumun tüm formüllere 

yayıldığı aĢağıdaki lemmada gösterilmektedir. 

Lemma 3.3.2.4. (Doğruluk Lemması) ℳ𝐋 = 〈𝑇𝐋, 𝑉𝐋〉 kanonik modeli verilsin ve 

𝜑 keyfi bir modal formül olsun. O zaman 𝑥 ∈ 𝑋 için  

ℳ𝐋, 𝑥 ⊨𝐋 𝜑 (ava) 𝑥 ∈ �̂� 

dir. 

Kanıt. 𝜑 formülünün karmaĢıklığı üzerine tümevarım ile yapılır. 

Önce Boole bağlaçları durumları için maksimal tutarlı kümelerin iyi bilinen  

≦�̂� = 𝑋𝐋 − �̂� 

𝜑 ∧ �̂� = �̂� ∩ �̂� 

özdeĢliklerini sağladığını kaydetmek yeterlidir. 

Modal durumun kanıtı: 
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⇐: 𝑥 ∈ □�̂� olsun. Tanım gereği temel bir küme olduğu için □�̂� açıktır. Ayrıca (T) 

aksiyomu uyarınca □�̂� ⊆ �̂�  olması nedeniyle 𝑥 ‟ in her 𝑦 ∈ 𝑈  için 𝑦 ∈ �̂�  olacak 

Ģekilde bir 𝑈 = □�̂� açık komĢuluğu vardır ve tümevarım hipotezinden ℳ𝐋, 𝑦 ⊨𝐋 𝜑 

elde edilir. O halde ℳ𝐋, 𝑥 ⊨𝐋 □𝜑‟ ye ulaĢılır. 

⇒:ℳ𝐋, 𝑥 ⊨𝐋 □𝜑 varsayalım. O zaman 𝑥 ∈ □�̂�‟ dir ve her 𝑦 ∈ □�̂� için ℳ𝐋, 𝑦 ⊨𝐋 𝜑 

olacak Ģekilde bir □�̂� ∈ 𝐵𝐋 baz kümesi vardır. Tümevarım hipotezinden her 𝑦 ∈ □�̂� 

için 𝑦 ∈ �̂�, dolayısıyla □�̂� ⊆ �̂� elde edilir. Bu, 𝐒𝟒‟ ün □𝜓 → 𝜑‟ yi kanıtlayabildiği 

anlamına gelir. Ama bu durumda 𝐒𝟒, □□𝜓 → □𝜃‟ yı kanıtlayabilir ve buradan (4) 

aksiyomu sayesinde □𝜓 → □𝜃‟ yı da kanıtlayabildiği görülür. Böylece □�̂� ⊆ □�̂�‟ dır 

ve 𝑥 dünyası □�̂�‟ ya aittir.                                                                                         ⊠  

Artık aĢağıdaki temel sonucun kanıtı perçinleĢtirilebilir. 

Teorem 3.3.2.5. (Tamlık) 𝛤 bir formüller kümesi olsun. O zaman 

𝛤 ⊨𝐋 𝜑 ise 𝛤 ⊢𝐒𝟒 𝜑 

dir.  

Kanıt. KarĢıt ters kanıt için 𝛤 ⊬𝐒𝟒 𝜑  varsayalım. O zaman 𝛤 ∪ *≦𝜑+  kümesi 

tutarlıdır ve Lindenbaum Lemması‟ na göre bir 𝑥 mtk‟ ye geniĢletilebilir. Doğruluk 

Lemması 3.3.2.4 uyarınca ℳ𝐋, 𝑥 ⊨𝐋 ≦𝜑,  dolayısıyla ℳ,𝑥 ⊭𝐋 𝜑  sonuçlanır. ℳ𝐋 

karĢıt modeli oluĢturularak kanıt tamamlanır.                                                           ⊠ 

Sonuç Teorem 3.3.2.6. 𝐒𝟒 tüm topolojik uzayların sınıfının lojiğidir.                     ⊠  

Sadece sonlu çoklukta maksimal tutarlı küme olduğunda ve dolayısıyla 

kanıtlanamayan formüller sonlu modeller üzerinde çürütülebildiğinde aĢağıdaki 

sonuç ifade edilebilir. 

Sonuç Teorem 3.3.2.7.  

(i) 𝐒𝟒 tüm sonlu topolojik uzayların sınıfının lojiğidir. 

(ii) 𝐒𝟒 topolojik uzayların sınıfına göre sonlu model özelliğine sahiptir.⊠ 

Bu kesim, bazı özel uzaylara göre 𝐒𝟒’ ün tamlığını gösteren sonuçlar kanıtsız olarak 

ifade edilerek sonlandırılacaktır. ℚ rasyonel doğruyu, ℝ gerçel doğruyu ve ℂ𝑎 Cantor 

uzayını göstersin. 

Teorem 3.3.2.8. (Aiello et al., 2003) 𝐒𝟒  ℂ𝑎 uzayının lojiğidir.                             ⊠ 
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Teorem 3.3.2.9. (Benthem et al., 2005) 𝐒𝟒  ℚ‟ ya göre tamdır.                             ⊠                   

Teorem 3.3.2.10. (Bezhanishvili ve Gehrke, 2005) 𝐒𝟒  ℝ‟ ye göre tamdır.           ⊠  

3.4. Temel Modal Dilde Tanımlanabilir Topolojik Uzaylar      

Bu kesimde bazı topolojik uzay sınıflarının temel modal dilde tanımlanabilirliği 

gösteriliyor. Tanımlanabilirlik hakkında daha fazla bilgi edinmek için (Balder ten 

Cate et al., 2009), (Gabelaia, 2001) ve (Saito, 2005) kaynaklarına baĢvurulabilir. 

Tanım 3.4.1. 𝒞 bir topolojik uzaylar sınıfı ve 𝛤 bir formüller kümesi olsun. Her bir 

𝑇 ∈ 𝒞 ve her bir 𝜑 ∈ 𝛤 için 

𝑇 ∈ 𝒞 ⟺ 𝑇 ⊨ 𝜑 

ise 𝛤, 𝒞 ‟ yi tanımlar denir. 𝒞  sınıfını tanımlayan bir 𝛤  varsa 𝒞  temel dilde 

tanımlanabilir denir.  

Lemma 3.4.2. 𝜑 → □𝜑 formül taslağını geçerli kılan bir topolojik uzay ayrıktır. 

Kanıt. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir topolojik uzay ve 𝑇 ⊨ 𝜑 → □𝜑 olsun. Gösterilmesi gereken 

𝑋‟ in her alt kümesinin açık, yani 𝜏 = ℘(𝑋), olduğudur. Bunun için her bir 𝐴 ⊆ 𝑋 alt 

kümesinin 𝐴 = 𝐼(𝐴)  eĢitliğini sağladığını gerçeklemek yeterlidir. ġimdi 𝑝 → □𝑝,

𝜑 → □𝜑 formülünün bir örneği, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir model ve 𝑉(𝑝) = 𝐴 olmak üzere 

hipotez gereği ℳ ⊨ 𝑝 → □𝑝‟ dir. 

Önerme 3.2.5 uyarınca aĢağıdakiler vardır: 

ℳ ⊨ 𝑝 → □𝑝 ⟺ 𝑉(𝑝) ⊆ 𝑉(□𝑝) 

                       ⟺ 𝑉(𝑝) ⊆ 𝐼(𝑉(𝑝)) 

                       ⟺ 𝐴 ⊆ 𝐼(𝐴) 

                       ⟺ 𝐴 = 𝐼(𝐴).                                                                                      ⊠ 

Lemma 3.4.3. 𝜑 → □𝜑 formül taslağı her ayrık uzayda geçerlidir. 

Kanıt. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir ayrık uzay, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir model ve 𝜑  keyfi bir formül 

olsun. Gösterilmesi gereken ℳ ⊨ 𝜑 → □𝜑‟ dir. 𝑇 bir ayrık uzay olduğu için 𝑉(𝜑) 

bir açık kümedir, dolayısıyla 𝑉(𝜑) = 𝐼(𝑉(𝜑))‟ dir. ġimdi yine Önerme 3.2.5 ıĢığında 

aĢağıdakiler vardır.        

𝑉(𝜑) = 𝐼(𝑉(𝜑)) ⟺ 𝑉(𝜑) ⊆ 𝐼(𝑉(𝜑)) 
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                            ⟺ 𝑉(𝜑) ⊆ 𝑉(□𝜑) 

                            ⟺ ℳ ⊨ 𝜑 → □𝜑.                                                                       ⊠ 

Teorem 3.4.4. 𝜑 → □𝜑 formül taslağı tüm ayrık topolojik uzayların sınıfını tanımlar. 

⊠  

Genel topolojide çok yaygın olmayan atomik topolojik uzayların sınıfını tanımlayan 

□  𝜑 → □𝜑 formül taslağı modal lojikte önemli bir yer tutar ve (M) ya da bazen 

(.1) ile gösterilir. 

Lemma 3.4.5. (.1) taslağını geçerli kılan bir topolojik uzay atomiktir. 

Kanıt. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 (.1) taslağını geçerli kılan bir uzay ve 𝐴, 𝑋‟ in bir alt kümesi 

olsun. Gösterilmesi gereken 𝐼(𝐹𝑟(𝐴)) = ∅‟ dir. Bunun için (.1) taslağının □  𝑝 → 

□𝑝  örneğini göz önünde bulunduralım ve 𝑉(𝑝) = 𝐴  olsun. O zaman 𝐼  ve 𝐶 

operatörleri arasındaki iliĢki ve Önerme 3.2.5 uyarınca aĢağıdakiler vardır. 

ℳ ⊨ □  𝑝 → □𝑝 ⟺ 𝑉(□  𝑝) ⊆ 𝑉( □𝑝) 

                                ⟺ 𝐼(𝑉( 𝑝)) ⊆ 𝐶(𝑉(□𝑝))  

                                ⟺ 𝐼(𝐶(𝑉(𝑝))) ⊆ 𝐶(𝐼(𝑉(𝑝)))  

                                ⟺ 𝐼(𝐶(𝐴)) ⊆ 𝐶(𝐼(𝐴)) 

                                ⟺ 𝐼(𝐶(𝐴)) ∩ .𝑋 − 𝐶(𝐼(𝐴))/ = ∅  

                                ⟺ 𝐼(𝐶(𝐴)) ∩ (𝑋 − .𝑋 − 𝐼(𝑋 − 𝐼(𝐴))/) = ∅ 

                                ⟺ 𝐼(𝐶(𝐴)) ∩ 𝐼(𝑋 − 𝐼(𝐴)) = ∅  

                                ⟺ 𝐼(𝐶(𝐴)) ∩ 𝐼(𝑋 − (𝑋 − 𝐶(𝑋 − 𝐴))) = ∅ 

                                ⟺ 𝐼(𝐶(𝐴) ∩ 𝐶(𝑋 − 𝐴)) = ∅       

                                ⟺ 𝐼(𝐹𝑟(𝐴)) = ∅.                                                                   ⊠ 

Lemma 3.4.6. (.1) taslağı her atomik topolojik uzayda geçerlidir.  

Kanıt. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir atomik topolojik uzay, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir model ve 𝜑 bir 

formül olsun. Gösterilmesi gereken ℳ ⊨ □  𝜑 → □𝜑‟ dir. Lemma 3.4.5‟ in 

kanıtından aĢağıdakiler açıktır: 

𝐼(𝐹𝑟(𝑉(𝜑))) = ∅ ⟺ 𝐼(𝐶(𝑉(𝜑))) ⊆ 𝐶(𝐼(𝑉(𝜑))) 
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                              ⟺ 𝑉(□  𝜑) ⊆ 𝑉( □𝜑)  

                              ⟺ ℳ ⊨ □  𝜑 → □𝜑.                                                              ⊠        

Teorem 3.4.7. (.1) taslağı tüm atomik uzayların sınıfını tanımlar.                            ⊠       

Artık 𝐒𝟒. 𝟏 = 𝐊𝐓𝟒 + □  𝜑 → □𝜑 lojiği için aĢağıdaki iki sonuç ifade edilebilir. 

Teorem 3.4.8. 𝐒𝟒. 𝟏 lojiği tüm atomik topolojik uzayların sınıfına göre sağlamdır. ⊠     

Teorem 3.4.9. (Saito, s. 29) 𝐒𝟒. 𝟏 lojiği tüm atomik topolojik uzayların sınıfına göre 

tamdır.                                                                                                                        ⊠      

AĢırı bağlantısız topolojik uzaylar da genel topolojide çok bilinen uzaylar değildir. 

Bununla birlikte modal lojikte çok önemli bir formül olan ve (G) ya da (.2) ile 

gösterilen  □𝜑 → □  𝜑 formül taslağı bu uzayları tanımlar.  

Lemma 3.4.10. (.2) taslağını geçerli kılan bir topolojik uzay aĢırı bağlantısızdır. 

Kanıt. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉  (.2) taslağını geçerli kılan bir topolojik uzay ve 𝑈 ∈ 𝜏  olsun. 

Gösterilmesi gereken 𝐶(𝑈)‟ nun açık, yani 𝐶(𝑈) = 𝐼(𝐶(𝑈)) olduğudur. (.2) taslağı 

𝑇‟ de geçerli olduğu için 𝑉(𝑝) = 𝑈, (𝑋, 𝜏, 𝑉) ⊨ □𝑝 → □  𝑝 olacak Ģekilde bir 

ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉  modeli vardır. ġimdi bir kez daha Önerme 3.2.5‟ den aĢağıdakiler 

açıktır: 

ℳ ⊨ □𝑝 → □  𝑝 ⟺ 𝑉( □𝑝) ⊆ 𝑉(□  𝑝) 

                                ⟺ 𝐶(𝑉(□𝑝)) ⊆ 𝐼(𝑉( 𝑝)) 

                                ⟺ 𝐶(𝐼(𝑉(𝑝))) ⊆ 𝐼(𝐶(𝑉(𝑝))) 

                                ⟺ 𝐶(𝐼(𝑈)) ⊆ 𝐼(𝐶(𝑈)) 

                                ⟺ 𝐶(𝑈) ⊆ 𝐼(𝐶(𝑈)). 

Ama 𝐼(𝐶(𝑈)) ⊆ 𝐶(𝑈) kapsamı her zaman geçerli olduğu için 𝐶(𝑈) = 𝐼(𝐶(𝑈)) elde 

edilir.                                                                                                                           ⊠ 

Lemma 3.4.11. (.2) taslağı her aĢırı bağlantısız topolojik uzayda geçerlidir. 

Kanıt. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉  aĢırı bağlantısız topolojik uzay, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉  𝑇  üzerinde bir 

model ve 𝜑 bir formül olsun. Gösterilmesi gereken ℳ ⊨ □𝑝 → □  𝑝‟ dir. Hipotez 

gereği 𝐶 .𝐼(𝑉(𝜑))/ = 𝐼(𝐶(𝐼(𝑉(𝜑)))) ‟ dir. Bu eĢitlikten hareketle aĢağıdakiler 

açıktır: 



49 

𝐶 .𝐼(𝑉(𝜑))/ = 𝐼(𝐶(𝐼(𝑉(𝜑)))) ⟺ 𝐶 .𝐼(𝑉(𝜑))/ ⊆ 𝐼(𝐶(𝐼(𝑉(𝜑)))) 

                                                    ⟺ 𝐶.𝐼(𝑉(𝜑))/ ⊆ 𝐼(𝐶(𝑉(𝜑))) 

                                                    ⟺ 𝐶(𝑉(□𝜑)) ⊆ 𝐼(𝑉( 𝜑)) 

                                                    ⟺ 𝑉( □𝜑) ⊆ 𝑉(□ 𝜑) 

                                                    ⟺ ℳ ⊨ □𝑝 → □  𝑝.                                           ⊠     

Teorem 3.4.12. (.2) taslağı aĢırı bağlantısız topolojik uzayların sınıfını tanımlar.     ⊠ 

Teorem 3.4.13. 𝐒𝟒. 𝟐 lojiği aĢırı bağlantısız uzayların sınıfına göre sağlamdır.        ⊠  

Teorem 3.4.14. 𝐒𝟒. 𝟐 lojiği aĢırı bağlantısız uzayların sınıfına göre tamdır.             ⊠  

Son bir örnek olarak 𝐒𝟓 uzayının tanımlanabilir olduğu gösterilecektir.  

Lemma 3.4.15. (B)  taslağı her kaba topolojik uzayda geçerlidir. 

Kanıt. ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 kaba topolojik uzay üzerinde bir model ve 𝜑 

bir formül olsun. Gösterilmesi gereken ℳ ⊨ 𝜑 → □  𝜑‟ dir. 𝑇 kaba topolojik uzay 

olduğu için 𝐶(𝑉(𝜑)) = 𝑋, dolayısıyla 𝐼(𝐶(𝑉(𝜑))) = 𝑋‟ dir. Buradan  

𝑉(𝜑) ⊆ 𝑋 ⟺ 𝑉(𝜑) ⊆ 𝐼(𝐶(𝑉(𝜑)))  

                 ⟺ 𝑉(𝜑) ⊆ 𝐼(𝑉( 𝜑))      

                 ⟺ 𝑉(𝜑) ⊆ 𝑉(□  𝜑) 

                 ⟺ ℳ ⊨ 𝜑 → □  𝜑       

 istenilen sonucu elde edilir.                                                                                        ⊠       

𝑋  bir küme ve 𝑅, 𝑋  üzerinde bir ikili bağıntı olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için 𝑥𝑅𝑦  ise 𝑅 

bağıntısına evrensel bağıntı denir. Bir evrensel bağıntı yansıyan ve geçiĢken olduğu 

için bir 𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉 evrensel çatısının tüm yukarıya kapalı alt kümelerinin kümesi 𝑋 

üzerinde bir topoloji tanımlar ve aĢağıdaki sonuç vardır. 

Lemma 3.4.16. Bir evrensel çatıya karĢılık gelen uzay kaba uzaydır. 

Kanıt. 𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir 𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉 evrensel çatısına karĢılık gelen uzay ve 𝑈 ∈ 𝜏 

olsun. Gösterilmesi gereken 𝑈 = ∅ ya da 𝑈 = 𝑋‟ dir. 𝑈, 𝐹‟ ye karĢılık gelen uzayın 

bir açık kümesi olduğu için 𝐹‟ nin yukarıya kapalı bir kümesidir. 𝐹‟ nin evrensel 

olması 𝑈 = ∅ ya da 𝑈 = 𝑋 olmasını gerektirir.                                                         ⊠      
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Teorem 3.4.17. 𝐒𝟓 lojiği kaba topolojik uzayların sınıfına göre sağlamdır.              ⊠ 

Teorem 3.4.18. 𝐒𝟓 lojiği kaba topolojik uzayların sınıfına göre tamdır.                   ⊠ 

AĢağıdaki listede temel modal dilde tanımlanamayan bazı topolojik uzaylar yer 

alıyor. Bununla birlikte dile ek modal operatörler eklenerek bu uzayların 

tanımlanabilir olduğu (Gabelaia, 2001) ve (Saito, 2005)‟ de gösterilmiĢtir.  

 Kompakt uzaylar 

 Bağlantılı uzaylar 

 Kompakt olmayan uzaylar 

 Bağlantısız uzaylar 

 𝑇0-uzayları 

 𝑇1-uzayları 

 𝑇2-uzayları 

3.5. Türev olarak   operatörü      

Temel modal dilin ifade gücünü (expressivity power) arttırmanınn iki doğal yolu 

vardır. Birisi dile yeni modal operatörler eklemek, diğeri ise   modal operatörünü, 

kapanıĢ operatöründen daha güçlü ifadeye sahip bir topolojik operatör olarak 

yorumlamaktır. Bu kesimde   operatörünün, ilk kez (McKinsey ve Tarski, 1944) 

tarafından önerilen, türev olarak yorumlanmasının sonuçları ele alınıyor. 𝑇 =

〈𝑋, 𝜏〉  bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋  verilsin. 𝐶(𝐴) = 𝐴 ∪ 𝑑(𝐴)  olduğu için türev 

operatörü kapanıĢ operatöründen daha fazla ifade gücüne sahiptir. 𝑑  operatörünün 

tanımından aĢağıdaki denkliği anımsatmakta yarar vardır: 

𝑥 ∈ 𝑑(𝐴) ⟺ 𝑥‟ in her bir 𝑈 açık komĢuluğu için 𝐴 ∩ (𝑈 − *𝑥+) ≠ ∅. 

Tanım 3.5.1. ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir topolojik model ve 𝜑 bir formül olsun. 𝜑‟ nin bir 

𝑥 ∈ 𝑋 noktasında 𝑑-doğruluğu 𝜑‟ nin karmaĢıklığı üzerinde tümevarımla aĢağıdaki 

gibi tanımlanır: 

(i) ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝑝 (ava) 𝑥 ∈ 𝑉(𝑝) 

(ii) ℳ,𝑥 ⊨𝑑 ≦𝜑 (ava) ℳ,𝑥 ⊭𝑑 𝜑 

(iii) ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝜑 ∧ 𝜓 (ava) ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝜑 ve ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝜓 
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(iv) ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝜑 → 𝜓 (ava) ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝜑 ise ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝜓 

(v) ℳ,𝑥 ⊨𝑑 □𝜑 (ava) (∃𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 𝑣𝑒 ∀𝑦 ∈ 𝑈 − *𝑥+, ℳ, 𝑦 ⊨𝑑 𝜑)  

(vi) ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝜑 (ava) (∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥 ∈ 𝑈 ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝑈 − *𝑥+, ℳ, 𝑦 ⊨𝑑 𝜑).  

Eğer 𝜑 her 𝑥 ∈ 𝑋 noktasında 𝑑-doğru ise 𝜑 formülü ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 modelinde doğru, 

𝑇  üzerindeki her modelde 𝑑-doğru ise 𝑑 -geçerlidir denir. 𝜑  formülü 𝐓𝐨𝐩  sınıfının 

her ögesinde 𝑑-geçerli ise 𝐓𝐨𝐩‟ da 𝑑-geçerlidir denir. 

Örnek 3.5.2. 𝐓𝐨𝐩 ⊨𝑑 𝑝 ∧ □𝑝 → □□𝑝‟ dir.  

Gerçekten; 𝑇 ∈ 𝐓𝐨𝐩, ℳ = 〈𝑇, 𝑉〉 bir topolojik model ve 𝑥 ∈ 𝑋 için ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝑝 ∧

□𝑝 varsayalım. O zaman ℳ,𝑥 ⊨𝑑 𝑝 ve ℳ,𝑥 ⊨𝑑 □𝑝‟ dir. Tanım 3.5.1. (v) uyarınca 

her bir 𝑦 ∈ 𝑈 − *𝑥+ için ℳ,𝑥 ⊨𝑑 □𝑝, ℳ,𝑦 ⊨𝑑 𝑝‟ yi gerektirir. O halde her 𝑦 ∈ 𝑈 

için ℳ,𝑦 ⊨𝑑 𝑝‟ dir ve ℳ,𝑦 ⊨𝑑 □𝑝‟ dir ki bu ℳ,𝑥 ⊨𝑑 □□𝑝 demektir.  

(K) aksiyom taslağının 𝐓𝐨𝐩’ da 𝑑-geçerli olduğunu ve (Nec) kuralının 𝑑-geçerliliği 

koruduğunu belirtelim. 

Tanım 3.5.3. 𝐊 + (𝑝 ∧ 𝑝) → □□𝑝  modal lojiğine zayıf (weak) 𝐊𝟒  lojiği denir ve 

𝐰𝐊𝟒 olarak gösterilir. 

𝐰𝐊𝟒, 𝐊𝟒‟ den daha zayıf olduğu için 𝑑-semantiğine göre sağlamdır. Bu lojiğin 𝑑-

semantiğine göre tamlığı (Esakia, 2001)‟ de gösterilmiĢtir. 𝐰𝐊𝟒 lojiğinin topolojik 

uzayların 𝑑-lojiği olduğu; 𝐒𝟒 lojiği ile aralarındaki iliĢki aĢağıda ele alınıyor. Burada 

verilen sonuçların çoğu (Esakia, 2001 ve 2004), (Bezhanishvili, et al., 2005) ve 

(Shehtman, 1990 ve 2006)‟ da bulunabilir. 

Tanım 3.5.4. 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉 çatısına her 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑊 için (𝑤𝑅𝑣 𝑣𝑒 𝑣𝑅𝑢 𝑣𝑒 𝑤 ≠ 𝑢 →

𝑤𝑅𝑢) ise zayıf geçiĢken (weakly transitive) denir. 

𝐰𝐊𝟒 lojiğinin tüm zayıf geçiĢken çatıların sınıfına göre sağlam ve tam olduğu ve de 

𝐰𝐊𝟒‟ ün sonlu model özelliğine sahip olduğu (Esakia, 2001)‟ de gösterilmiĢtir. 

Bunun üzerine zayıf geçiĢken çatılar 𝐰𝐊𝟒-çatılar olarak adlandırılmaktadır. 

Tanım 3.5.5. Her 𝑤, 𝑟 ∈ 𝑊  ve 𝑤 ≠ 𝑟  için 𝑟𝑅𝑤  olacak Ģekilde bir 𝑟  varsa 𝑟 

elemanına 𝐹‟ nin kökü (root) ve 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉 zayıf geçiĢken çatıya köklü (rooted) 

çatı denir. 

Teorem 3.5.6. (Esakia, 2001) 𝐰𝐊𝟒 lojiği köklü yansımasız sonlu 𝐰𝐊𝟒-çatılarına 

göre tamdır.                                                                                                               ⊠ 



52 

Tanım 3.5.7. 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉  bir 𝐰𝐊𝟒 -çatı olsun. 𝐹 ‟ nin 𝑅:= 𝑅 ∪ *(𝑥, 𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋+ 

olmak üzere yansımalı kapanıĢı (reflexive closure) 𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉  ve 𝑅 ≔

𝑅\*(𝑥, 𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋+ olmak üzere yansımasız kapanıĢı (irreflexive closure) 

𝐹 = 〈𝑋, 𝑅〉‟ dir. 

Bir 𝐰𝐊𝟒-çatı 𝐹  için 𝐹‟ nin bir 𝐒𝟒-çatı ve 𝐹‟ nin yansımasız bir 𝐰𝐊𝟒-çatı olduğu 

açıktır. Ayrıca bir 𝐰𝐊𝟒-çatı 𝐹  verildiğinde 𝐹‟ nin bir Alexandroff uzayı olduğunu 

göstermek kolaydır. Bir 𝐴 ⊆ 𝑋 alt kümesinin 𝐹‟ deki türevi 𝑑𝑅(𝐴) ile gösteriliyor. 

Lemma 3.5.8. (Esakia, 2001) 𝐹 bir 𝐰𝐊𝟒-çatı ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝑅−1 = *𝑥 ∈ 𝑋: ∃𝑦 ∈

𝑋 𝑣𝑒 𝑥𝑅𝑦+, 𝐴‟ nın kapanıĢı olmak üzere 𝐹‟ de 𝑑𝑅(𝐴) = 𝑅−1(𝐴)‟ dır. 

Kanıt. 𝑅(𝑥) = *𝑦 ∈ 𝑋: 𝑥𝑅𝑦+ olsun. ġimdi   

𝑥 ∈ 𝑑𝑅(𝐴) (ava) 𝑥‟ in her bir 𝑈 açık komĢuluğu için 𝑈 ∩ (𝐴 − *𝑥+) ≠ ∅ 

                  (ava) 𝑅(𝑥) ∩ (𝐴 − *𝑥+) ≠ ∅ 

                  (ava) 𝑅(𝑥) ∩ 𝐴 ≠ ∅ 

                  (ava) 𝑥 ∈ 𝑅−1(𝐴) 

elde edilir.                                                                                                                  ⊠  

𝑇 = 〈𝑋, 𝜏〉 bir topolojik uzay olsun. 𝑋 üzerinde 𝑅𝑑  

𝑥𝑅𝑑𝑦 (ava) 𝑥 ∈ 𝑑(𝑦) 

olarak tanımlanıyor. 

Lemma 3.5.9. (Esakia, 2001) 〈𝑋, 𝑅𝑑〉 bir yansımasız 𝐰𝐊𝟒-çatıdır. 

Kanıt. 𝑅𝑑‟ nin yansımasızlığı 𝑥 ∉ 𝑑(𝑥) olgusunun sonucudur. ġimdi 𝑥𝑅𝑑𝑦, 𝑦𝑅𝑑𝑧 ve 

𝑥 ≠ 𝑧 olsun. O zaman 𝑥 ∈ 𝑑(𝑦) ve 𝑦 ∈ 𝑑(𝑧) ve de 𝑥 ≠ 𝑧‟ dir. Buradan sırasıyla 𝑥‟ in 

her bir 𝑈 açık komĢuluğu ve 𝑦‟ nin her bir 𝑉 açık komĢuluğu için 𝑦 ∈ 𝑈 − *𝑥+ ve 

𝑧 ∈ 𝑉 − *𝑦+‟ dir. Mademki 𝑥 ≠ 𝑧‟ dir, 𝑥‟ in her bir 𝑈 açık komĢuluğu için 𝑧 ∈ 𝑈 −

*𝑥, 𝑦+ ⊆ 𝑈 − *𝑥+ sonuçlanır. Böylece 𝑥 ∈ 𝑑(𝑧), dolayısıyla 𝑥𝑅𝑑𝑧  elde edilir ki bu 

𝑅𝑑‟ nin zayıf geçiĢken olduğunu gösterir.                                                                 ⊠  

Lemma 3.5.10. (Esakia, 2001) 

(i) 𝐹 bir 𝐰𝐊𝟒-çatı ise 𝑅𝑑𝑅 ⊆ 𝑅‟ dir. 
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(ii) 𝐹 yansımasız 𝐰𝐊𝟒-çatı ise 𝑅𝑑𝑅 = 𝑅‟ dir. 

(iii) 𝑇 bir topolojik uzay ise 𝑅𝑑
−1(𝐴) ⊆ 𝑑(𝐴)‟ dır. 

(iv) 𝑇 bir Alexandroff uzayı ise 𝑅𝑑
−1(𝐴) = 𝑑(𝐴)‟ dır. 

Kanıt.  

(i) 𝑥𝑅𝑑𝑅𝑦 ⇒ 𝑑𝑅(𝑦) ⇒ 𝑥 ∈ 𝑅−1(𝑦) ⇒ 𝑥𝑅𝑦 olduğu için 𝑅𝑑𝑅 ⊆ 𝑅 elde edilir. 

(ii)  𝑥𝑅𝑑𝑅𝑦 ⟺ 𝑑𝑅(𝑦) ⟺ 𝑥 ∈ 𝑅−1(𝑦) ⟺ 𝑥 ∈ 𝑅−1(𝑦) ⟺ 𝑥𝑅𝑦  olduğu için 

𝑅𝑑𝑅 = 𝑅‟ dir. 

(iii)  𝑥 ∈ 𝑅𝑑
−1(𝐴) ⇒ ∃𝑦(𝑥𝑅𝑑𝑦 𝑣𝑒 𝑦 ∈ 𝐴) ⇒ ∃𝑦(𝑥 ∈ 𝑑(𝑦) 𝑣𝑒 𝑑(𝑦) ⊆ 𝑑(𝐴)) ⇒ 𝑥 ∈

𝑑(𝐴) olduğu için 𝑅𝑑
−1(𝐴) ⊆ 𝑑(𝐴)‟ dır. 

(iv)  𝑥 ∈ 𝑑(𝐴) ⟺ 𝑅𝑑(𝑥) ∩ (𝐴 − *𝑥+) ≠ ∅ ⟺ 𝑅𝑑(𝑥) ∩ 𝐴 ≠ ∅ ⟺ 𝑥 ∈ 𝑅𝑑
−1(𝐴) 

olduğu için 𝑅𝑑
−1(𝐴) = 𝑑(𝐴)‟ dır.                                                                 ⊠  

Sonuç Teorem 3.5.11. Herhangi bir boĢtan farklı 𝑋  kümesi için aĢağıdakiler 

arasında bir bire-bir eĢleme vardır: 

(i) 𝑋 üzerindeki Alexandroff topolojileri; 

(ii) 𝑋 üzerindeki yansıyan ve geçiĢken bağıntılar; 

(iii) 𝑋 üzerindeki yansımasız ve zayıf geçiĢken bağıntılar.                                    ⊠ 

Bu sonuca göre Alexandroff uzayları, 𝐒𝟒 -çatıları ve yansımasız 𝐰𝐊𝟒 -çatıları 

arasında bir bire-bir eĢleme vardır. ġu ana kadar verilen sonuçların bir ürünü olarak 

bölümün son teoremini ifade ediyoruz. 

Teorem 3.5.12. (Esakia, 2001)  

(i) 𝐰𝐊𝟒 topolojik uzayların 𝑑-lojiğidir. 

(ii) 𝐰𝐊𝟒 sonlu topolojik uzayların 𝑑-lojiğidir. 

(iii) 𝐰𝐊𝟒 topolojik uzayların 𝐓𝐨𝐩 sınıfına gore sonlu model özelliğine sahiptir.   ⊠ 
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BÖLÜM 4 

NORMAL OLMAYAN MODAL LOJĠKLER VE KOMġULUK 

SEMANTĠĞĠ 

Modal lojiklerin zayıf sistemlerinin çalıĢılmasını özendirdirmek için her biri standart 

ya da bağıntısal modellerde geçerli olan aĢağıdaki formülleri ve çıkarım kurallarını 

göz önünde bulundurmak yardımcı olacaktır: 

 (Düal)  □𝜑 ↔ ≦  ≦𝜑 

 (K)  □(𝜑 → 𝜓) → (□𝜑 → □𝜓) 

 (M)  □(𝜑 ∧ 𝜓) → (□𝜑 ∧ □𝜓) 

 (C)  (□𝜑 ∧ □𝜓) → □(𝜑 ∧ 𝜓) 

 (N)  □𝑇 

 (Nec)  
𝜑

□𝜑 

 (RE)  
𝜑↔𝜓

□𝜑↔□𝜓 

Bu formül ve kurallar temel modal dilin çeĢitli yorumları altında göreceli olarak 

anlamlıdır. Bunun birlikte, aralarında bir ya da daha fazlasının geçerliliğinin 

sorgulanabileceği yorumlar vardır. Bu modal lojiklere normal olmayan modal lojikler 

denir ve semantik açıdan incelenmeleri için Montague ve Scott tarafından önerilen 

komĢuluk semantiği ele alınacaktır. KomĢuluk semantiği bağıntısal semantiğin en 

genel türüdür. Bu bağlamda tanımlanan modellere komĢuluk modelleri ya da 𝑁 -

modeller denir; Chellas bunları minimal modeller olarak adlandırır. Olası dünyalar 

semantiğinde bir önerme olası dünyaların bir kümesi ile özdeĢleĢtirilirken komĢuluk 

semantiğinde her bir w∈W olası dünyası ℘(W)‟ nin bir altkümesi ile iliĢkilendirilir. 

4.1. KomĢuluk Çatıları ve Modelleri      

Bir komĢuluk modelinin tanımı çok yalındır: 𝑊 kümesinin her bir ögesi ℘(W)‟ nin 

bir altkümesi ile iliĢkilendirilir. 
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Tanım 4.1.1. 𝑊 boĢtan farklı bir küme olsun. Bir 𝑁:𝑊 → ℘(℘(𝑊)) fonksiyonuna 

komĢuluk fonksiyonu ve 〈𝑊, 𝑁〉 ikilisine bir komĢuluk çatısı denir.  

Bir komĢuluk fonsiyonunu bağıntısal olarak, yani 𝑁 ⊆ 𝑊 ×℘(𝑊) , tanımlamak 

uygun olabilir. Bu durumda 𝑤 ∈ 𝑊  ve 𝑋 ⊆ 𝑊  için 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤)  yerine 𝑤𝑁𝑋 

yazılabilir.  

Tanım 4.1.2. Bir 𝐹 = 〈𝑊, 𝑁〉 komĢuluk çatısı üzerinde bir model, 𝑉: 𝐴𝑡 → ℘(𝑊) 

değerlendirme fonksiyonu olmak üzere 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 üçlüsüdür. 

Modal formüllerin komĢuluk modellerinde doğruluğu, bağıntısal yapılar için olanla 

çok benzerdir.    

Tanım 4.1.3. ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉  bir komĢuluk modeli ve 𝑤 ∈ 𝑊  olsun. Bir 𝜑 

formülünün 𝑤  noktasında doğruluğu 𝜑 ‟ nin karmaĢıklığı üzerinde aĢağıdaki gibi 

tanımlanır. 

,∣ 𝜑 ∣-ℳ = *𝑤 ∣∣ ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 +, 𝜑‟ nin doğruluk kümesini göstersin.  

1. ℳ,𝑤 ⊨ 𝑝 (ava) 𝑤 ∈ 𝑉(𝑝) 

2. ℳ,𝑤 ⊨ ≦𝜑 (ava) ℳ,𝑤 ⊭ 𝜑 

3. ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ∧ 𝜓 (ava) ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ve ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓 

4. ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 (ava) ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤) 

5. ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 (ava) 𝑊 − ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∉ 𝑁(𝑤). 

Her 𝜑 ∈ 𝛤 için ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 olacak Ģekilde bir ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 modeli ve 𝑤 ∈ 𝑊 

dünyası varsa 𝛤 formüller kümesine gerçeklenebilir denir. *𝜑+ gerçeklenebilir ise 𝜑 

gerçeklenebilirdir.  

5‟ inci için aĢağıdaki denklikler açıktır: 

ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ⟺ ℳ,𝑤 ⊨ ≦□≦𝜑             (Düal)  

            ⟺ ℳ,𝑤 ⊭ □≦𝜑                (2.) 

            ⟺ ,∣ ≦𝜑 ∣-ℳ ∉ 𝑁(𝑤)        (4.) 

            ⟺ ,∣ 𝜑 ∣-ℳ
𝑐 ∉ 𝑁(𝑤)  

                    ⟺ 𝑊− ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∉ 𝑁(𝑤) 

burada  ,∣ 𝜑 ∣-ℳ
𝑐 , ,∣ 𝜑 ∣-ℳ‟ nin 𝑊‟ deki tümleyenidir. 
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Tanım 4.1.4. 𝐹 = 〈𝑊, 𝑁〉 bir komĢuluk çatısı ve ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 bir komĢuluk 

modeli olsun. Her 𝑤 ∈ 𝑊  için ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑  ise 𝜑  formülü ℳ  üzerinde geçerlidir 

denir. 𝐹 üzerindeki tüm ℳ modelleri ve her bir 𝑤 ∈ 𝑊 için ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ise 𝜑 formülü 

çatıdaki 𝑤  dünyasında geçerlidir denir ve 𝐹,𝑤 ⊨ 𝜑  ile gösterilir. Her 𝑤 ∈ 𝑊  için 

𝐹,𝑤 ⊨ 𝜑 ise 𝜑 formülü 𝐹 üzerinde geçerlidir denir ve 𝐹 ⊨ 𝜑 ile gösterilir. 

Notasyon 4.1.5. Her bir 𝑁:𝑊 → ℘(℘(𝑊))  komĢuluk fonksiyonuna, 𝑋 ⊆ 𝑊  için 

𝑚𝑁(𝑋) = *𝑥 ∣ 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤)+  ile tanımlanan bir 𝑚𝑁:℘(𝑊) → ℘(𝑊)  fonksiyonu 

karĢılık getirilebilir. Sezgisel olarak, 𝑚𝑁(𝑋), 𝑋 ‟ in gerekli olduğu dünyaların 

kümesidir. Doğruluk tanımının kolay bir uygulaması olarak aĢağıdaki denklemler 

geçerlidir. 

 ,∣ 𝑝 ∣-ℳ = 𝑉(𝑝) 

 ,∣ ≦𝜑 ∣-ℳ = 𝑊 − ,∣ 𝜑 ∣-ℳ 

 ,∣ 𝜑 ∧ 𝜓 ∣-ℳ = ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∩ ,∣ 𝜓 ∣-ℳ 

 ,∣ □𝜑 ∣-ℳ = 𝑚𝑁(,∣ 𝜑 ∣-ℳ) 

 ,∣ 𝜑 ∣-ℳ = 𝑊 −𝑚𝑁(𝑊 − ,∣ 𝜑 ∣-ℳ). 

Bir komĢuluk modelinin ayrıntılı örneğini verelim. 

Örnek 4.1.6. (Pacuit, 2016) 𝑊 = *𝑤, 𝑠, 𝑣+, 𝑁:𝑊 → ℘(℘(𝑊))  komĢuluk 

fonksiyonu, 𝑁(𝑤) = {*𝑠+, *𝑣+, *𝑤, 𝑣+} , 𝑁(𝑠) = {*𝑤, 𝑣+, *𝑤, 𝑠+, *𝑤+} , 𝑁(𝑣) =

**𝑤+, *𝑠, 𝑣+, ∅+  gibi ve 𝑉: *𝑝, 𝑞+ → ℘(𝑊)  değerlendirme fonksiyonu da 𝑉(𝑝) =

*𝑤, 𝑠+, 𝑉(𝑞) = *𝑠, 𝑣+ olarak tanımlansın. ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 modeli aĢağıdaki gibi 

çizilebilir:  

Tablo 1.  

 

Bu modelde bazı formüllerin doğruluğu hesaplanabilir. 

{s} {v} 

 

{w, v} 

  w 

{w,s}  {w} 

  s 

{s,v} ∅ 

   v 
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 ,∣ 𝑝 ∣-ℳ = 𝑉(𝑝) = *𝑤, 𝑠+ ∈ 𝑁(𝑠) olduğu için ℳ,𝑠 ⊨ □𝑝‟ dir. 

 ,∣ ≦𝑝 ∣-ℳ = ,∣ 𝑝 ∣-ℳ
𝑐 = 𝑊 − 𝑉(𝑝) = *𝑣+ ∉ 𝑁(𝑠) olduğu için ℳ,𝑠 ⊨ 𝑝‟ dir. 

 ,∣ 𝑝 ∣-ℳ = *𝑥 ∣ ℳ, 𝑥 ⊨ 𝑝+‟ dir. ġimdi ℳ,𝑥 ⊨ 𝑝 ⟺ 𝑊 − ,∣ 𝑝 ∣-ℳ ∉ 𝑁(𝑥), 

yani *𝑣+ ∉ 𝑁(𝑥)‟ dir. *𝑣+, 𝑁(𝑠) ve 𝑁(𝑣)‟ de bulunmadığı için ,∣ 𝑝 ∣-ℳ =

*𝑠, 𝑣+  elde edilir ve bu da ℳ,𝑣 ⊨ □  𝑝 ‟ yi gerektirir. ,∣ 𝑝 ∣-ℳ = *𝑤, 𝑠+ , 

,∣ □𝑝 ∣-ℳ = *𝑠+ ∈ 𝑁(𝑤)‟ yi gerektirir ve buradan ℳ,𝑤 ⊨ □□𝑝 sonuçlanır. 

Bu hesaplamalardan aĢağıdakiler vardır: 

 ,∣ □□𝑝 ∣-ℳ = *𝑤+ ∈ 𝑁(𝑠) ∩ 𝑁(𝑣) ⇒ ℳ, 𝑠 ⊨ □□□𝑝 ve ℳ,𝑣 ⊨ □□□𝑝. 

 ,∣ □□□𝑝 ∣-ℳ = *𝑤, 𝑣+ ∈ 𝑁(𝑤) ∩ 𝑁(𝑠) ⇒ ℳ,𝑤 ⊨ □□□□𝑝  ve ℳ,𝑠 ⊨

□□□□𝑝. 

 ,∣⊥∣-ℳ = ∅ ∈ 𝑁(𝑣) ⇒ ℳ, 𝑣 ⊨ □ ⊥. 

Uyarı 4.1.7. KomĢuluk modelleri ve bağıntısal modeller arasındaki fark bir örnekle 

açıklanabilir. ℳ modelini Örnek 4.1.6‟ daki gibi alalım. O zaman ℳ,𝑤 ⊨ □(𝑝 ∧ 𝑞) 

iken ℳ,𝑤 ⊭ □𝑝‟ dir. Ama bunu sağlayan bir bağıntısal model inĢa etmek olası 

değildir. Gerçekten ℳ,𝑤 ⊭ □𝑝  ise 𝑤𝑅𝑥  ve ℳ,𝑥 ⊭ 𝑝  olacak Ģekilde bir 𝑥 ∈ 𝑊 

vardır. Ama 𝑝 ‟ nin yanlıĢ olduğu tek dünya 𝑣 ‟ dir. Eğer 𝑤𝑅𝑣  ise ℳ,𝑣 ⊭ 𝑝  ve 

buradan ℳ,𝑣 ⊭ 𝑝 ∧ 𝑞 olacağından ℳ,𝑤 ⊭ □(𝑝 ∧ 𝑞) sonuçlanır. 

Temel modal dil aĢağıda tanımlanan , ⟩, ⟨ -, ⟨ ⟩  ve , -  modalitelerle geniĢletilebilir. 

ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 bir komĢuluk modeli ve 𝑤 ∈ 𝑊 olsun. 

Tanım 4.1.8.  

(a) ℳ,𝑤 ⊨ ⟨ -𝜑  (ava) her 𝑣 ∈ 𝑋  için ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑  olacak Ģekilde bir 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤) 

vardır. 

(b) ℳ,𝑤 ⊨ , ⟩𝜑  (ava) her 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤)  için ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑  olacak Ģekilde bir 𝑣 ∈ 𝑋 

vardır. 

(c) ℳ,𝑤 ⊨ ⟨ ⟩𝜑  (ava) bir 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤)  vardır öyle ki ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑  için bir 𝑣 ∈ 𝑋 

bulunsun. 

(d) ℳ,𝑤 ⊨ , -𝜑 (ava) her bir 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤), her 𝑣 ∈ 𝑋 içinℳ,𝑣 ⊨ 𝜑. 

Önerme 4.1.9. AĢağıdaki formüller tüm komĢuluk modelleri üzerinde geçerlidir. 

(i) ⟨ -𝜑 ↔ ≦, ⟩≦𝜑 
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(ii) , -𝜑 ↔ ≦⟨ ⟩≦𝜑.                                                                                              ⊠ 

Lemma 4.1.10. (Pacuit, 2016) ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 bir komĢuluk modeli olsun. Her 

bir 𝑤 ∈ 𝑊 için  

(a) ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 ise ℳ,𝑤 ⊨ ⟨ -𝜑‟ dir. 

(b) ℳ,𝑤 ⊨ , ⟩𝜑 ise ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑‟ dir. 

Kanıt. Önerme 4.1.9 (i) uyarınca sadece (a) Ģıkkının kanıtlanması yeterli olacaktır. 

ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 verilsin; o zaman ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤)‟ dir. Bu durumda her bir 𝑣 ∈ 𝑋 için 

ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑 (𝑋 = ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ) olacak Ģekilde bir 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤) olduğu açıktır ki bu ℳ,𝑤 ⊨

⟨ -𝜑 demektir.                                                                                                            ⊠  

Uyarı 4.1.11.  Lemma 4.1.10‟ daki her iki önermenin tersi doğru değildir. Örnek 

4.1.6‟ yı göz önünde bulunduralım. *𝑠+ ∈ 𝑁(𝑤) ve *𝑠+ ∈ ,∣ 𝑝 ∣-ℳ = *𝑤, 𝑠+  olduğu 

için ℳ,𝑤 ⊨ ⟨ -𝑝‟ dir ve böylece ⟨ -𝜑 → □𝜑  komĢuluk modelleri üzerinde geçerli 

değildir. BaĢka bir deyiĢle, bir modal operatör için iki tanım genelde denk değildir. 

Bununla birlikte monoton komĢuluk çatılarında denklik vardır (Hansen, 2003). ⟨ - 

modaliteleri ile çalıĢmanın kuramsal motivasyonları (Areces ve Figueira, 2009)‟ da 

açıklanmaktadır. 

4.2. M, C ve N Formülleri ve KomĢuluk Modelleri       

M, C ve N aksiyom taslakları standart modellerde geçerli formüllerdir. Bu kesimde 

bu formüllerin komĢuluk modelleri sınıfında geçerli olmadıkları, ancak ek bilgilerle 

geçerli olabildikleri kanıtlanacaktır. Önce aĢağıdaki sonucu verelim. 

Teorem 4.2.1.  𝒦 komĢuluk modellerinin sınıfı olsun. O zaman  

(i) ⊨𝒦 𝜑 ↔ ≦□≦𝜑 

(ii) ⊨𝒦 𝜑 ↔ 𝜓 ise ⊨𝒦 □𝜑 ↔ □𝜓 

dir. 

Kanıt. 

(i) ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉  bir komĢuluk modeli ve 𝑤 ∈ 𝑊  olsun.   operatörünün 

tanımından aĢağıdakiler açıktır: 

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ⟺ 𝑊 − ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∉ 𝑁(𝑤)  

                            ⟺ ,∣ ≦𝜑 ∣-ℳ ∉ 𝑁(𝑤)  
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                            ⟺ ℳ,𝑤 ⊭ □≦𝜑  

                            ⟺ ℳ,𝑤 ⊨ ≦□≦𝜑. 

(ii) ⊨𝒦 𝜑 ↔ 𝜓 ise o zaman 𝒦 sınıfındaki her ℳ modeli için ,∣ 𝜑 ∣-ℳ = ,∣ 𝜓 ∣-ℳ‟ 

dir. Buna göre herhangi bir 𝑤 ∈ ℳ  için ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤) ancak ve ancak 

,∣ 𝜓 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤) elde edilir. Böylece ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ⟺ ℳ,𝑤 ⊨ □𝜓 sonuçlanır. 

Madem ki ℳ, 𝒦‟ nin keyfi bir modelidir, ⊨𝒦 □𝜑 ↔ □𝜓 bulunur.          ⊠  

Teorem 4.2.2. M, N ve C taslaklarının hiç biri 𝒦 sınıfında geçerli değildir. 

Kanıt. Bunun için her bir formülü yanlıĢlayan bir komĢuluk modeli tanımlamak 

yeterlidir. 

 N için 𝑊 = *𝑤+ tek dünyadan oluĢsun; 𝑁(𝑤) = ∅ alalım ve 𝑉 keyfi olsun O 

zaman ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉  modeli için ℳ,𝑤 ⊨ □𝑇 ⟺ ,∣ 𝑇 ∣-ℳ = 𝑊 ∈

𝑁(𝑤) = ∅  gerçeklenmez. Ama 𝑁(𝑤) = *∅+  gibi tanımlansaydı aynı sonuç 

elde edilmekle beraber, 

ℳ,𝑤 ⊨ □ ⊥⟺ ,∣⊥∣-ℳ = ∅ ∈ 𝑁(𝑤) = *∅+ 

 gibi gibi doğru bir sonuç üretirdi.  

 M için ℳ  modeli olarak, □(𝑝 ∧ 𝑞) → (□𝑝 ∧ □𝑞)  nüshası için 𝑊 =

*𝑤, 𝑢+;  𝑁(𝑤) = *∅+;  𝑉(𝑝) = *𝑤+, 𝑉(𝑞) = *𝑢+ alalım. O zaman  

ℳ,𝑤 ⊨ □(𝑝 ∧ 𝑞) ⟺ ,∣ 𝑝 ∧ 𝑞 ∣-ℳ = ,∣ 𝑝 ∣-ℳ ∩ ,∣ 𝑞 ∣-ℳ = *𝑤+ ∩ *𝑢+ = ∅ ∈ 𝑁(𝑤) 

 nedeniyle □(𝑝 ∧ 𝑞), 𝑤 dünyasında doğrudur. Ancak  

ℳ,𝑤 ⊨ □𝑝 ⟺ ,∣ 𝑝 ∣-ℳ = *𝑤+ ∉ 𝑁(𝑤) 

ve 

ℳ,𝑤 ⊨ □𝑞 ⟺ ,∣ 𝑞 ∣-ℳ = *𝑢+ ∉ 𝑁(𝑤) 

olduğundan hem □𝑝 hem □𝑞,𝑤 dünyasında yanlıĢtır. Dolayısıyla ℳ modeli M 

için bir karĢıt modeldir. 

 C için ℳ  modeli olarak, (□𝑝 ∧ □𝑞) → □(𝑝 ∧ 𝑞)  nüshası için 𝑊 =

*𝑤, 𝑢+;  𝑁(𝑤) = **𝑤+, *𝑢++;  𝑉(𝑝) = *𝑤+, 𝑉(𝑞) = *𝑢+ alınsın. O zaman 

ℳ,𝑤 ⊨ □𝑝 ⟺ ,∣ 𝑝 ∣-ℳ = *𝑤+ ∈ 𝑁(𝑤) 

ve 
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ℳ,𝑤 ⊨ □𝑞 ⟺ ,∣ 𝑞 ∣-ℳ = *𝑢+ ∈ 𝑁(𝑤) 

 nedeniyle ℳ,𝑤 ⊨ □𝑝 ∧ □𝑞 sonuçlanır. Ancak  

ℳ,𝑤 ⊨ □(𝑝 ∧ 𝑞) ⟺ ,∣ 𝑝 ∧ 𝑞 ∣-ℳ = ,∣ 𝑝 ∣-ℳ ∩ ,∣ 𝑞 ∣-ℳ = *𝑤+ ∩ *𝑢+ = ∅ ∉ 𝑁(𝑤) 

 olduğundan ℳ,𝑤 ⊭ □(𝑝 ∧ 𝑞) sonuçlanır. Böylece ℳ modeli C için bir karĢıt 

modeldir.                                                                                                                   ⊠ 

Bu teoremin bir sonucu olarak, 𝒦  sınıfında geçerli formüllerin kümesi aĢağıdaki 

çıkarım kurallarına genelde kapalı değildir: 

RN :       
𝜑

□𝜑 

RM :     
𝜑→𝜓

□𝜑→□𝜓 

RR :     
(𝜑∧𝜓)→𝜃

(□𝜑∧□𝜓)→□𝜃 

RK:     
(𝜑1∧𝜑2∧…∧𝜑𝑛)→𝜑

(□𝜑1∧□𝜑2∧…∧□𝜑𝑛)→𝜑          (𝑛 ≥ 0) 

Ayrıca  

(R) □(𝜑 ∧ 𝜓) ↔ (□𝜑 ∧ □𝜓) 

(K) □(𝜑 → 𝜓) → (□𝜑 → □𝜓) 

taslakları da 𝒦 sınıfında genelde geçerli değildir. 

M, N ve C taslaklarının 𝒦 ‟ da geçerli olmasını sağlayan ek bilgiler aĢağıda 

açıklanıyor (Chellas, 1980). 

ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉  komĢuluk modelindeki her 𝑤  dünyası ve her 𝑋, 𝑌  önermeleri 

(yani dünyalardan oluĢan kümeler) için 

(m) 𝑋 ∩ 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤) ise 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤) ve 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤)  

(c) 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤) ve 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤) ise 𝑋 ∩ 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤) 

(n) 𝑊 ∈ 𝑁(𝑤) 

koĢullarını tanımlayalım. 

Önerme 4.2.3. (m) koĢulu  

(m‟) 𝑋 ⊆ 𝑌 ve 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤) ise 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤) 

koĢuluna denktir. 
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Kanıt. (m) ve 𝑋 ⊆ 𝑌  ve 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤)  varsayalım. 𝑋 ∩ 𝑌 = 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤), 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤)‟ yi 

gerektirir. ġimdi (m‟) ve 𝑋 ∩ 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤) varsayalım. O zaman 𝑋 ∩ 𝑌 ⊆ 𝑋 olduğu için 

(m‟), 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤)‟ yi gerektirir; keza 𝑋 ∩ 𝑌 ⊆ 𝑌‟ den dolayı yine zaman 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤) 

vardır.                                                                                                                  ⊠  

𝑁 fonksiyonuna ya da komĢuluk modeline  

 (m) koĢulunu sağlıyor ise ekli (supplemented) ya da monoton denir. 

 (c) koĢulunu sağlıyor ise kesiĢimlere kapalı denir. 

 (n) koĢulunu sağlıyor ise birim içeren denir. 

 (m) ve © koĢullarını sağlıyor ise yarı-süzgeç (quasi-filter) denir. 

 (n) koĢulunu sağlayan yarı-süzgece ise süzgeç (filter) denir. 

Bir ekli modelde 𝑁(𝑤) birimi içerdiğinden boĢtan farklıdır. 

Teorem 4.2.4. ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 bir komĢuluk modeli olsun. 

(i) ℳ modeli ekli ise M taslağı geçerlidir. 

(ii) ℳ modeli kesiĢimlere kapalı ise C taslağı geçerlidir.  

(iii) ℳ modeli birim içeren ise N taslağı geçerlidir. 

Kanıt. 

(i) ℳ,𝑤 ⊨ □(𝜑 ∧ 𝜓) varsayalım. O zaman ,∣ 𝜑 ∧ 𝜓 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤), yani ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∩

,∣ 𝜓 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤) ‟ dir. ℳ  modeli ekli olduğu için  ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤)  ve  

,∣ 𝜓 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤), yani ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 ve ℳ,𝑤 ⊨ □𝜓 elde edilir. 

(ii) ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑 ∧ □𝜓  varsayalım. O zaman ℳ,𝑤 ⊨ □𝜑  ve ℳ,𝑤 ⊨ □𝜓 , yani 

,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤)  ve  ,∣ 𝜓 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤) ‟ dir. ℳ  modeli arakesitlere kapalı 

olduğu için ,∣ 𝜑 ∣-ℳ ∩ ,∣ 𝜓 ∣-ℳ ∈ 𝑁(𝑤), yani ℳ,𝑤 ⊨ □(𝜑 ∧ 𝜓) elde edilir. 

(iii) ℳ birimi içeren bir model ise, ℳ‟ deki her 𝑤 dünyası için 𝑁(𝑤), ,∣ 𝑇 ∣-ℳ‟ yi 

içerir. Bu ise □𝑇‟ nin ℳ modelinde geçerli olduğunu gösterir.                    ⊠  

Gözlem 4.2.5. Yukarıda tanımlanan komĢuluk modellerinin sınıfları bazı önemli lojik 

sistemlerini belirler. Bunlar genelde, öz olarak içerildikleri anlamında, en küçük 

normal modal lojik 𝐊‟ dan daha zayıftırlar. Aslında 𝐊, süzgeçlerin sınıfı tarafından 
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belirlenir. 𝐊 ’ yı ayrıca artırılmıĢ (augmented) komĢuluk modellerinin sınıfı da 

belirler. 

AĢağıdaki tanımlar ve önerme (Chellas, 1980)‟ den alınmıĢtır. 

Tanım 4.2.6. ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 bir komĢuluk modeli olsun. Her bir 𝑤 ∈ 𝑊  için 

𝑁+(𝑤), 𝑁(𝑤)‟ nin üst küme kapanıĢı yani, her 𝑤 ve ℳ‟ deki her 𝑋 için  

𝑋 ∈ 𝑁+(𝑤) ancak ve ancak 𝑌 ⊆ 𝑋 ve 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤) 

olmak üzere ℳ+ = 〈𝑊, 𝑁+, 𝑉〉  komĢuluk modeline ℳ  modelinin eklemesi 

denir.  

Her 𝑋 için 𝑋 ⊆ 𝑋  nedeniyle 𝑁(𝑤) ⊆ 𝑁+(𝑤) olduğu açıktır. Dolayısıyla her 𝑤  için 

𝑁+(𝑤) = 𝑁(𝑤) durumunda bir komĢuluk modeli ekli olarak karakterize edilebilir. 

Tanım 4.2.7. ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉  bir komĢuluk modeli olsun. Her 𝑤  ve 𝑋  için 

𝑋 ∈ 𝑁−(𝑤) ancak ve ancak bazı 𝑛 > 0 ve 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 ∈ 𝑁(𝑤) 

için 𝑋 = 𝑋1 ∩ 𝑋2 ∩ …∩ 𝑋𝑛  olmak üzere ℳ− = 〈𝑊, 𝑁−, 𝑉〉 komĢuluk modeline 

ℳ modelinin arakesit kapanıĢı denir.  

Her 𝑋 kendisinin kesiĢimi ile aynı olduğu için 𝑁(𝑤) ⊆ 𝑁−(𝑤)‟ dir. Dolayısıyla bir 

komĢuluk modeli arakesitlere kapalıdır ancak ve ancak kendi öz arakesit kapanıĢıdır. 

Önerme 4.2.8. ℳ+− ve ℳ−+ modelleri aynıdır. 

Kanıt. 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤)+−  olsun. O zaman bir 𝑌𝑖 ∈ 𝑁(𝑤) için her bir 𝑋𝑖, 𝑌𝑖 ‟ nin bir üst 

kümesi olmak üzere,  

𝑋 = ⋂𝑋𝑖 =

𝑖

𝑋1 ∩ 𝑋2 ∩ …∩ 𝑋𝑛 

dir. Böylece 𝑁−(𝑤), 𝑋1 ∩ 𝑋2 ∩ …∩ 𝑋𝑛‟ nin bir alt kümesi olan 𝑌1 ∩ 𝑌2 ∩ …∩ 𝑌𝑛‟ yi 

içerir ve buradan 𝑋 ∈ 𝑁−+(𝑤) , yani 𝑁+−(𝑤) ⊆ 𝑁−+(𝑤)  elde edilir. 𝑁−+(𝑤) ⊆

𝑁+−(𝑤) kapsamı aynı Ģekilde kanıtlanır. O halde ℳ+− = ℳ−+‟ dir.  

Tanım 4.2.7. ℳ = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉 bir komĢuluk modeli olsun.  ℳ± = ℳ+− = ℳ−+ 

olmak üzere, ℳ± = 〈𝑊, 𝑁±, 𝑉〉 komĢuluk modeline ℳ modelinin yarı-süzmesi 

(quasi-filtering) denir. 
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Böylece bir yarı-süzgeç kendi öz yarı-süzmesi ile bir olan bir komĢuluk modelidir. 

Öte yandan, bir komĢuluk modelinin eklemesi, arakesit kapanıĢı ya da yarı-süzmesi 

genelde denk bir model üretmez.  
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BÖLÜM 5 

SEMANTĠKLERĠN KARġILAġTIRILMASI 

Önceki bölümlerde modal lojik bağıntısal, topolojik ve komĢuluk semantiklerine 

göre ele alındı. Bu bölümde bir diğer semantik -cebirsel- tanımlanacak ve dört 

semantiğin aralarındaki iliĢkiler ortaya çıkarılacaktır. Hangi semantik olursa olsun bir 

Ģekilde bağıntısal semantik ile olan bağlarını korumaktadır.  

5.1. Cebirsel Semantik: Modal Cebirler      

Cebirsel semantiğin ana fikri, modal formülleri terimler olarak kabul etmek ve uygun 

cebir tipinde onları değerlendirmektir. Modal lojik için uygun cebir türü Operatörlü 

Boole cebirleri (Boolean Algebras with Operations), BAO, dir. 

5.1.1. Motivasyon 

Cebirde Gösterilim Teoremi (Representation Theorem) soyut matematiksel yapıları 

somut küme-kuramsal yapılarla göstermeyi amaçlar. Lojikte bu, tamlık teoremlerinin 

amaçladığına hayli benzer bir durumdur: Her soyut cebir bir somut cebire izomorftur. 

Ġki örnek verelim. 

Cayley Teoremi Her sonlu grup bir permütasyonlar kümesine izomorftur. 

Stone Gösterilim Teoremi Her soyut Boole cebiri bir kümeler cismine izomorftur. 

Jónsson ve Tarski (1952) BAO için aĢağıdaki teoremi kanıtladılar: 

Her soyut BAO bir bağıntısal yapı olarak gösterilebilir. 

Bu teorem günümüzde modal lojik için köĢe taĢı teorem olarak değerlendirilir. 

5.1.2. Modal Cebirler 

𝐋 bir modal lojik ve ℱ önermesel modal formüllerin kümesi olsun. ℱ üzerinde bir ~ 

denklik bağıntısı 

𝜑~𝜓 ⟺ 𝐋 ⊢ 𝜑 ↔ 𝜓 
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gibi tanımlansın. Burada amaç her 𝐋 lojiği ve her 𝜑 formülü için cebirsel semantiğin 

tamlığını ifade eden aĢağıdaki teoremi kanıtlamaktır. 

Teorem 5.1.2.1. 𝐋 ⊢ 𝜑 ancak ve ancak 𝜑 her 𝐋-modal cebirde geçerlidir. 

Kanıt için bazı kavram ve sonuçlar verilecektir. 

Tanım 5.1.2.2. Bir Boole cebiri (2, 2, 1, 0, 0) tipli bir ℬ = (𝐵, +, ×, ′, 0, 1) 

cebirsel yapıdır öyle ki +  ve ×  iĢlemleri değiĢmeli, birleĢmeli ve birbiri üzerine 

dağılmalıdır ve 1-li iĢlem ′ , tümleyen, 𝑥 + 𝑥′ = 1  ve 𝑥 × 𝑥′ = 0  denklemlerini 

sağlar. Sıfırlı iĢlemler ya da sabitler, 0 ve 1, 𝑥 × 1 = 𝑥 ve 𝑥 + 0 = 𝑥 denklemlerini 

sağlar. 

Boole cebirleri önermeler lojiğinin bir cebirsel yansımasıdır. Bunun için + iĢlemini 

∨, × iĢlemini ∧, ′ iĢlemini ≦, 0 sabitini ⊥ ve 1 sabitini ⊤ ve nihayet = bağıntısını ↔ 

olarak yorumlamak yeterlidir.     

Tanım 5.1.2.3. Bir operatörlü Boole cebiri, BAO, bir 𝒜 = (ℬ, 𝑚) ikilisidir öyle ki 

ℬ  bir Boole cebiri ve 𝑚 , ℬ  üzerinde 𝑚(𝑥 + 𝑦) = 𝑚(𝑥) + 𝑚(𝑦)  ve 𝑚(0) = 0 

denklemlerini sağlayan 1-li bir operatördür. 

Önerme 5.1.2.4. 𝑚  operatörü modal dilin seçimine göre tanımlanabilir. Eğer   

operatörü ile çalıĢılıyorsa 𝑚 tanımdaki denklemleri sağlar; □ söz konusu ise o zaman 

𝑚  operatörünün 𝑚(𝑥 × 𝑦) = 𝑚(𝑥) × 𝑚(𝑦)  ve 𝑚(1) = 1  denklemlerini sağlaması 

istenir. 

Bu denklem ikililerinin lojik karĢılıkları 

 (𝜑 ∨ 𝜓) ↔ ( 𝜑 ∨ 𝜓) 

 ⊥↔⊥ 

ve 

□(𝜑 ∧ 𝜓) ↔ (□𝜑 ∧ □𝜓) 

□⊤ ↔ ⊤ 

dir. Böylece temel modal dilin tüm bileĢenlerinin cebirsel yansımaları açıklık 

kazanmıĢ olur.  

Operatörlü Boole cebirlerinde temel modal dil alıĢılmıĢ cebirsel tarzla yorumlanır; 

öyle ki; 𝒜 bir BAO ve 𝜑 bir modal formül olsun. Her bir önerme değiĢkeni cebirin 
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bir elemanı ve her bir lojik operatörü karĢılık gelen cebirsel iĢlem olarak yorumlanır. 

Daha açık biçimde 𝑃𝑟𝑜𝑝  önerme değiĢkenlerinin kümesi olmak üzere, cebirsel 

değerlendirme denilen, 𝑉: 𝑃𝑟𝑜𝑝 → 𝒜 fonksiyonunu tanımlayalım. 𝑉 her bir önerme 

değiĢkenini ℬ‟ nin bir elemanına uygulamaktadır. 𝑉‟ nin doğal olarak ℱ  kümesine 

aĢağıdaki gibi geniĢletildiği açıktır: 

𝑉(𝜑 ∨ 𝜓) = 𝑉(𝜑) + 𝑉(𝜓) 

𝑉(𝜑 ∧ 𝜓) = 𝑉(𝜑) × 𝑉(𝜓) 

𝑉(≦𝜑) = 𝑉(𝜑)′ 

𝑉( 𝜑) = 𝑚(𝑉(𝜑)) 

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝒜  olmak üzere �⃗� = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)  dizisi 𝒜 ‟ da hem önerme 

değiĢkenlerine hem biraysel değiĢkenlere bir atama olarak değerlendirilebilir. Bunun 

üzerine bir 𝜑 formülünün 𝒜‟ da doğruluğu ve geçerliliği tanımlanabilir. 

Tanım 5.1.2.5. Bir 𝜑 formülü 𝒜‟ da �⃗� ataması altında doğrudur eğer ve yalnız eğer 

atamanın değeri 1‟ dir, yani 𝑉(𝜑(�⃗�)) = 1. Eğer her 𝑉 için 𝑉(𝜑) = 1 ise, 𝜑 formülü 

𝒜‟ da geçerlidir denir. 𝐋 lojiğinin her formülü 𝒜‟ da geçerli ise 𝒜‟ ya 𝐋‟ nin bir 

modal cebiri ya da 𝐋-modal cebiri denir.    

 Gözlem 5.1.2.6. 𝑳(𝒜), 𝒜’ da geçerli formüllerin kümesi olsun. Bu kümeye bazen 

𝒜 cebirinin lojiği de denir. 𝒜‟ da geçerli 𝑢 = 𝑤 denklemi 𝑳(𝒜)‟ da 𝑳 ⊢ 𝑢 ↔ 𝑤 ya 

da 𝑢 ↔ 𝑤 = 1 ‟ e denktir; 𝑢 → 𝑤, 𝑢′ + 𝑤  ve 𝑢 ↔ 𝑤, (𝑢 → 𝑤) × (𝑤 → 𝑢)  olarak 

alınır. Bunun üzerine aĢağıdaki sonuç açıktır. 

Önerme 5.1.2.7. 𝒜 herhangi bir cebir olsun.  

(i)  𝑳(𝒜) tüm klasik totolojileri içerir ancak ve ancak 𝒜 bir Boole cebiridir. 

(ii) 𝑳(𝒜)  bir lojiktir ancak ve ancak 𝒜  bir Boole cebiridir ve 𝑚(1) = 1,

𝑚(𝑥 → 𝑦) → (𝑚𝑥 → 𝑚𝑦) = 1 denklemleri 𝒜‟ da doğrudur.                     ⊠  

Bu önerme ıĢığında Boole cebirinde 𝑚1 = 1  ve 𝑚(𝑥 → 𝑦) → (𝑚𝑥 → 𝑚𝑦) = 1 

denklem ikilisi 𝑚1 = 1  ve 𝑚(𝑥 × 𝑦) = 𝑚𝑥 ×𝑚𝑦  denklem ikilisine denk olduğu 

için 𝐊-modal cebirlerinin tanımı daha genel olan aĢağıdaki tanıma denktir. 

Tanım 5.1.2.8. Bir modal cebir bir 𝒜 = (ℬ, 𝑚)  ikilisidir öyle ki ℬ  bir Boole 

cebiridir ve 𝑚, ℬ üzerinde 𝑚(1) = 1 ve 𝑚(𝑥 × 𝑦) = 𝑚𝑥 ×𝑚𝑦 doğru olacak Ģekilde 

birli bir iĢlemdir.  
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5.2. Cebirsel Tamlık      

𝑳 bir lojik; ~, ℱ üzerinde 

𝜑~𝜓 ⟺ 𝐋 ⊢ 𝜑 ↔ 𝜓 

olarak tanımlanan denklik bağıntısı ve ,𝜑-𝐋 = *𝜓 ∈ ℱ:𝜑~𝐋𝜓+ , 𝜑  formülünün 

denklik sınıfı olsun. ℱ ~𝐋
⁄ = *,𝜑-𝐋: 𝜑 ∈ ℱ+  kümesi üzerinde +, × ,   ′, 0, 1 

iĢlemlerini aĢağıdaki gibi tanımlayalım: 

,𝜑-𝐋 + ,𝜓-𝐋 = ,𝜑 ∨ 𝜓-𝐋 

,𝜑-𝐋 × ,𝜓-𝐋 = ,𝜑 ∧ 𝜓-𝐋 

,𝜑-𝐋
′ = ,≦𝜑-𝐋 

0 = ,⊥-𝐋, 1 = ,≦⊥-𝐋 = ,⊤-𝐋. 

O zaman 𝒰 = (ℱ ~𝐋
⁄ , +, ×, ′, 0, 1) bir Boole cebiridir ve Klasik önermeler 

lojiğinin özellikleri 𝒰‟ da ifade edilebilir. Modal operatör □, ℱ ~𝐋
⁄  üzerinde 

𝑚,𝜑-𝐋 = ,□𝜑-𝐋 

olarak alınır. 

Tanım 5.2.1. 𝒜𝐋 = (𝒰, 𝑚) cebirine 𝐋 modal lojiğinin Lindenbaum-Tarski cebiri 

denir. 

𝐋 lojiği olarak 𝐊‟ yı seçelim ve Teorem 5.1.2.1‟ i yeniden ifade edelim: 

Teorem (Cebirsel Tamlık Teoremi) 𝜑  herhangi bir modal formül, 𝐊  minimal 

normal modal lojik ve 𝑉 keyfi bir cebirsel değerlendirme olmak üzere; 

𝜑 ∈ 𝐊 ancak ve ancak 𝑉(𝜑) = 1 

dir.  

Kanıt. Kanıt için kilit nokta 𝐊 lojiği için Lindenbaum-Tarski cebirini oluĢturmaktır. 

,𝜑- = *𝜓:𝜓~𝐊𝜑+ = *𝜓:𝐊 ⊢ 𝜑 ↔ 𝜓+  denklik sınıfları için 𝒜𝐊 = *,𝜑-: 𝜑 ∈ ℱ+, 𝐊 ‟ 

nın Lindenbaum-Tarski cebiri olsun. 𝒜𝐊 üzerinde iĢlemler alıĢılmıĢ Ģekilde bağlaçlar 

yardımıyla tanımlanır. Tüm ve sadece 𝐊 -kanıtlanabilir formüller bu cebirde 1 

değerini alır, dolayısıyla teoremin sonucu elde edilir.                                               ⊠ 
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Gözlem 5.2.2. Aslında bu teorem daha da güçlendirilebilir: 

“Her normal lojik bir cebirler sınıfına göre tamdır.” 

Bunun kanıtı 𝐊  için yapılan kanıtı kopyalamak ve ek aksiyomların koĢullarını 

sağlayan Lindenbaum-Tarski cebiri ile çalıĢarak yapılır. 

Normal modal lojikler için çatılara göre genel bir tamlık sonucu yoktur. O halde 

cebirsel be bağıntısal semantikler arasında önemli bir fark bulunmuĢ oldu. 

5.3. Semantiklerin KarĢılaĢtırılması      

Bu kesimde bağıntısal, komĢuluk ve cebirsel semantikler karĢılaĢtırılıyor ve 

bağıntısal semantiğin komĢuluk semantiğinin bir alt semantiği olduğu, komĢuluk 

semantiğinin de cebirsel semantiğin bir alt semantiği olduğu kanıtlanıyor. 

Tanım 5.3.1. 𝑆1 ve 𝑆2  aynı önermesel modal dil için iki semantik olsun. 𝑆1‟ deki 

yapılardan 𝑆2‟ deki yapılara formüllerin geçerliliğini koruyan ve bire-bir olan bir 

dönüĢüm varsa 𝑆1 semantiği 𝑆2 semantiğinin bir alt semantiğidir denir. 

Teorem 5.3.2. Bağıntısal semantik komĢuluk semantiğinin bir alt semantiğidir. 

Kanıt. 𝐹 = 〈𝑊, 𝑅〉  bir Kripke çatı olsun ve 𝑤 ∈ 𝑊  için 𝑤𝑅 = *𝑣 ∈ 𝑊:𝑤𝑅𝑣+ 

tanımlayalım. 𝐹 çatısı ile bağlantılı 𝑁𝐹 = 〈𝑊, 𝑁𝑅〉 komĢuluk çatısını aĢağıdaki gibi 

tanımlayalım: 

 𝑁𝑅:𝑊 → ℘(℘(𝑊))  

                 𝑤 ↦ 𝑁𝑅(𝑤) = *𝑈 ⊆ 𝑊:𝑤𝑅 ⊆ 𝑈+.  

O zaman 𝐹 → 𝑁𝐹  dönüĢümü bire-birdir. BaĢka bir deyiĢle, 𝑁𝐹1 = 〈𝑊, 𝑁𝑅1〉  ve 

𝑁𝐹2 = 〈𝑉, 𝑁𝑅2〉  komĢuluk çatıları için 𝑁𝐹1 = 𝑁𝐹2  ise 𝐹1 = 𝐹2  olduğu 

gösterilmelidir. Burada 𝐹1 = 〈𝑊, 𝑅1〉  ve 𝐹2 = 〈𝑉, 𝑅2〉  olduğunu belirtelim. 

ġimdi, 𝑁𝐹1 = 𝑁𝐹2  ise 𝑊 = 𝑉  ve 𝑁𝑅1 = 𝑁𝑅2 ‟ dir. Amaç 𝑅1 = 𝑅2  olduğunu 

göstermektir. 𝑁𝑅1 = 𝑁𝑅2  durumu, tanımları gereği, *𝑈 ⊆ 𝑊:𝑤𝑅1 ⊆ 𝑈+ = *𝑈 ⊆

𝑊:𝑤𝑅2 ⊆ 𝑈+ ve buradan da 𝑤𝑅1 = 𝑤𝑅2 eĢitliğini gerektirir. O halde 𝑅1 = 𝑅2‟ dir 

ve 𝐹‟ den 𝑁𝐹‟ ye önüĢüm bire-birdir. 

Formüllerin geçerliliğinin korunması.  

𝜑  herhangi bir önermesel modal formül olsun. 𝑉: 𝐴𝑡 → ℘(𝑊)  değerlendirme 

fonksiyonu 𝑁𝐹 = 〈𝑊, 𝑁𝑅〉 çatısı üzerindeki değerlendirme fonksiyonu ile çakıĢır, 
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çünkü 𝑊 kümesi her iki çatıda aynıdır. 𝑉 fonksiyonunun formüllere geniĢlemesinde  

𝐹 ⊨ 𝜑 ⇔ 𝑁𝐹 ⊨ 𝜑 

iddiasını kanıtlayacağız. 

Kanıt 𝜑  formülünün karmaĢıklığı üzerinde tümevarımla yapılır. 𝜑‟ nin atomik ve 

Boole bağlaçlı yapısı için kanıt açıktır. Modal durumu ele alalım. 

𝜑 = □𝜓  olsun. ℳ𝑅 = 〈𝑊, 𝑅, 𝑉〉  bağıntısal ve ℳ𝑁 = 〈𝑊, 𝑁, 𝑉〉  komĢuluk 

modelleri verilsin. Herhangi bir 𝑤 ∈ 𝑊 dünyası için 

ℳ𝑅 , 𝑤 ⊨ □𝜓 ⇔ ∀𝑣 ∈ 𝑊(𝑣 ∈ 𝑤𝑅 ⇒ ℳ𝑅 , 𝑣 ⊨ 𝜓), 

yani 𝑤𝑅 ⊆ ,∣ 𝜓 ∣-ℳ
𝑅
‟ dir. Ama bu,    

ℳ𝑁 , 𝑤 ⊨ □𝜓 ⇔ ,∣ 𝜓 ∣-ℳ
𝑁
∈ 𝑁(𝑤) 

ile aynı Ģeyi söyler. Böylece modeller keyfi ya da 𝑉 keyfi olduğu için 

𝐹 ⊨ 𝜑 ⇔ 𝑁𝐹 ⊨ 𝜑 

elde edilir.                                                                                                             ⊠  

Teorem 5.3.3. KomĢuluk semantiği cebirsel semantiğin bir alt semantiğidir. 

Kanıt. Bir 𝒩 = 〈𝑊, 𝑁〉  komĢuluk çatısı ile bağlantılı bir 𝒜𝒩 = (ℬ, 𝑚𝑁) 

operatörlü Boole cebiri çatısını aĢağıdaki gibi tanımlayalım: 

ℬ = (℘(𝑊), ∪, ∩,   c
, ∅, 𝑊) , bir 𝑊  kümesinin kuvvet kümesinin oluĢturduğu 

Boole cebiri ve 𝑈 ⊆ 𝑊 için 

𝑚𝑁(𝑈) = *𝑤 ∈ 𝑊:𝑈 ∈ 𝑁(𝑤)+. 

O zaman 𝒩 → 𝒜𝒩  dönüĢümü bire-birdir. Gerçekten, 𝒩1 = 〈𝑊1, 𝑁1〉  ve 𝒩2 =

〈𝑊2, 𝑁2〉  komĢuluk çatıları için 𝒜𝒩1
= 𝒜𝒩2

 varsayalım ve buradan 𝒩1 = 𝒩2 

olduğunu gösterelim. ġimdi 𝒜𝒩1
= 𝒜𝒩2, 𝑊1 = 𝑊2 ve 𝑚𝑁1

= 𝑚𝑁2‟ yi gerektirir. Bu 

ise her 𝑋 ⊆ 𝑊1(= 𝑊2)  için *𝑤 ∈ 𝑊1: 𝑋 ∈ 𝑁1(𝑤)+ = *𝑤 ∈ 𝑊1: 𝑋 ∈ 𝑁2(𝑤)+ 

demektir. Buradan her 𝑋 ⊆ 𝑊1 ve her 𝑤 ∈ 𝑊1 için 𝑋 ∈ 𝑁1(𝑤) ⇔ 𝑋 ∈ 𝑁2(𝑤) ya da 

𝑁1(𝑤) = 𝑁2(𝑤)  sonuçlanır. 𝑤 ∈ 𝑊1  keyfi olduğu içinde 𝑁1 = 𝑁2  ve dolayısıyla 

𝒩1 = 𝒩2 elde edilir. 

Formüllerin geçerliliğinin korunması.  

Herhangi bir 𝜑  formülü için  



71 

𝒩 ⊨ 𝜑 ⇔ 𝒜𝒩 ⊨ 𝜑 

gösterilmelidir. Bunun için ,∣ 𝜑 ∣- kümesinin komĢuluk semantiğinde karĢılık geldiği 

kümenin (𝑊‟ nin bir alt kümesi) cebirsel semantikte karĢılık gelen küme ile aynı 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

𝜑  formülünün karmaĢıklığı üzerinde tümevarımla kanıt yapılacaktır. 

 𝜑 = 𝑝. O zaman 𝑉(𝑝),𝒩 ve 𝒜𝒩‟ de aynı kümedir. 

 𝜑 = ≦𝜓. O zaman ,∣ 𝜑 ∣- = ,∣ ≦𝜓 ∣- her iki semantikte 𝑊 dünyalar kümesine 

göre ,∣ 𝜑 ∣-𝑐 kümesine karĢılık gelir. 

 𝜑 = 𝜓 → 𝜃. O zaman 𝒩‟ de:   

,∣ 𝜑 ∣- = ,∣ 𝜓 → 𝜃 ∣- 

                                                               = ,∣ ≦𝜓 ∨ 𝜃 ∣- 

                                                               = ,∣ ≦𝜓 ∣- ∪ ,∣ 𝜃 ∣- 

                                                               = ,∣ 𝜓 ∣-𝑐 ∪ ,∣ 𝜃 ∣- 

             kümesi 𝒜𝒩‟ de aynı kümeye karĢılık gelir. 

 𝜑 = □𝜓. O zaman komĢuluk semantiğinde 

,∣ 𝜑 ∣- = *𝑤 ∈ 𝑊: ,∣ 𝜓 ∣- ∈ 𝑁(𝑤)+ 

             doğruluk kümesi 𝑚𝑁(,∣ 𝜑 ∣-) ile aynı kümedir. 

Böylece herhangi bir 𝜑 temel önermesel modal formülü için 

𝒩 ⊨ 𝜑 ⇔ 𝒜𝒩 ⊨ 𝜑 

kanıtlanmıĢ olur.                                                                                                 ⊠  

Bu iki teorem; bir bağıntısal çatının belli türden bir komĢuluk çatısı ve bir komĢuluk 

çatısının da belli türden bir cebirsel çatı olduğunu gösterir. 

Bağıntısal, komĢuluk ve cebirsel çatılar arasındaki bire-bir eĢlemeleri görebilmek 

için bazı tanımlar verilecektir. 

Tanım 5.3.4. Bir semantik altında normal lojik belirleyen bir çatıya normal denir. 

Tanım 5.3.5. Bir semantik altında klasik lojik belirleyen bir çatıya klasik denir. 
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Önerme 5.3.6. 𝒜 = (ℬ, 𝑚)  bir cebirsel (Boole) çatısı ve 𝑉, ℬ  üzerinde bir 

değerlendirme fonksiyonu olsun. O zaman herhangi 𝜑, 𝜓  formülleri için 

aĢağıdakiler vardır. 

(i) 𝑉(𝜑 ∧ 𝜓) = 𝑉(𝜑) ∩ 𝑉(𝜓)   (ya da 𝑉(𝜑) × 𝑉(𝜓))  

(ii) 𝑉(𝜑 ∨ 𝜓) = 𝑉(𝜑) ∪ 𝑉(𝜓)   (ya da 𝑉(𝜑) + 𝑉(𝜓))  

(iii) 𝑉(𝜑 → 𝜓) = 1 ⇔ 𝑉(𝜑) ≤ 𝑉(𝜓)  

(iv)  𝑉(𝜑 ↔ 𝜓) = 1 ⇔ 𝑉(𝜑) = 𝑉(𝜓)  

Kanıt. (i) ve (ii) Ģıkları aĢikardır. 

(iii) 𝑉(𝜑 → 𝜓) = 𝑉(≦𝜑 ∨ 𝜓) = 1 ⇔ 𝑉(≦𝜑) ∪ 𝑉(𝜓) = 1 

                                                    ⇔ (𝑉(𝜑) ∩ 𝑉(𝜓)𝑐)𝑐 = 1 

                                                    ⇔ 𝑉(𝜑) ∩ 𝑉(𝜓)𝑐 = 0 

                                                           ⇔ 𝑉(𝜑) ≤ 𝑉(𝜓). 

(iv) 𝑉(𝜑 ↔ 𝜓) = 1 ⇔ 𝑉((𝜑 → 𝜓) ∧ (𝜓 → 𝜑)) = 1 

                            ⇔ 𝑉(𝜑 → 𝜓) ∩ 𝑉(𝜓 → 𝜑) = 1 

                            ⇔ 𝑉(𝜑 → 𝜓) = 1 ve 𝑉(𝜓 → 𝜑) = 1 

                                   ⇔ 𝑉(𝜑) ≤ 𝑉(𝜓) ve 𝑉(𝜓) ≤ 𝑉(𝜑) 

                                   ⇔ 𝑉(𝜑) = 𝑉(𝜓).                                                                 ⊠  

Teorem 5.3.7. Her cebirsel (dolayısıyla her komĢuluk, her bağıntısal) çatı klasiktir. 

Kanıt. 𝒜 = (ℬ, 𝑚)  bir cebirsel çatı olsun. 𝒜 ‟ nın 𝜑 ↔ 𝜓 □𝜑 ↔ □𝜓⁄  kuralını 

gerçeklediğini ya da bu kuralın 𝒜‟ da geçerli olduğunu göstermemiz gerekiyor. 𝒜 ⊨

𝜑 ↔ 𝜓 ve 𝑉, 𝒜  üzerinde herhangi bir değerlendirme fonksiyonu olsun. O zaman 

𝑉(𝜑 ↔ 𝜓) = 1  ve Önerme 5.3.6 (iv)‟ den 𝑉(𝜑) = 𝑉(𝜓)  elde edilir, dolayısıyla 

𝑚(𝑉(𝜑)) = 𝑚(𝑉(𝜓)), yani 𝑉(□𝜑) = 𝑉(□𝜓)‟ dir. Bu ise Önerme 5.3.6 (iv) uyarınca 

𝑉(□𝜑 ↔ □𝜓) = 1 demektir ve buradan 𝒜 ⊨ □𝜑 ↔ □𝜓 gösterilmiĢ olur.              ⊠  

Lemma 5.3.8. (Gerson, 1974) 𝐋  bir klasik lojik olsun. 𝐋 , 𝜑 □𝜑⁄  kuralına kapalı 

olsun. O zaman 𝐋 ⊢ □(𝑝 → 𝑞) → (□𝑝 → □𝑞)  ancak ve ancak 𝐋 ⊢ □(𝑝 ∧ 𝑞) ↔

(□𝑝 ∧ □𝑞)‟ dir.                                                                                                           ⊠   

AĢağıda verilen sonuçlar (Gerson, 1974)‟ den esinlenerek kanıtlanmıĢtır. 
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Teorem 5.3.9. 𝒜 = (ℬ, 𝑚) cebirsel çatısı normaldir ancak ve ancak 𝑚(1) = 1 ve 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵 için 𝑚(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑚(𝑥) ∧ 𝑚(𝑦)‟ dir. 

Kanıt.  

KoĢul Gerektir: 𝒜 ‟ nın normal olduğunu var sayalım. O zaman 𝒜 ⊨ 𝑝 → 𝑞  ise 

𝒜 ⊨ □(𝑝 → 𝑞), yani 𝑉(□(𝑝 → 𝑞)) = 1‟ dir. Ama 𝑉(□(𝑝 → 𝑞)) = 𝑚(𝑉(𝑝 → 𝑞)) =

1, dolayısıyla 𝑚(1) = 1‟ dir. ġimdi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵  için 𝑉(𝑝) = 𝑥  ve 𝑉(𝑞) = 𝑦  olsun. 𝒜 

normal varsayıldığı için Lemma 5.3.8 uyarınca 𝒜 ⊢ □(𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (□𝑝 ∧ □𝑞)  ve 

buradan 𝑉(□(𝑝 ∧ 𝑞)) = 𝑉(□𝑝 ∧ □𝑞)  ya da 𝑚(𝑉(𝑝 ∧ 𝑞)) = 𝑚(𝑉(𝑝)) ∧ 𝑚(𝑉(𝑞)) , 

yani 𝑚(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑚(𝑥) ∧ 𝑚(𝑦) elde edilir.              

KoĢul Yeterdir: 𝑚(1) = 1  ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵  için 𝑚(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑚(𝑥) ∧ 𝑚(𝑦) 

varsayalım, 𝒜 ‟ nın normal olduğunu göstermemiz gerekiyor. 𝑉, 𝒜  üzerinde 

herhangi bir değerlendirme fonksiyonu, 𝜑  bir formül ve 𝒜 ⊨ 𝜑  olsun. O zaman 

𝑉(𝜑) = 1 ‟ dir ve buradan 𝑉(□𝜑) = 𝑚(𝑉(𝜑)) = 𝑚(1) = 1  olur ki bu 𝒜 ⊨ □𝜑 

demektir. Öte yandan hipotez uyarınca 𝑚(𝑉(𝑝) ∧ 𝑉(𝑞)) = 𝑚(𝑉(𝑝)) ∧ 𝑚(𝑉(𝑞)) 

eĢitliği 𝒜‟ nın Teorem 5.3.7 gereği normal olduğunu gösterir.  ⊠ 

Tanım 5.3.10. 𝑊  boĢtan farklı bir küme ve ℘(𝑊),𝑊 ‟ nin kuvvet kümesi olsun. 

℘(𝑊)‟ nin aĢağıdaki koĢulları sağlayan her ℱ alt kümesine bir süzgeç (filter) denir. 

(f1) 𝑊 ∈ ℱ  (ℱ ≠ ∅); 

(f2) 𝑈, 𝑉 ∈ ℱ ise 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ ℱ 

(f3) 𝑈 ∈ ℱ ve 𝑈 ⊆ 𝑉 ise 𝑉 ∈ ℱ‟ dir. 

BoĢ kümeyi içermeyen bir süzgece öz süzgeç (proper filter) denir. 

Teorem 5.3.11. Bir 𝒩 = 〈𝑊, 𝑁〉 komĢuluk çatısı normaldir ancak ve ancak her bir 

𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑁(𝑤) bir süzgeçtir.                          

Kanıt.  

KoĢul Gerektir: 𝒩 çatısının normal olduğunu varsayalım ve her 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑁(𝑤)‟ 

nin (f1), (f2), (f3) koĢullarını sağladığını gösterelim. 

(f1) 𝑁(𝑤) ≠ ∅: her 𝑤 ∈ 𝑊  için 𝑝 → 𝑝 bir totoloji olduğundan 𝒩,𝑤 ⊨ 𝑝 → 𝑝‟ dir.   

𝒩‟ nin normal olması, 𝒩,𝑤 ⊨ □(𝑝 → 𝑝)‟ yi gerektirir ki bu 𝑤 dünyasının 𝑝 → 𝑝‟ 
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nin ,∣ 𝑝 → 𝑝 ∣- = 𝑊  doğruluk kümesine ait olması demektir. KomĢuluk semantiği 

tanımından 

𝒩,𝑤 ⊨ □(𝑝 → 𝑝) ⇒ ,∣ 𝑝 → 𝑝 ∣- = 𝑊 ∈ 𝑁(𝑤) 

sonuçlanır ve bu 𝑁(𝑤)‟ nin boĢ olmadığını gösterir. 

(f2) 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤) ve 𝑌 ∈ 𝑁(𝑤) ve 𝑉 değerlendirme fonksiyonu için 𝑉(𝑝) = 𝑋, 𝑉(𝑞) =

𝑌  diyelim. KomĢuluk semantiği tanımından 𝑤 ∈ ,∣ □𝑝 ∣- ∩ ,∣ □𝑞 ∣- = ,∣ □𝑝 ∧ □𝑞 ∣- 

ve Lemma 5.3.8‟ den 𝑤 ∈ ,∣ □(𝑝 ∧ 𝑞) ∣- elde edilir. Böylece 𝑋 ∩ 𝑌 = ,∣ 𝑝 ∧ 𝑞 ∣- ∈

𝑁(𝑤)‟ dir. 

(f3) 𝑋 ∈ 𝑁(𝑤) olsun ve 𝑋 ⊆ 𝑌  varsayalım. 𝑉, 𝑉(𝑝) = 𝑌  ve 𝑉(𝑞) = 𝑋  Ģeklinde bir 

değerlendirme fonksiyonu olsun. O zaman 𝑉(𝑝 ∧ 𝑞) = ,∣ 𝑝 ∧ 𝑞 ∣- = 𝑌 ∩ 𝑋 = 𝑋 ∈

𝑁(𝑤), dolayısıyla 𝑤 ∈ ,∣ □(𝑝 ∧ 𝑞) ∣-‟ dir. ġimdi 𝑝 ∧ 𝑞 → 𝑝‟ nin bir totoloji, 𝒩‟ nin 

normal ve 𝒩 ⊢ 𝑝 ∧ 𝑞 → 𝑝  olmasından 𝒩 ⊢ □(𝑝 ∧ 𝑞) → □𝑝  sonuçlanır. Böylece 

𝑉(□(𝑝 ∧ 𝑞) → □𝑝) = 1 ‟ dir ve 𝑤 ∈ ,∣ □(𝑝 ∧ 𝑞) ∣-  olduğu için 𝑤 ∈ ,∣ □𝑝 ∣- , yani 

𝑌 = ,∣ □𝑝 ∣- ∈ 𝑁(𝑤) olmalıdır. 

Neticede her bir 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑁(𝑤)‟ nin bir süzgeç olduğu gösterilmiĢ oldu. 

KoĢul Yeterdir: Her bir 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑁(𝑤)‟ nin bir süzgeç olduğunu varsayalım. 𝒩‟ 

nin normal olduğunu göstermek için Teorem 5.3.7 ve Lemma 5.3.8 sayesinde 𝜑 □𝜑⁄  

kuralının geçerliliği koruduğunu ve 𝒩 ⊢ □(𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (□𝑝 ∧ □𝑞)  olduğunu 

kanıtlamak yeterlidir. 

𝒩 ⊨ 𝜑  varsayalım; o zaman her 𝑉  değerlendirme fonksiyonu için 𝜑, 𝑊 ‟ nin her 

dünyasında doğrudur, yani ,∣ 𝜑 ∣- = 𝑊‟ dir. ġimdi (f1) ve (f2)‟ den her 𝑤 ∈ 𝑊 için 

𝑊 ∈ 𝑁(𝑤)‟ dir, dolayısıyla ,∣ □𝜑 ∣- = 𝑊 olması 𝒩 ⊨ □𝜑 demektir. Böylece 𝜑 □𝜑⁄  

gereklilik kuralının geçerliliği koruduğu gösterilmiĢ oldu. 

ġimdi 𝑤 ∈ 𝑉(□(𝑝 ∧ 𝑞)) = ,∣ □(𝑝 ∧ 𝑞) ∣-  varsayalım. Buradan ,∣ 𝑝 ∧ 𝑞 ∣- ∈ 𝑁(𝑤) 

çıkar ve ,∣ 𝑝 ∧ 𝑞 ∣- ⊆ ,∣ 𝑝 ∣- ∩ ,∣ 𝑞 ∣- ⊆ ,∣ 𝑝 ∣-, ,∣ 𝑞 ∣-  olduğu açıktır. Böylece (f3) 

uyarınca ,∣ 𝑝 ∣- ∈ 𝑁(𝑤)  ve ,∣ 𝑞 ∣- ∈ 𝑁(𝑤) ‟ dir; bu ise 𝑤 ∈ ,∣ □𝑝 ∣- ∩ ,∣ □𝑞 ∣- = ,∣

□𝑝 ∧ □𝑞 ∣-‟ yı gerektirir. ġimdi 𝑤 ∈ ,∣ □𝑝 ∧ □𝑞 ∣-  ise 𝑤 ∈ ,∣ □𝑝 ∣-  ve 𝑤 ∈ ,∣ □𝑞 ∣- 

ya da ,∣ 𝑝 ∣- ∈ 𝑁(𝑤) ve ,∣ 𝑞 ∣- ∈ 𝑁(𝑤)‟ dir. Ayrıca (f2)‟ den ,∣ 𝑝 ∧ 𝑞 ∣- ∈ 𝑁(𝑤) ya da 

𝑤 ∈ ,∣ □(𝑝 ∧ 𝑞) ∣-‟ ye ulaĢılır. Neticede ,∣ □(𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (□𝑝 ∧ □𝑞) ∣- = 𝑊 olur ki bu 

𝒩 ⊨ □(𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (□𝑝 ∧ □𝑞) demektir. Böylece 𝒩‟ nin normal olduğu kanıtlanmıĢ 

olur.                                                                                                                             ⊠ 
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Gözlem 5.3.12. Bir noktanın komĢuluklarının kümesi üzerinde öyle bir komĢuluk 

fonksiyonu tanımlanabilir ki oluĢan komĢuluk çatısı normal olmasın. Bu yüzden 

bağıntısal çatıları komĢuluk çatıları olarak değerlendirirsek her komĢuluk çatısının 

bir bağıntısal çatı olmadığını görürüz. Ancak kendimizi normal çatılara kısıtlarsak 

Ģöyle bir soru sorulabilir: 

“Bağıntısal çatılar (a izomorf) olmayan normal komĢuluk çatıları var mıdır ve varsa 

bağıntısal çatılar (a izomorf) olan komĢuluk çatıları nasıl karakterize edilebilir?” 

Bu soruya aĢağıdaki teoremde yanıt veriliyor. 

Teorem 5.3.13. Bir 𝒩 = 〈𝑊, 𝑁〉 komĢuluk çatısı bir bağıntısal çatıya izomorftur 

ancak ve ancak her bir 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑁(𝑤) bir esas süzgeçtir. 

Kanıt.  

KoĢul Gerektir: Bir 𝐹 = 〈𝑈, 𝑅〉  bağıntısal çatısı için 𝒩 ‟ nin 𝒩𝐹 ‟ ye izomorf 

olduğunu varsayalım. Aslında 𝒩 ‟ nin 𝒩𝐹  olduğunu, böylece 𝑊 = 𝑈  ve 𝑁 = 𝑁𝑅 

alınabildiğini varsayabiliriz. O zaman 𝑤 ∈ 𝑊  için 𝑁(𝑤) = 𝑁𝑅(𝑤) = *𝑋 ⊆

𝑊:𝑤𝑅 ⊆ 𝑋+‟ dir ve bu, 𝑤𝑅 tarafından üretilen esas süzgeçtir. 

KoĢul Yeterdir: Her 𝑤 ∈ 𝑊 için 𝑁(𝑤)‟ nin bir esas süzgeç olduğunu varsayalım ve  

𝒩 = 𝒩𝐹 olduğunu gösterelim. 𝑊 üzerinde bir 𝑅 bağıntısını 

𝑤𝑅𝑣 ⇔ 𝑣 ∈ 𝑁, her 𝑁 ∈ 𝑁(𝑤) için 

olarak tanımlayalım. 𝑁(𝑤)  esas süzgeç olduğundan 𝑁 ∈ 𝑁(𝑤)  ise 𝑀 ⊆ 𝑁  olacak 

Ģekilde bir 𝑀 ∈ 𝑁(𝑤) vardır. O halde 𝑤𝑅𝑣 ⇔ 𝑣 ∈ 𝑀 ve buradan da 𝑁 ∈ 𝑁𝑅(𝑤) ⇔

𝑤𝑅 = *𝑣: 𝑣 ∈ 𝑀+ = 𝑀 sonuçlanır. Bu ise 𝑁𝑅(𝑤) = 𝑁(𝑤), yani 𝑁𝑅 = 𝑁  demektir. 

Dolayısıyla 𝒩 = 𝒩𝐹 gösterilmiĢ oldu.                                                                      ⊠  

Tanım 5.3.14. Her alt kümesinin bir supremumu ve bir infimumu olan bir Boole 

cebirine tam (complete) Boole cebiri denir. Boole cebirinin bir atomu sıfırdan farklı 

bir 𝑎  elemanıdır öyle ki cebirin herhangi bir 𝑏  elemanı için 0 < 𝑏 < 𝑎  doğru 

olmasın. Her sıfırdan farklı elemanı bir atomun üzerinde olan bir Boole cebirine 

atomik denir. 

Teorem 5.3.15. Bir 𝒰 = 〈ℬ, 𝑚〉 cebirsel çatısı bir komĢuluk çatısına izomorftur 

ancak ve ancak ℬ bir tam atomik Boole cebiridir. 

Kanıt. (Gerson, 1974).                                                                                       ⊠             
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BÖLÜM 6 

SEZGĠSEL ÖNERMELER LOJĠĞĠ ĠÇĠN SEMANTĠKLER 

Klasik önermeler lojiğinin bir formülünün standart semantiği, formüldeki önerme 

değiĢkenlerine 𝟐 = *0, 1+  Boole cebrinde ya da iki elemanlı diğer her hangi bir 

Boole cebrinde bir doğruluk değeri atanarak tanımlanır. ℙ = *𝑝, 𝑞, 𝑟, … +  sonsuz 

sayılabilir çoklukta önerme değiĢkenlerinin kümesini göstermek üzere böyle bir 

atama 𝑉:ℙ → 𝟐  fonksiyonu ile yapılır ve bu fonksiyona bir değerlendirme 

(valuation) fonksiyonu denir. 𝔽𝐶 önermeler lojiğinin formüller kümesini göstermek ü

zere 𝑉 fonksiyonu 𝔽𝐶 kümesine aĢağıdaki gibi geniĢletilebilir: Her  𝜑, 𝜓 ∈ 𝔽𝐶 için 

𝑉(≦𝜑) = ≦𝑉(𝜑) 

𝑉(𝜑 ∧ 𝜓) = 𝑉(𝜑) ∧ 𝑉(𝜓) 

𝑉(𝜑 ∨ 𝜓) = 𝑉(𝜑) ∨ 𝑉(𝜓) 

𝑉(𝜑 → 𝜓) = 𝑉(𝜑) → 𝑉(𝜓) 

Burada ∧, ∨, →, ℙ  üzerinde önerme bağlaçları ve ≦  değilleme iĢlemidir. 

Gerektiğinde, ≦𝜑,𝜑 →⊥ olarak alınacaktır ve ⊥ yanlıĢı, ⊤ ise doğruyu gösterecektir. 

Her 𝑉:ℙ → 𝟐 için 𝑉(𝜑) = ⊤ (ya da 1) ise 𝜑 formülüne geçerli (valid) formül denir. 

Klasik önermeler lojiğinin Tamlık Teoremi (Completeness Theorem)’ ne göre 𝜑 

formülü 𝐂𝐏’ de kanıtlanabilirdir ancak ve ancak 𝜑  formülü geçerlidir. 𝟐  Boole 

cebiri yerine keyfi bir 𝔹 Boole cebiri alınabilir ve değer atama kavramı bu cebire 

geniĢletilebilir. Her 𝑉:ℙ → 𝔹 fonksiyonu için 𝑉(𝜑) = ⊤ ise 𝜑 formülü 𝔹-geçerlidir 

denir. ġimdi 𝐂𝐏 lojiği için iyi bilinen tamlık teoreminin aĢağıdaki versiyonu ifade 

edilebilir: 

 𝜑 formülü 𝐂𝐏 lojiğinde kanıtlanabilirdir ancak ve ancak her 𝔹 Boole cebiri için 𝔹-

geçerlidir.                                                                                                                  ⊠ 
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Aynı Ģekilde 𝐈𝐏𝐂  için bir semantik tanımlanabilir, ancak bu durumda doğruluk 

değerleri Boole cebiri yerine bir ℍ  Heyting cebirine ait olacaktır. Bir ℍ -

değerlendirme bir 𝑉:ℙ → ℍ fonksiyonudur ve formüllerin kümesine geniĢletilebilir. 

Her 𝑉:ℙ → ℍ değerlendirmesi için 𝑉(𝜑) = ⊤ ise 𝜑 formülü ℍ-geçerlidir denir. 

Tanım 6.1. (Heyting gerektirme) 𝛤  sonlu bir formüller kümesi ve 𝜑  bir formül 

olsun. Her 𝑉  ℍ-değerlendirmesi için 𝑉(⋀𝛤) ≤ 𝑉(𝜑)  ise 𝛤, 𝜑  formülünü Heyting 

gerektirir ya da  𝛤, 𝜑‟ nin bir ℍ-sonucudur denir ve 𝛤 ⊨ ℍ𝜑 ile gösterilir. 

Notasyon 6.2. Bu tanımda 𝛤 = *𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑛+  ise ⋀𝛤 , 𝜑1 ∧ 𝜑2 ∧ …∧ 𝜑𝑛 

ifadesinin kısa yazılıĢıdır. Ayrıca sezgisel önermeler lojiği 𝐈𝐏𝐂‟ ya da 𝐈𝐧𝐭 olarak ve 

önermeler lojiği 𝐂𝐏 olarak kısaltılacaktır. 

Sezgisel önermeler lojiği, 𝜑 ∨ ≦𝜑 ya da ≦≦𝜑 → 𝜑 çifte değilleme yasası olmadan 

kısaca klasik önermeler lojiği olarak tanımlanabilir. Aksiyomları ve kuralları 

aĢağıdaki gibidir: 

Aksiyomlar 𝜑, 𝜓 ∈ 𝔽𝐶 için 

 𝜑 → (𝜓 → 𝜑) 

 (𝜑 → (𝜓 → 𝜒)) → ((𝜑 → 𝜓) → (𝜑 → 𝜒)) 

 𝜑 → (𝜓 → 𝜑 ∧ 𝜓) 

Kurallar 

𝜑       𝜓

𝜑∧𝜓
 (∧ 𝐼)              

𝜑∧𝜓

𝜑
 (∧ 𝐸1)             

𝜑∧𝜓

𝜓
 (∧ 𝐸2) 

−ℎ
𝜑
⋮
𝜓

𝜑→𝜓
 (→ 𝐼, ℎ)          

𝜑→𝜓        𝜑

𝜓
 (→ 𝐸 𝑦𝑎 𝑑𝑎 𝑀𝑃) 

𝜑

𝜑∨𝜓
 (∨ 𝐼1)              

𝜓

𝜑∨𝜓
 (∨ 𝐼2)               

⊥

𝜑
 (⊥ 𝐸) 

6.1. Boole Cebirleri ve Heyting Cebirleri     

Burada Boole cebiri ve Heyting cebirinin tanımları hatırlatılmakla birlikte her iki 

cebir için farklı ancak denk tanımların verilebildiği gösteriliyor. 

6.1.1. Boole Cebirleri 
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Bir Boole cebiri 𝔹 = 〈𝐵, ∧, ∨, ′, 0, 1〉 genellikle tipli bir yapı olarak 

tanımlanır öyle ki 𝐵 üzerinde tanımlanan ∨ ve ∧ ikili iĢlemleri birleĢmeli, değiĢmeli, 

birbiri üzerine dağılmalı ve eĢgüçlü (idempotent)‟ dür; birli iĢlem ′ çifte değillemeyi 

(her 𝑏 ∈ 𝐵 için (𝑏′)′ = 𝑏) sağlar ve 0, 1 elemanları sırasıyla en küçük ve en büyük 

elemanlardır. Bir Boole cebiri kafes (lattice) kavramı aracılığıyla da tanımlanabilir. 

Tanım 6.1.1.1. Bir kafes, 𝕃 = 〈𝐿, ∨, ∧〉, (2, 2)  tipli bir yapıdır öyle ki her 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için aĢağıdaki aksiyomlar sağlanır: 

(L1) (𝑎 ∨ 𝑏) ∨ 𝑐 = 𝑎 ∨ (𝑏 ∨ 𝑐)         (L1)𝜕(𝑎 ∧ 𝑏) ∧ 𝑐 = 𝑎 ∧ (𝑏 ∧ 𝑐) 

(L2) 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎                            (L2)𝜕𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑎  

(L3) 𝑎 ∨ 𝑎 = 𝑎                                  (L3)𝜕 𝑎 ∧ 𝑎 = 𝑎 

(L4) 𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑎                        (L4)𝜕 𝑎 ∧ (𝑎 ∨ 𝑏) = 𝑎                          

(L3) ve (L3)𝜕 eĢgüçlülük aksiyomlarının her biri (L4) ve (L4)𝜕 yutma (absorption) 

aksiyomlarından türetilebilir ancak bir kafesi Tanım 6.3.1.1 altında tanımlamak 

gelenektir. 𝐿 üzerinde 𝑎 ≤ 𝑏 ⇔ 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ya da 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 gibi bir sıralama bağıntısı 

tanımlanabilir. 

Tanım 6.1.1.2. 𝐿 bir kafes olsun. Her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 = 𝑎 ∨ 0 olacak Ģekilde bir sıfır 

elemanı 0 ∈ 𝐿 varsa ve her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 = 𝑎 ∧ 1 olacak Ģekilde bir bir (ya da birim) 

elemanı 1 ∈ 𝐿 varsa, 𝐿 kafesine sınırlı kafes denir. 

Tanım 6.1.1.3. Bir dağılmalı kafes aĢağıdaki dağılma aksiyomlarından birini 

sağlayan kafestir. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 

(𝐷) 𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐)         (𝐷)𝜕𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) 

Tanım 6.1.1.4. 𝐿 sınırlı bir kafes ve 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. Eğer 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 ve 𝑎 ∨ 𝑏 = 1 ise 

𝑏 ∈ 𝐿  elemanı 𝑎 ‟ nın bir tümleyenidir. 𝑎  elemanının tek bir tümleyeni varsa o 

tümleyen 𝑎′  ile gösterilir. Her elemanı tek tümleyene sahip bir kafese tümlenmiş 

kafes denir. 

Nihayet bir Boole cebiri kafes açısından Ģöyle tanımlanabilir: 

Tanım 6.1.1.5. Bir Boole cebiri sınırlı, dağılmalı ve tümlenmiĢ bir kafestir. 
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Tanım 6.1.1.1‟ deki her bir aksiyom düale sahiptir ve 𝐂𝐏‟ nin iyi bilinen Düalite 

Ġlkesi gereği ∨ ve ∧ iĢlemlerinden birinden vazgeçilebilir. Böylece Boole cebirlerinin 

yeni bir tanımı yapılabilir. Ayrıntı için (Kato, 2015)  kaynağına bakılabilir. 

Tanım 6.1.1.6. Bir Boole cebiri aĢağıdaki koĢulu sağlayan (2, 1) tipli bir 𝔹 =

〈𝐵, ∨, ′〉 yapısıdır: 

𝑢 ∈ 𝐵 elemanı vardır öyle ki 

1. 𝐵 üzerinde  𝑝′ ∨ 𝑞 = 𝑢 olarak tanımlanan 𝑝 ≤ 𝑞 bağıntısı bir sıralama bağıntısı 

2. 𝑝 ∨ 𝑞 = sup *𝑝, 𝑞+   

olsun. 

Böyle bir 𝑢 ∈ 𝐵 elemanı varsa, her 𝑝 ∈ 𝐵 için 𝑢 = 𝑝′ ∨ 𝑝 olduğu için 𝑢 tektir. Bu tek 

elemana birim denir ve 1 ile gösterilir. 

Teorem 6.1.1.7. Tanım 6.1.1.5 ve Tanım 6.1.1.6 denktir. 

Kanıt (Kato, 2015) de verilmiĢtir. 

6.1.2. Heyting Cebirleri 

Bir Boole cebiri tümleyen iĢlemi zayıflatılarak genelleĢtirilebilir. Bunu yerine 

getirmenin bir yolu sözde tümleyeni (pseudo-complement) tanımlamaktan geçer. 

𝐿, 0 elemanlı bir kafes ve 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. 𝑎∗ = max*𝑏 ∈ 𝐿: 𝑏 ∧ 𝑎 = 0+ , 𝑎‟ nın sözde 

tümleyeni olsun. AĢağıda verilen Heyting cebiri tanımında →  gerektirme iĢlemi 

𝑎∗ = 𝑎 → 0 sözde tümleyen kavramı ile iliĢkilendirilebilir. 

Tanım 6.1.2.1. Bir Heyting kafesi ya da Heyting cebiri 

𝑐 ≤ 𝑎 → 𝑏 ancak ve ancak 𝑎 ∧ 𝑐 ≤ 𝑏 

Ģeklinde gerektirme adı verilen bir →  ikili iĢleme sahip sınırlı ve dağılmalı bir 

kafestir. 

Bir Heyting cebiri; ∨, ∧  ve →  iĢlemlerinin belirli aksiyomları sağladığı 0  ve 1 

elemanlı bir ℍ = 〈𝐻, ≤〉 kısmi sıralı yapı olarak da tanımlanabilir. Ayrıca sadece 

denklemlere dayalı Heyting cebiri tanımlamak da mümkündür. 
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Teorem 6.1.2.2. 𝐿 bir (dağılmalı) kafes olsun. 𝐿‟ nin bir Heyting cebiri olması için 

bir gerek ve yeter koĢul 𝐿 üzerinde aĢağıdakilerin gerçeklendiği bir → ikili iĢlemin 

olmasıdır: her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 

1. 𝑎 → 𝑎 = 1; 

2. 𝑎 ∧ (𝑎 → 𝑏) = 𝑎 ∧ 𝑏; 

3. 𝑏 ∧ (𝑎 → 𝑏) = 𝑏; 

4. 𝑎 → (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 → 𝑏) ∧ (𝑎 → 𝑐). 

Kanıt.  

KoĢul Gerektirir: 𝐿 bir Heyting cebiri ve 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 olsun. 

1. 𝑎 ∧ 𝑐 ≤ 𝑎 olduğu açıktır ve Tanım 6.1.2.1 gereği 𝑐 ≤ 𝑎 → 𝑎 olarak yazılır. Bu 

ise 𝑎 → 𝑎 = 1‟ e denktir. 

2. 𝑎 ∧ 𝑏 ≤ 𝑏 olduğu açıktır ve Tanım 6.1.2.1 uyarınca 𝑏 ≤ 𝑎 → 𝑏‟ ye denktir. Her 

kafeste monotonluk yasaları (𝑎 ≤ 𝑏  ve 𝑐 ≤ 𝑑  ise 𝑎 ∧ 𝑐 ≤ 𝑏 ∧ 𝑑  ve 𝑎 ∨ 𝑐 ≤

𝑏 ∨ 𝑑 ) geçerli olduğu için 𝑏 ≤ 𝑎 → 𝑏 , 𝑎 ∧ 𝑏 ≤ 𝑎 ∧ (𝑎 → 𝑏) ‟ yi gerektirir. 

Diğer eĢitsizlik için 𝑎 → 𝑏 = ⋁*𝑐 ∈ 𝐻: 𝑎 ∧ 𝑐 ≤ 𝑏+  ile birlikte supremum 

(burada ⋁  ile gösteriliyor) tanımı 𝑎 → 𝑏 ≤ 𝑏 ‟ yi verir. Bir kez daha 

monotonluktan 𝑎 ∧ (𝑎 → 𝑏) ≤ 𝑎 ∧ 𝑏  elde edilir ve böylece ikinci eĢitliği 

gösterilmiĢ olur. 

3. 𝑏 ∧ (𝑎 → 𝑏) ≤ 𝑏  olduğu açıktır. Ters yön için 𝑏 = inf *𝑏, 𝑎 → 𝑏+  olduğunu 

göstermek gerekir. ġimdi 𝑏 ≤ 𝑏 açıktır ve Tanım 6.1.2.1 gereğince 𝑏 ≤ 𝑎 →

𝑏, 𝑎 ∧ 𝑏 ≤ 𝑏‟ ye denktir. Böylece 𝑏 ∧ (𝑎 → 𝑏) = 𝑏‟ dir. 

4. AlıĢtırma olarak bırakılmıĢtır. 

KoĢul Yeterdir: 𝕃 teoremin ifadesinde yer alan dört koĢulu sağlayan bir kafes ve 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 olsun. 

𝑐 ≤ 𝑎 → 𝑏  varsayalım. O zaman monotonluktan 𝑎 ∧ 𝑐 ≤ 𝑎 ∧ (𝑎 → 𝑏)  ve 2. den 

𝑎 ∧ 𝑐 ≤ 𝑎 ∧ 𝑏 elde edilir. Ama 𝑎 ∧ 𝑏 ≤ 𝑏‟ dir, böylece 𝑎 ∧ 𝑐 ≤ 𝑏 elde edilir. 𝑎 ∧ 𝑐 ≤

𝑏  varsayalım. O zaman 𝑎 ∧ 𝑐 = (𝑎 ∧ 𝑎)𝑐 = 𝑎 ∧ (𝑎 ∧ 𝑐) ≤ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ∧ (𝑎 → 𝑏) , 

sırasıyla eĢgüçlülük, hipotez ve 2. den yazılır. Her dağılmalı kafeste sadeleĢtirme 
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yasası (𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ∧ 𝑐 ve 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑎 ∨ 𝑐 ise 𝑏 = 𝑐‟ dir) geçerli olduğu için 𝑐 ≤ 𝑎 → 𝑏 

bulunur.                                                                                                                     ⊠ 

Burada Heyting cebirleri, Boole cebirleri ve kafesler arasında var olan iliĢkileri 

açıklayan örnekler veriliyor. 

Örnek 6.1.2.3. Her Boole cebiri bir Heyting cebiridir. Bunun için 𝑎 → 𝑏 ≔ 𝑎′ ∨ 𝑏 

almak yeterlidir. 

Örnek 6.1.2.4. Gerektirme iĢlemi 

𝑎 → 𝑏 = {
𝑏,    𝑎 > 𝑏 𝑖𝑠𝑒
1, 𝑎𝑘𝑠𝑖 ℎ𝑎𝑙𝑑𝑒 

gibi tanımlanırsa, her tam sıralı küme bir Heyting cebiridir. 

Her Heyting cebiri bir Boole cebiri değildir. Gerçekten, → iĢlemi Örnek 6.1.2.4‟ deki 

gibi tanımlandığında, Boole cebiri olmayan en basit Heyting cebiri tam sıralı 

ℍ = *0, 1 2⁄ , 1+  kümesidir: ℍ  üzerinde ∨, ∧, → , ve ′  iĢlemleri aĢağıdaki 

çizelgelerdeki gibi tanımlandığında, Boole cebirlerinde geçerli olan üçüncünün 

olmazlığı yasası 

(1 2⁄ ) ∨ (1 2⁄ )
′
= 1

2⁄ ∨ (1 2⁄ → 0) = 1
2⁄ ∨ 0 = 1

2⁄  

nedeniyle yanlıĢlanır. 

 

Örnek 6.1.2.5. Her sonlu dağılmalı kafes bir Heyting cebiridir.  

Bunu göstermek için 𝐿 sonlu, dağılmalı bir kafes olmak üzere 

𝑎 → 𝑏 ≔ ⋁*𝑐 ∈ 𝐿: 𝑐 ∧ 𝑎 ≤ 𝑏+ 

almak yeterlidir. 

Örnek 6.1.2.6.  

∧ 0 
1
2⁄  1 

0 0 0 0 

1
2⁄  0 

1
2⁄  1

2⁄  

1 0 
1
2⁄  1 

∨ 0 
1
2⁄  1 

0 0 
1
2⁄  1 

1
2⁄  1

2⁄  1
2⁄  1 

1 1 1 1 

→ 0 
1
2⁄  1 

0 1 1 1 

1
2⁄  0 1 1 

1 0 
1
2⁄  1 

′  

0 1 

1
2⁄  0 

1 0 
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 𝜏, ℝ2‟ nin tüm açık kümelerinin ailesi; 

 ∪ ve ∩ iĢlemleri küme birleĢim ve küme kesiĢim; 

 Her 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏 için 𝐼 iç operatörü ve ʿ kümesel tümleyen olmak üzere 

𝑈 → 𝑉 ≔ 𝐼(𝑈ʿ ∪ 𝑉) 

 𝑈′ = 𝐼(𝑈ʿ) 

 0 = ∅ ve 1 = ℝ2 

olmak üzere ℍ = 〈𝜏, ∪, ∩, →, ′, 0, 1〉 bir Heyting cebiridir. 

Bu örnekte gösterilmeye değer tek özellik 𝑈, 𝑉,𝑊 ∈ 𝜏 için 

𝑈 ∩𝑊 ⊆ 𝑉 ⇔ 𝑊 ⊆ 𝑈 → 𝑉 

denkliğidir. Önce her 𝑈, 𝑉,𝑊 için 

𝑈 ∩𝑊 ⊆ 𝑉 ⇔ 𝑊 ⊆ 𝑈ʿ ∪ 𝑉 

denkliğini gösterelim. 𝑈 ∩𝑊 ⊆ 𝑉 olsun ve 𝑊 ⊈ 𝑈ʿ ∪ 𝑉 varsayalım. O zaman öyle 

bir 𝑤 ∈ 𝑊  elemanı vardır ki 𝑤 ∉ 𝑈ʿ ∪ 𝑉  olsun. Buradan 𝑤 ∉ 𝑈ʿ  ve 𝑤 ∉ 𝑉 , 

dolayısıyla 𝑤 ∈ 𝑈‟ dur. Böylece 𝑤 ∈ 𝑈 ∩𝑊 ⊆ 𝑉‟ den 𝑤 ∈ 𝑉 sonuçlanır ki bu 𝑤 ∉ 𝑉 

ile çeliĢir. 

ġimdi 𝑊 ⊆ 𝑈ʿ ∪ 𝑉 ⇔ 𝐼(𝑈ʿ ∪ 𝑉) denkliğini kanıtlamak için bir gözlemde bulunalım. 

𝑋 bir açık küme ise 𝑋 ⊆ 𝑌, 𝑋 ⊆ 𝐼(𝑌)‟ yi gerektirir. Böylece, 𝑋 = 𝑊 alırsak, ⇒ yönü 

gösterilmiĢ olur. Ters yön için ise 𝐼(𝑈ʿ ∪ 𝑉) ⊆ 𝑈ʿ ∪ 𝑉  olduğunu not etmek yeterlidir. 

6.2. Sezgisel Önermeler Lojiği için Modeller    

Sezgisel önermeler lojiği için semantiklere geçmeden önce bir noktanın açıklanması 

gerekmektedir. 𝐈𝐏𝐂 ‟ nin karakteristik özelliklerinden biri her sezgisel önermenin 

doğru ya da yanlıĢ olmamasıdır; bu özellik 𝐈𝐏𝐂 ‟ yi . 𝐂𝐏 ‟ den ayıran en temel 

karakteristiktir. Alt kümeler bağlamında bu, her alt kümenin bir tümleyene sahip 

olmayabileceği anlamına gelir. Örneğin, ℘(*𝑎, 𝑏+)  kuvvet kümesinin 𝐻 =

*∅, *𝑎+, *𝑎, 𝑏++  alt kümesi 0 = ∅  ve 1 = *𝑎, 𝑏+  seçkin elemanlı ve ∪,∩  iĢlemli 

dağılmalı bir kafestir. Ancak *𝑎+  elemanının *𝑎+ ∩ 𝐴 = 0  ve *𝑎+ ∪ 𝐴 = 1  olacak 

Ģekilde bir 𝐴 tümleyeni yoktur. 

6.2.1. 𝐈𝐏𝐂 için Kripke Semantiği 
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𝐈𝐏𝐂  için bir Kripke modeli bir ℳ = 〈𝑊, 𝑅, 𝑉〉  üçlüsünden oluĢur; burada 𝑊 

olası dünyaların boĢtan farklı bir kümesi; 𝑅,𝑊  üzerinde bir önsıralama (yani, 

yansıyan ve geçiĢken) bağıntısı ve 𝑉,ℙ ‟ den ℘(𝑊)  kuvvet kümesine tanımlı 

değerlendirme fonksiyonudur. Bazen 𝑉  fonksiyonu 𝑉:ℙ ×𝑊 → *0, 1+  Ģeklinde de 

tanımlanır. Burada  𝑉 fonksiyonunun 𝑅 bağıntısına göre monoton olması istenir: her 

𝑤, 𝑢 ∈ 𝑊  için 𝑤𝑅𝑢  ise 𝑉(𝑝, 𝑤) ≤ 𝑉(𝑝, 𝑢)‟ dır. Diğer bir deyiĢle, 𝑉(𝑝,𝑤) = 1  ve 

𝑤𝑅𝑢  ise 𝑉(𝑝, 𝑢) = 1‟ dir. 𝑉  fonksiyonuna üst kapalı (upper closed) fonksiyon da 

denir. 𝑅(𝑤) ≔ *𝑢 ∈ 𝑊:𝑤𝑅𝑢+ tanımını yapalım. 

Bir formül farklı dünyalarda doğru ya da yanlıĢ olabilir. 𝜑 formülü modelin bir 𝑤 dü

nyasında doğru ise bu ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑  ile gösterilir; ⊨  (ya da ⊨ ) bağıntısına zorlama 

bağıntısı (forcing relation) denir ve aĢağıdaki gibi tanımlanır:  

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝑝 (ava) 𝑉(𝑝, 𝑤) = 1 ya da 𝑤 ∈ 𝑉(𝑝). 

 ℳ,𝑤 ⊨ ≦𝜑 (ava) her 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤) için ℳ,𝑤 ⊭ 𝜑. 

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ∧ 𝜓 (ava) ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ve ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓. 

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ∨ 𝜓 (ava) ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ya da ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓. 

 ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 → 𝜓 (ava) her 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤) için ℳ,𝑤 ⊭ 𝜑  ya da ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓 . Ya da, 

denk olarak, ancak ve ancak her 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤) için ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 , ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓‟ yi 

gerektirir. 

Bu tanım zorlama bağıntısının monotonluğunu, yani ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑  ve 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤)  ise 

ℳ,𝑢 ⊨ 𝜑, korumak amacıyla tasarlanmıĢtır. 

Uyarılar 6.2.1.1. 

1. Kripke modelinin evreni 𝑊  yalnız bir olası dünyadan oluĢuyorsa o zaman 

model 𝐂𝐏 için bir modele dönüĢür. 

2. 𝑉 fonksiyonu üst kapalı idi: ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ve 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤) ise ℳ,𝑢 ⊨ 𝜑‟ dir. ġimdi 

𝑤 ∈ 𝑅(𝑢) ve 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤) olsun. O zaman ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 ancak ve ancak ℳ,𝑢 ⊨

𝜑‟ dir. Bu durum, formüllerin geçerliliği bağlamında 𝑅 bağıntısının bir kısmi 

sıralama bağıntısı olarak alınabileceğini gösterir. 

Bir lojiğin bir semantiğe göre sağlam (sound) olduğunu göstermek için 

aksiyomlarının o semantik altında geçerli olduğu ve çıkarım kurallarının geçerliliği 
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koruduğu gösterilmelidir. Bu 𝜑 formülü 𝐈𝐏𝐂 ya da 𝐈𝐧𝐭 in bir teoremi ise bu ⊢ 𝐈𝐧𝐭𝜑  

ile gösterilir. 

Teorem 6.2.1.2. (Sağlamlık Teoremi) ℳ = 〈𝑊, 𝑅, 𝑉〉  herhangi bir Kripke 

modeli ve 𝑤,   𝑊‟ nin herhangi bir dünyası olsun. Eğer ⊢ 𝐈𝐧𝐭𝜑 ise o zaman ℳ,𝑤 ⊨

𝜑‟ dir. 

Kanıt. Önce modus ponens (MP) çıkarım kuralının geçerliliği koruduğunu 

gösterelim. ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑  ve ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 → 𝜓  verilsin. O zaman her 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤)  için ya 

ℳ,𝑢 ⊭ 𝜑 ya da ℳ,𝑢 ⊨ 𝜓‟ dir. 𝑅  bağıntısı yansıyan olduğu için 𝑢 = 𝑤  alabiliriz. 

Böylece ℳ,𝑢 ⊨ 𝜑 verildiğinde ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓 sonuçlanmak zorundadır. 

Aksiyomların bu semantiğe göre geçerli olduğunu gerçeklemek için en kapsamlı 

olanı, (𝜑 → (𝜓 → 𝜒)) → ((𝜑 → 𝜓) → (𝜑 → 𝜒)) , ele alacağız; diğerleri benzer 

Ģekilde çalıĢılır. 𝛼 → 𝛽 biçiminde bir formülün bir 𝑤 dünyasında doğru olduğu, her 

𝑢 ∈ 𝑅(𝑤) için ℳ,𝑢 ⊨ 𝛼  ise ℳ,𝑢 ⊨ 𝛽  olduğu gösterilir. Buna göre her hangi bir 

𝑢 ∈ 𝑅(𝑤)  için ℳ,𝑢 ⊨ 𝜑 → (𝜓 → 𝜒)  varsayalım. Gösterilmesi gereken ℳ,𝑢 ⊨

(𝜑 → 𝜓) → (𝜑 → 𝜒) ‟ dir. Bir kez daha ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑 → 𝜓  olacak Ģekilde keyfi bir 

𝑣 ∈ 𝑅(𝑢) dünyası verilsin ve ℳ,𝑣 ⊨ 𝜑 → 𝜒 olduğunu gösterelim.  

Nihayet ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 olacak Ģekilde 𝑤 ∈ 𝑅(𝑣) dünyası verilsin ve ℳ,𝑤 ⊨ 𝜒 olduğunu 

gösterelim. 𝑅  bağıntısının yansıyan, geçiĢken oluĢundan ve 𝑉  fonksiyonunun 

monotonluğundan, 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤)  ve 𝑣 ∈ 𝑅(𝑤)   nedeni ile ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 → (𝜓 → 𝜒)  ve 

ℳ,𝑤 ⊨ 𝜑 → 𝜓 ‟ dir.  MP kuralı ⊨  için uygulanabilir olduğundan ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓  ve 

ℳ,𝑤 ⊨ 𝜓 → 𝜒‟ den ℳ,𝑤 ⊨ 𝜒 sonuçlandırılır.                                                        ⊠ 

Bu teorem bir formülün 𝐈𝐧𝐭‟ de türetilemediğinin bir kanıtı olarak kullanılır. 

Örnek 6.2.1.3. ⊢𝐂𝐏 𝑝 ∨ ≦𝑝 olduğu iyi bilinmektedir. Ancak ⊬𝐈𝐧𝐭 𝑝 ∨ ≦𝑝, dolayısıyla 

𝑝 ∨ ≦𝑝 önermesinin 𝐈𝐧𝐭‟ de geçerli olmadığını kanıtlamak için Kripke modelinin en 

az iki elemanlı bir evrene sahip olması gerekir. 𝑊 = *𝑤, 𝑢+  ve 𝑅,𝑊  üzerinde 

yansıyan olsun. 𝑉(𝑝) = *𝑢+, yani 𝑉(𝑝, 𝑢) = 1 ve 𝑉(𝑝,𝑤) = 0 alırsak, ℳ,𝑤 ⊭ 𝑝 ve 

ℳ,𝑤 ⊭ ≦𝑝‟ dir çünkü 𝑢 ∈ 𝑅(𝑤) için ℳ,𝑢 ⊨ 𝑝 dir. O halde ℳ,𝑤 ⊭ 𝑝 ∨ ≦𝑝 elde 

edilir. Teorem 6.2.1.2‟ nin karĢıt tersinden ⊬𝐈𝐧𝐭 𝑝 ∨ ≦𝑝 sonuçlanır. 
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Sağlamlık teoreminin tersi olan tamlık teoremi (completeness theorem) her hangi bir 

Kripke modelinin her dünyasında doğru olan bir formülün 𝐈𝐧𝐭‟ de kanıtlanabilir 

olduğunu ifade eder. 

Teorem 6.2.1.4. (Tamlık Teoremi) Her hangi bir Kripke modeli ℳ = 〈𝑊, 𝑅, 𝑉〉  

ve her 𝑤 ∈ 𝑊 için ℳ,𝑢 ⊨ 𝜑 ise ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑‟ dir. 

Kanıt için (Kuznetsov, 2017)  kaynağına bakılabilir. 

6.2.2. 𝐈𝐏𝐂 için Heyting Cebiri Modeli 

Teorem 6.2.2.1. (Sağlamlık Teoremi) ℍ bir Heyting cebiri, 𝛤 formüllerin sonlu bir 

kümesi ve 𝑉:ℙ → ℍ  bir değerlendirme fonksiyonu olsun. 𝛤 ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑   ise o zaman 

𝛤 ⊢ℍ 𝜑‟ dir. 

Kanıt. 𝐈𝐏𝐂 ‟ nin kurallarının Heyting gerektirmesini koruduklarını göstermemiz 

gerekmektedir. 

𝛤 ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑  türetiminde uygulanan son kuralın (∧ 𝐼) olduğunu varsayalım. O zaman 

𝜑 = 𝜓 ∧ 𝜒‟ dir ve 𝛤1 ⊆ 𝛤, 𝛤2 ⊆ 𝛤 alt kümeleri için 𝛤1 ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜓 ve 𝛤2 ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜒 türetimleri 

vardır; yani 𝑉(⋀𝛤1) ≤ 𝑉(𝜓)  ve 𝑉(⋀𝛤2) ≤ 𝑉(𝜒) ‟ dir. Buradan 𝑉(⋀𝛤) ≤ 𝑉(⋀𝛤1) ∧

𝑉(⋀𝛤2) ≤ 𝑉(𝜓) ∧ 𝑉(𝜒) ≤ 𝑉(𝜓 ∧ 𝜒)  elde edilir ve böylece (∧ 𝐼)  kuralı korunmuĢ 

olur. 

𝛤 ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑 türetiminde son uygulanan kuralın (→ 𝐼) olduğunu varsayalım. O zaman 

𝜑 = 𝜓 → 𝜒  ve 𝛤 ∪ *𝜓+ ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜒  „ dir; böylece tümevarım hipotezinden 𝑉(⋀𝛤) ∧

𝑉(𝜓) = 𝑉(⋀𝛤 ∪ *𝜓+) ≤ 𝑉(𝜒) olur. Ama Heyting cebirinde → iĢleminin tanımından 

ve değerlendirme fonksiyonun tanımından 𝑉(⋀𝛤) ≤ 𝑉(𝜓) → 𝑉(𝜒) = 𝑉(𝜓 → 𝜒)  

elde edilir, dolayısıyla (→ 𝐼) kuralı korunmuĢ olur. Kalan kurallar Heyting cebirinin 

karĢılık gelen özellikleri kullanılarak benzer Ģekilde korunur.                                  ⊠ 

Teorem 6.2.2.2. (Tamlık Teoremi) 𝜑  formülü 𝐈𝐏𝐂  de kanıtlanabilirdir ancak ve 

ancak her bir Heyting cebiri ℍ için 𝜑  ℍ-geçerlidir; yani  

⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑 ⇔⊢ℍ 𝜑 

dir. 

Kanıt. 
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KoĢul Gerektir: 𝜑, 𝐈𝐏𝐂‟ de kanıtlanabilir ise ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑‟ nin bir türetimi vardır. O halde 

Teorem 6.4.2.1 uyarınca herhangi bir ℍ -değerlendirme 𝑉  için 1 ≤ 𝑉(𝜑) ‟ dir ve 

böylece 𝜑, ℍ-geçerlidir. 

KoĢul Yeterdir: 𝔽𝑖 , 𝐈𝐏𝐂  formüllerinin kümesi olsun ve 𝔽𝑖  üzerinde  

(𝜑~𝜓) ⇔⊢𝐈𝐧𝐭 (𝜑 ↔ 𝜓) denklik bağıntısını tanımlayalım. 
ℍ =

𝔽𝑖 ~⁄
, ~ bağıntısına 

göre ,𝜑- = *𝜓 ∈ 𝔽𝑖: 𝜑~𝜓+denklik sınıflarının kümesi olsun. ℍ üzerinde ,𝜑-~,𝜓- ⇔

⊢𝐈𝐧𝐭 (𝜑 ↔ 𝜓)  kısmi sıralama bağıntısını tanımlayalım. ℍ  üzerinde ,𝜑- ∧ℍ ,𝜓- =

,𝜑 ∧ 𝜓- , ,𝜑- ∨ℍ ,𝜓- = ,𝜑 ∨ 𝜓-  ve ,𝜑- →ℍ ,𝜓- = ,𝜑 → 𝜓- Ģeklinde tanımlanan 

iĢlemlerin temsilci elemandan bağımsız olduğu ve 0ℍ = ,0-, 1ℍ = ,1- alındığında 

〈𝐻, ≤, ∨ℍ, ∧ℍ, →ℍ, 0ℍ, 1ℍ〉 yapısının bir Heyting cebiri oluĢturduğu 

kolayca gösterilebilir. ġimdi 𝑉(𝜑) = 1ℍ  ise o zaman ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑 ↔ 1‟ dir ve böylece 

⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑 elde edilir.                                                                                                        ⊠ 

Bu semantiğe göre 𝐂𝐏‟ de geçerli ancak 𝐈𝐏𝐂‟ de geçerli olmayan formül örnekleri 

verilebilir. 

Örnek 6.2.2.3. 𝐻 = *∅, *𝑎+, *𝑎, 𝑏++ ⊆ ℘(*𝑎, 𝑏+)  kümesi ∪  ve ∩  iĢlemleri altında 

0 = ∅  ve 1 = *𝑎, 𝑏+  seçkin elemanlı dağılmalı bir kafestir. 𝑝 ∈ 𝑃  için 𝑉(𝑝) = *𝑎+ 

olsun. O zaman 𝑉(≦𝑝) = ≦*𝑎+ = ∅ „dir. 

⊬𝐈𝐧𝐭 ≦≦𝑝 → 𝑝‟ dir çünkü 

𝑉(≦≦𝑝 → 𝑝) = 𝑉(≦≦𝑝) → 𝑉(𝑝) = 1 → 𝑉(𝑝) = 𝑉(𝑝) = *𝑎+ ≠ *𝑎, 𝑏+ = 1 

dir. 

⊢𝐈𝐧𝐭 ≦≦𝑝 → 𝑝‟ dir çünkü 

𝑉(≦𝑝 ∨ ≦≦𝑝) = 𝑉(≦𝑝) ∨ 𝑉(≦≦𝑝) = ∅ ∪ *𝑎, 𝑏+ = 1 

 dir. 

6.2.3. 𝐈𝐏𝐂 için Topolojik Modeller 

Her formülün değerlendirmesi bir açık küme olacak Ģekilde, 𝐈𝐏𝐂‟ nin formüllerini bir 

〈𝑋, 𝜏〉 topolojik uzayının alt kümeleri olarak yorumlayacağız. Önerme değiĢkenleri 

için 𝑉:ℙ → 𝜏  fonksiyonunun formüllere geniĢletilmesi, yine aynı 𝑉  kullanılarak, 

𝑉: 𝔽𝑖 → 𝜏  olarak tanımlanacaktır. 𝜑,𝜓 ∈ 𝔽𝑖  için 𝑉(𝜑 ∧ 𝜓) = 𝑉(𝜑) ∩ 𝑉(𝜓)  ve 
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𝑉(𝜑 ∨ 𝜓) = 𝑉(𝜑) ∪ 𝑉(𝜓)   kümeleri 𝜏  kümesine aittir. Ancak 𝑉(𝜑 → 𝜓)  kümesi 

(𝑋 − 𝑉(𝜑)) ∪ 𝑉(𝜓)  gibi tanımlanırsa, →  iĢlemi hatalı tanımlanmıĢ olur çünkü 

(𝑋 − 𝑉(𝜑)) ∪ 𝑉(𝜓)  bir açık küme olmayabilir. Uygun tanım 𝑉(𝜑 → 𝜓) = 𝐼(𝑋 −

𝑉(𝜑)) ∪ 𝑉(𝜓)  dir. Nihayet 𝑉(⊥) = ∅  olmak üzere, 𝑉(≦𝜑) = 𝑉(𝜑 →⊥) = 𝐼(𝑋 −

𝑉(𝜑)) ∪ 𝑉(⊥) = 𝐼(𝑋 − 𝑉(𝜑)) olarak tanımlanacaktır. 

Bir 〈𝑋, 𝜏〉  topolojik uzayı üzerindeki 𝑉  değerlendirmesi altında 𝑉(𝜑) = 𝑋  ise 𝜑 

formülü doğru olarak değerlendirilir. Bu yorum altında üçüncünün olmazlığı yasası 

geçerli değildir. Gerçekten, ℝ𝑛‟ deki bir 𝜑 açık kümesi (örneğin bir açık yuvar) ne 𝜑 

ye ne de tümleyeninin içine, 𝐼(ℝ𝑛 − 𝜑), ait noktalardan oluĢan bir sınıra sahiptir; bir 

sınır noktasının her komĢuluğu φ nin ve tümleyeninin noktalarını içerir. 

Bir topolojik model bir ℳ = 〈𝑊, 𝑅, 𝑉〉  üçlüsüdür. 

Teorem 6.2.3.1. (Sağlamlık Teoremi) ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑 ise o zaman 𝜑, her ℳ = 〈𝑊, 𝑅, 𝑉〉 

topolojik modelinde doğrudur. 

Kanıt. Önce MP kuralının geçerliliği koruduğunu gösterelim: 𝑉(𝜑) = 𝑋 ve 𝑉(𝜑 →

𝜓) = 𝑋  ise 𝑉(𝜓) = 𝑋 ‟ dir. Ama bu açıktır: 𝑉(𝜑 → 𝜓) = 𝐼(𝑋 − 𝑉(𝜑)) ∪ 𝑉(𝜓) =

𝐼(𝑋 − 𝑋) ∪ 𝑉(𝜓) = 𝐼(∅) ∪ 𝑋 = ∅ ∪ 𝑋 = 𝑋. 

𝐈𝐏𝐂‟ nin aksiyomlarından sadece 𝜑 → (𝜓 → 𝜑) aksiyomunu değerlendirelim; kalan 

aksiyomlar benzer Ģekilde çalıĢılır. Göstermemiz gereken 𝑉(𝜑 → (𝜓 → 𝜑)) = 𝑋 

olduğudur. Öncelikle 𝑉(𝜑 → (𝜓 → 𝜑)) ⊆ 𝑋  açıktır. Diğer kapsama için → 

gerektirmesinin yorumunu ve 𝐼  iç operatörünün monotonluğunu (yani 𝐴 ⊆ 𝐵  ise 

𝐼(𝐴) ⊆ 𝐼(𝐵)) kullanmak yeterlidir. 

𝑉(𝜑 → (𝜓 → 𝜑)) =  𝐼(𝑋 − 𝑉(𝜑)) ∪ 𝑉(𝜓 → 𝜑)  

                              = 𝐼(𝑋 − 𝑉(𝜑)) ∪ 𝐼(𝑋 − 𝑉(𝜓)) ∪ 𝑉(𝜑)   

                              ⊇ 𝐼(𝑋 − 𝑉(𝜑)) ∪ 𝑉(𝜑) 

                              ⊇ 𝑋 

olup, 𝑉(𝜑 → (𝜓 → 𝜑)) = 𝑋  dir ve 𝜑 → (𝜓 → 𝜑)  aksiyomu bu semantik altında 

geçerlidir.                                                                                                                   ⊠ 

(Okur (𝜑 → (𝜓 → 𝜒)) → ((𝜑 → 𝜓) → (𝜑 → 𝜒))  aksiyomunun geçerliliğini 

denetlemek isteyebilir!)  
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𝐈𝐏𝐂 ‟ nin topolojik semantiğe göre tamlığını ilk kez ifade eden ve kanıtlayan 

McKinsey ve Tarski (McKinsey ve Tarski, (1944)‟ dir. 

Teorem 6.2.3.2. (Tamlık Teoremi) Her 𝑛 ≥ 1 için ⊢𝐈𝐧𝐭 𝜑 ancak ve ancak standart 

topoloji ℝ𝑛 üzerindeki her 𝑉 değerlendirmesi için 𝑉(𝜑) = ℝ𝑛‟ dir.                        ⊠ 
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SONUÇ 

Bu tezde temel modal önermesel dil bazında normal ve normal olmayan lojikler için 

bağıntısal, topolojik, komĢuluk ve cebirsel semantikleri verilmiĢ ve sonunda 

aralarındaki iliĢkiler ortaya çıkarılmıĢtır. 

Temel modal önermesel dile ∀ ve ∃ niceleyicilerinin dahil edilmesi ile oluĢturulan 

birinci mertebe dil için niceliksel modal lojikler tanımlanır ve semantikleri çalıĢılır. 

Bu konuda (Fitting ve Mendelsohn, 1998) kaynağına baĢvurulabilir. 

Temel modal önermesel dilin □ ve   operatörleri çok argümanlı tanımlanarak modal 

lojiğin bir geniĢlemesi elde edilebilir. Bu, genelde, dinamik lojiklere yol açar (Harel, 

Kozen ve Tiuryn, 2000). 

ÇalıĢılan bir diğer lojik, temel modal önermesel dil üzerine kurulu Sezgisel 

Önermeler Lojiği (Intuitionistic Propositional Logic)‟ dir. Bu lojiğin semantik 

çalıĢması için (Polat ve Terziler, 2018), (Brown., 2014) ve (Moniri ve Maleki, 2015) 

kaynaklarına baĢvurulabilir.  

Nihayet ifade edilebilirlik gücü (expressivity power) açısından modal lojiğin bir 

diğer geniĢlemesi olan Melez Lojikler (Hybrid Logics) önemli araĢtırma alanı 

sunmaktadır. Bunun için (Areces ve  ten Cate, 2007) kaynağına baĢvurulabilir. 
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