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OZET

SAF PROJEKTIF FAKIR MODULLER

DEDE SIPAHI, Damla
Doktora Tezi, Matematik Boliimii
Danigsman: Prof. Dr. Refail ALIZADE
Temmuz 2019, 43 Sayfa

Bu tez ¢aligmasinda (saf-) projektif fakir modiiller ve p-muhta¢ modiiller ¢ahisilmigtir. Saf
projektiflik bdlgesi saf parcalanabilir modiillerin simifina kargilik gelen modiiller saf-projektif
fakir modiiller (pp-fakir); projektifiik blgesi yari basit modiillerin sinifina karsilik gelen mo-
diiller projektif fakir modiiller (p-fakir); projektiflik bolgesi tiim saf parcalanabilir modiillerin
sinifi tarafindan kapsanan modiiller p-muhta¢ modiiller olarak adlandirilir. Fakir abel gruplar
ve p-fakir abel gruplarin ¢akigtigr gosterilmistir. Von Neumann regiiler halka iizerinde, p-fakir
modiiller, pp-fakir modiiller ve p-muhta¢ modiillerin sinifi aynidir. Tiim sag R-modiilleri p-
muhtag olan halkalar tanimlanmustir. A abel grubu p-muhtagur ancak ve ancak her p asal sayist
igin T,(A) # 0 oldugu gosterilmigtir. Tiim sag R-modiilleri pp-fakir olan halkalar tanimlan-
mistir. Mod-R tim modillerin sinifi, Z tiim injektif modiillerin sinifi, AP tiim tamamen saf
modiillerin sinift ve X={X| Ext'(X, A) = 0 her A € AP} olsun. X’de pp-fakir modiil ola-
cak gekilde X modiilii varsa, o zaman R halkasinin Noether halka ve tiim modiillerinin de X
icinde oldugu gosterilmigtir. {R;};¢; tiim rasyonel gruplarin kiimesi ile €P,c; Ri'nin pp-fakir
abel grup oldugu ve saf-parcalanabilir pp-fakir grubun olmadig ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: (saf-) projektif fakir modiiller (kisaca pp-poor ve p-fakir modiiller), (saf-)

projektif fakir abel gruplar, p-muhta¢ modiiller, p-muhtag abel gruplar.
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ABSTRACT

PURE PROJECTIVE POOR MODULES

DEDE SIPAHI, Damla
Phd in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Refail ALIZADE
Temmuz 2019, 43 Pages

In this thesis, (pure-) projective poor modules and p-impecunious modules are studied.
Modules with pure projectivity domain equal to the class of pure split modules are called pure-
projective poor modules (pp-poor); modules whose projectivity domain is equal to the class of
semisimple modules are called projective poor modules (p-poor); modules whose projectivity
domain is contained in the class of all pure split modules are called p-impecunious modules.
It is shown that poor abelian groups and p-poor abelian groups coincide. Over Von Neumann
regular ring, class of p-poor modules, pp-poor modules and p-impecunious modules are the
same. The rings over which every right R-modules is p-impecunious are described. It is shown
that abelian group A is p-impecunious if and only if 7,,(A) # O for every prime number p.
The rings over which every right R-modules is pp-poor rings are described. Let M od-R be the
class of all modules, 7 be the class of all injective modules, AP be the class of all absolutely
pure modules and X={X | Ez(*(X, A) = 0 forevery A € AP}. It is shown that if there is a
pp-poor module X from X, then R is noetherian and all modules are in X. It is proved that
M = @,c; Ri, where {R; }¢; is the set of all rational group is pp-poor group and there is no
pp-poor group.

Keywords: (pure-) projective poor modules (shortly pp-poor and p-poor modules), (pure-) pro-

Jective poor abelian groups, p-impecunious modules, p-impecunious abelian groups.
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YEMIN METNI

Doktora Tezi olarak sundugum "Saf Projektif Fakir Modiiller" adl ¢aligmanin Yasar
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimii’nde, tarafimdan akademik ve etik ku-
rallara uygun olarak yazildigini, kullanilan tiim literatiir bilgilerinin kaynakcada gosterilenler-
den olugtugunu ve bunlara atif yapilarak yararlanilmig oldugunu belirtir, bunu onurumla dogru-

larim.

Damla DEDE SIPAHI
1zmir, 2019
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1. GIRIS

1.1. Giris

Tez boyunca aksi belirtilmedigi siirece grup ile Abel grup, R ile birlesmeli, birimli bir
halka ve modiil ile sag R-modiil kastedilecektir. Ry ve p R sirastyla R halkasinin kendi iizerinde
sag ve sol modiiliinii temsil etmektedir. Mod-R ve R-Mod ile sirastyla sag ve sol R-modiillerin
sinifi gosterilecektir. Abel gruplara, halka ve modiillere ait tez icerisinde belirtilmeyen tiim
tanimlar gruplar i¢in (Fuchs, 2015), halka ve modiiller i¢in (Lambek, 1966), (Kasch, 1982),
(Wisbauer, 1991), (Anderson and Fuller, 1992), (Facchini, 1998), (Lam, 2001), (Hazewinkel et.
al., 2004) kaynaklan incelenebilir.

Boliim 2 de, bir sonraki boliim icin gerekli alt yapi bilgilerine yer verilmistir. A ve N
modiiller olsun. Her f : K — N monomorfizmasi ve her g : K — M homomorfizmas: ve-
rildiginde bir h : N — M homomorfizmass, ho f = g¢ ile bulunuyorsa M modiiliine N-injektif
denir. Benzer gekilde, her f : N — L epimorfizmasi ve her g : M — L homomorfizmasi ve-
rldiginde bir A : M — N homomorfizmasi, g = foh ile bulunuyorsa M modiiliine N -projektif
denir. M modiiliiigin In~" (M) = {N € Mod—R | M modiili N-injektiftir.} ile tanimli sinifa
M’nin injektiflik bolgesi denir. P (M) = {N € Mod — R | M modilii N-projektiftir.} ile
tantmh sinifa M nin projektiflik bélgesi denir. Buradan sirastyla injektif ve projektif modiiliin
olasi en biiyiik injektiflik ve projektiflik bolgesine (yani, tim modiillerin sinifina) esit oldugu
goriilebilir. Bir modiilde her alt modiil bir dik toplam terimi ise o modiile yan basit modiil
denir. Bu tammlamadan dolayr A modii-lii hem L-injektif hem de L-projektiftir. Boylelikle
tim modiillerin injektiflik ve projektiflik bolgesi yari basit modiilleri igerir. (Alahmadi et al.,
2010)’da injektif modiillerin tam zitt1 olarak injektiflik bdlgesi agisindan olasi en kiigiik injek-
tiflik bdlgesine (yani, tiim yar basit modiillerin sinifina) sahip modiiller fakir modiiller olarak
adlandimlmigtir. Yine aym makalede fakir modiillerin 6zellikleri ve bazi &zel halkalar iizerinde
varligi tartigilmigtir. (Er et. al,, 2011)’de ise herhangi bir halka iizerinde fakir modiillerin var-
hig1 gosterilmistir. Benzer bir tanimlama (Holston et. al, 2012)’de projektif modiillerin tam
zittr olarak projektifiik bolgesi agisindan olasi en kiigiik projektiflik bdlgesine (yani, tiim yari
basit modiillerin sinifina) sahip modiiller p-fakir modiiller olarak adlandirilmistir. Yine ayni
makalede herhangi bir halka i¢in p-fakir modiillerin varlig1 agiklanmigtir. (Lépez-Permouth and

Simentai, 2012)’de bir R halkast ve A modiiller sinifi alindiginda bu simif uygun bir M modii-



liiniin injektiflik bolgesine egit oluyor ise o modiiller sinifina injektiflik portfolyosu (kisaca
i-portfolyo) denir. Bir R halkas: i¢in tiim i-portfolyo olan siniflarin kiitmesi R halkasimin in-
Jektiflik profili (kisaca i-profil) olarak adlandirilir. Ayni makalede, projektiflik portfolyosu (p-
portfolyo) ve bir halkanm projektiflik profilinin tanimina ve her iki tanimlama i¢in saglanan
ozelliklere yer verilmigtir. Bunun yani sira, (Cohn, 1959)’da M bir sag R-modiil ve N, M nin
alt modiilii olsun. 7 : N — M gémme doniigiimii ve 1y, her K sol R-modiiliiniin birim homo-
morfizmasiilet® 1x : N & K — M ® K dogal doniisiimii monomorfizma ise N alt modiiliine
M modiiliiniin saf alt modiilii denir. Bir M modiilii igin her saf alt modiil A/’de bir dik toplam
terimi ise M modiilii saf-pargalanabilir modiil olarak adlandirilir. (Wisbauer, 1991)’de K ve
N modiiller, f : K — N monomorfizma iken Im(f), N’de saf alt modiil ise f’ye saf modiil
monomorfizmasi denir. f : K — N saf modiil monomorfizmasma karsithk Hompg(f, M) :
Hompg(N, M) — Hompg(K, M) epimorfizma ise M modiiliine N -saf-injektif denir. M modii-
lii her N modiilii i¢cin N-saf-injektif ise M modiiliine saf-injektif denir. (Harmanci et. al.,
2015)’de M sag R-modiilii igin, PI (M) = {N € Mod — R| M, N-saf-injektiftir.} sinifi
A’ nin saf-injektiflik bolgesi olarak adlandinlir. M modiiliiniin N-saf-injektif oldugu her N
modiilii saf pargalanabilir ise M modiiliine saf-injektivel fakir (kisaca pi-fakir modiil) denir.
Yani, p:-fakir modiiller, minimal saf-injektiflik bolgesi saf-parc¢alanabilir modiillerin simifina
karsilik gelen modiillerdir. Ek olarak, (Alizade and Biiyiikagik, 2017)’de gruplarin fakir ol-
masina iligkin bir karakterizasyona ve pi-fakir gruplarmn varligina yer verilmistir. Bir G grubu
(Z-modiil) fakirdir ancak ve ancak P tiim asal sayilar kiimesi olmak {izere G’nin burulma kismi
@ Z.,’ye izomorf bir dik toplam terimine sahiptir. {A,|y € I'} indirgenmig iiniform abel
gfgp]arm (herhangi iki alt grubun kesigimi sifirdan farkl olan gruplar) izormofizma simiflarimin
temsillerinin kiimesi olmak iizere B AN nin pi-fakir abel grup oldugu ve béylece pi-fakir

Y€l “ ™y
abel gruplarin varlig1 gosterilmistir.

Boliim 3’te, elde edilen tiim sonuglara yer verilecektir. R bir halka ve M sag R-modiil
olsun. M /N modiilii p-fakir olacak gekilde N saf alt modiiliinii igeren her M modiiliiniin
kendisi de p-fakir ise R halkasina sag saf p-jenerik halka denir. Her degismeli Artin halka-
nin saf p-jenerik halka oldugu gosterilmistir. Fakir grup ve p-fakir grubun ¢akigtifs ispatlan-
migtir. M ve N modiilleri igin, her g : N — L saf epimorfizmasina karsihk Homg(M, g) :
Homp(M,N) — Homp(M, L) epimorfizma ise M modiiliine N-saf-projektif denir. M mo-
diilit her N modiilii i¢in N-saf-projektif ise M modiiliine saf-projektif denir. Bir My modii-
liniin saf-projektiflik bolgesi PP (M) = {N € Mod — R | M modiili N-saf-projektiftir.}
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ile tanimlanan siniftir. Dolayisiyla saf-projektif modiillerin olasi en bityiik saf-projektiflik bsl-
gesine sahip oldugu goriilebilmektedir. R bir halka ve A, R-modiillerin bir simifi olsun. A sinifi
bir M modiiliiniin saf-projektiflik blgesine esit oluyor ise o modiiller sinifina saf-projektiflik
portfolyosu (kisaca pp-portfolyo) denir. Bir R halkasi igin tiim pp-portfolyo siniflarmin kiimesi
R halkasinin saf-projektiflik profili (kisaca pp-profil) olarak adlandinlir. R x S halkasmin pp-
profili ile /2 ve S halkalarinin pp-profillerinin kartezyen ¢arpimi arasinda birebir ve siralamay1
koruyan bir doéniigiimiin varligi agiklanmigti. Bir M modiilii NV-saf-projektif oldugu her N
modiilii saf-parcalanabilir ise M modiiline saf-projektivel fakir modiil (kisaca pp-fakir modiil)
denir. Her sag /?-modiil, sonlu iirctilmig modiillerin bir dik toplami ise R halkasina sag saf yar
basit halka denir. R halkasi sag saf yari basit halka ise her modiiliin pp-fakir oldugu ve buna
denk ifadeler elde edilmigtir. Z tiim injektif modiillerin sinifi, AP tiim tamamen saf modiil-
lerin sinifi ve X={X € Mod — R| her A € AP i¢in Ext!(X, A) = 0} olsun. X’de pp-fakir
modiil olacak gekilde X modiilii varsa, o zaman R halkasinin sag Noether halka ve tiim modiil-
lerinin de A" i¢inde oldugu ve buna denk olarak tiim injektif modiillerin sinitfiyla tiim tamamen
saf modillerinin sinifinin ¢akistify gosterilmistir. Ek olarak, {R;},c; tiim rasyonel gruplarin
kiimesi ile (P, ; R;’nin pp-fakir abel grup oldugu gosterilmigtir. Saf-parcalanabilir pp-fakir
grubununun varlifimin mevcut olmadigr da ispatlanmistir. A{ nin P~ (M) projektiflik bslgesi
tim saf-parcalanabilir modiillerin sinifi tarafindan kapsaniyorsa M modiiliine p-muhtac denir.
Von Neumann regiiler halka iizerinde p-fakir modiiller, pp-fakir modiiller ve p-muhta¢ modiil-
lerin sinifinin aynr oldugu gosterilmistir. Bir A grubu p-muhtactir ancak ve ancak her p asal

sayist igin, T,(A) = {a € G |baz1 k € Z*igin p¥a = 0} # 0 ispatlanmistir.






2. ON HAZIRLIKLAR

Bu bdliimde grup, halka, modiil tanim1 verilmeyecektir. Fakat yalnizca bir sonraki boliim

icin gerekli olan bilgilere deginilecektir.

Tanmm 2.1 ((Kasch, 1982), Tamm 2.2.3-(2)) Stfirdan fakli bir M modiiliiniin alt modiilleri

sadece 0 ve kendisi ise M modiiliine basit modiil denir.

Onerme 2.2 (( Facchini, 1998), Onerme 1.1 ) IR bir halka olsun. R halkasi iizerindeki bir A

modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
1. M modiilii yari basit modiildiir;
2. M modiilii basit alt modiiller ailesinin toplamidir;

3. M’nin her alt modiilii M ’nin dik toplam terimidir.

Sonug 2.3 ((Kasch, 1982), Sonug 8.2.2—(a)) R bir halka olsun. R halkas: yari basit bir halka-

dir ancak ve ancak her sag ve sol R-modiil yar: basittir.

Tanim 2.4 ((Kasch, 1982), Tanim 2.2.3—(])) Bir M modiilii : € M varligrile M = « R ise

devirli modiil olarak adlandirilir.

Not 2.5 ((Kasch, 1982), Sayfa 24, Ornek (])) Her M modiiliintin agikar bir iirete¢ kiimesi (her
m € M elemant m = m.1, 1 € R formunda sonlu lineer kombinasyondur.) kendisidir. Béylece

M = )" mRile ifade edilir

meM

Tamim 2.6 (( Rotman, 2009), Sayfa 106, Tamm) R bir halka ve M sag R-modiil olsun. R™ —
R™ — M — 0 tam dizisi oyle bir m,n € N icin var ise M modiiliine sonlu gosterimli modiil

denir. Burada R™ ile m defa R halkasimin dik ¢arpumi kastedilecektir.

Teorem 2.7 (( Kasch, 1982), Sonug 4.4.4.) R bir halka olsun. Her My modiilii, serbest (tabana

sahip) sag R-modiiliin epimorfik goriintiisiidiir.

Tamim 2.8 ((Anderson and Fuller, 1992), Sayfa 72) M bir modiil ve N, M ’nin bir alt modiilii
olsun. M nin sifirdan farkly her L alt modiilii icin N N L = 0 olmasi L = 0 gerektiriyor ise

N ’ye M ’nin biiyiik alt modiilii denir.

Tanim 2.9 ((Anderson and Fuller, 1992), Sayfa 73) f + M — N bir monomorfizma olsun.

Im(f) alt modiilii N ’de biiyiik alt modiil ise f’ye bityilk monomorfizma denir.

5



Modiillerde kesigimin toplam iizerine dagilmas: genelde gegerli degildir. Asagida bu

dagilmanin ger¢eklenmesi i¢in gereken kosula yer verilmistir.

Lemma 2.10 ((Kasch, 1982), Lemma 2.3. ]5.) (Modiiler Yasa) Bir M modiiliiniin B C C ile

A, B ve C alt modiilleri olsun.
(A+B)NC=(ANC)+(BNC)=(ANC)+B
esitligi gerceklenir.

Teorem 2.11 (( Kasch, 1982), Teorem 3.4. 7.) (Carpan Teoremi) A, B ve C birer modiil olsun.
o : A — B bir homomorfizmave ¢ : A — C, Ker(p) C Ker(a) ile bir epimorfizma olsun. O

halde bir A : C — B homomorfizmasi
. o=y
2. Im(X) = Im(c).
3. A bir monomorfizmadir ancak ve ancak Ker(p) = Ker(a) dir.

kosullarini saglayacak sekilde vardir.

Tanmm 2.12 ((Kasch, 1982), Tanum 4. 7.].) a:A— Bveyp: A— M homomorfizmalar ayni
ozellikte olmak kaydiyla

A (83

B

. ls
M — N

degismeli diyagram verildiginde ¢' : Y — M, o/ : Y — Bve iy’ = Bo’ saglayan her (¢, o)

¢ciftiicin ¢’ = o7, o = ar ile tam bir adet 7 1 Y — A var ise (p, o) ¢iftine (¢, B)’mn geri

cekilimi denir.

Lemma 2.13 (( Wisbauer, 1991), Lemma 7.16-(4 )) (Homotopi Lemma) R-modiillerin tam satirly

ve degismeli diyagraminda

M P vy P 0

v Y
<p1l ,; lapz 0 lqoa
» »

0 Ny Ny N3 0

9N g2

asagidaki ifadeler denktir.



1. goax = pyile a: My — Ny vardir;
2. Bfi=wp1ile B : My — Ni vardr.

Tanim 2.14 (( Wisbauer, 1991), Sayfa 39, Béliim 6.4.) M ve N birer R-modiil olsun. M ’den
N’ye tiim R-modiil homomorfizmalarn kiimesi Homp(M, N) ile gésterilsin. Bu kiime bir abel

gruptur ve homomorfizmalar grubu olarak adlandirilir.

Funktorlar ((Kasch, 1982), Boliim 1.3.) “de belirtildigi iizere iki kategori arasinda bir yapi

koruyucu islemdir. Asagida Hompg(M, N)’den yola ¢ikarak elde edilen funktorlar verilecektir.

Teorem 2.15 ((Anderson and Fuller, 1992), Teorem 16.1 ) Ave B, R-modiil olsun.

1. f: A= B homomorfizmasina Homg(M, f) : Homg(M, A) — Homg(M, B) fonksiy-
onunu karsilik getiren funktor M modiilii ile belirlenen kovaryant Hom funktor olarak
adlandinlir ve Hom (M, _) ile gésterilir. Hom (M, _) soldan tam kovaryant funktor-

dur.

2. [+ A— Bhomomorfizmasina Homg(f, M) : Homg(B, M) — Hompg(A, M) fonksiyo-
nunu karsilik getiren funktor M modiilii ile belirlenen kontravaryant Hom funktor olarak
adlandinhr ve Homg(_, M) ile gosterilir. I[Tomg(_, M) soldan tam kontravaryant funk-

tordur

Asagida bir sonraki bsliimde kullamlacagi igin birbirinden farkli Ext ifadelerine yer ve-
rilmigtir. Ilk tantmlama grup yapisi ile ilgilenirken digeri tiirev funktoru olarak adlandirilan

kullanimini ele almigtir.

Tanm 2.16 ((Maclane, 1963), Sayfa 64) A ve C sabitlenmig iki R-modiil olsun. Bir0 — A —
B — C — 0 tam dizisi A modiiliiniin C ile genislemesi olarak adlandinilir. A modiiliiniin C ile

geniglemesi olan tam dizilerin olusturdugu kiime denklik siufidir. Ext!(C, A) ile gosterilir.

Teorem 2.17 ((Hazewinkel et. al, 2004), Teorem 6.4.4.) A, B ve C birer modiilleri igin
0—=>A—B—C—0 kisatamdiziise 0 - Homp(K, A) > Homp(K, B) = Homp(K,C)
— Eat'(K,A)--- — Ext™(K,A) - Exzt}(K,B) - FExt™(K,C) - Ezi™"(K, A)...

uzun tam dizi vardrr.



Tanmm 2.18 ((Azumaya etal., 1957), Tamim 1.1 ) Tam sanrh bir dizi ile R-modiillerin déniisiim-
lerinin

0—sK— >N

]

M
diyagramu verildiginde bir h : N — M, ho f = g ile var ise M modiiliine N -injektif denir.

Benzer gekilde, tam satirly bir dizi ile R-modiillerin doniisiimlerinin

M

b

N—f—>L—>~O

diyagramu verildiginde bir h : M — N, g = f o h ile var ise M modiiliine N -projektif denir.

Tamm 2.19 ((Anderson and Fuller, 1992), Sayfa 186) Bir M modiilii igin In"*(M) = {N €
Mod — R | M modiilii N-injektiftir.} ile tanumli sinifa M ’nin injektiflik bolgesi denir. Benzer
sekilde, Pu™* (M) = {N € Mod — R | M modilii N-projekriftir} ile tanimh sinfa M nin
projektiflik bolgesi denir.

Onerme 2.20 ((Azumaya et. al., 1957), Onerme 2.3.) M modiilii N-injektiftir ancak ve ancak
M modiilii her n. € N ile n R-injektiftir.

Tanimm 2.21 ((Kasch, 1982), Teorem 5.3.1—(a)-(2)) Her f : M — N monomorfizmasi ve her
g : M — I homomorfizmast icin bir b : N — I, ho [ = g ile var ise I modiilii injektif modiil

olarak adlandirilir.

Tamm 2.22 ((Ana’erson and Fuller, 1992), Sayfa 207) I injektif modiil ve f : M — I biiyiik

monomorfizma ise (I, f) ikilisine M modiiliiniin injektif biiriimii denir.

Tanim 2.23 ((Kasch, 1982), Teorem 5.3.]—([9)—(2)) Her f : N — L epimorfizmast ve her
g : P — L homomorfizmasy igin bir h : P — N, g = f o h ile var ise P modiilii projektif

modiil olarak adlandiriliy:

Teorem 2.24 ((Kasch, 1982), Teorem 5.5.3.) Her modiil icin, o modiilden injektif modiiliin

icine bir monomorfizma vardur.

Teorem 2.25 (( Kasch, 1982), Teorem 5.4.].) Bir M modiilii projektiftir ancak ve ancak M

modiilii bir serbest modiiliin dik toplam terimine izomorftur.
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Not 2.26 Teorem 2.25 dan yola ¢ikarak her serbest modiiliin projektif oldugu gériilmektedir.
Teorem 2.7 yardvmiyla her modiil icin, bir projektif modiilden o modiiliin icine bir epimorfizma

mevcuttur.

Onerme 2.27 ((Hazewinkel et. al, 2004), Onerme 6.4.1 0.) R bir halka ve A bir R-modiil
olsun. B modiilii injektiftir ancak ve ancak her A icin Ext!(A, B) = 0 dr.

Onerme 2.28 (( Hazewinkel et. al., 2004), Onerme 6.4.9.) R bir halka ve B bir R-modiil olsun.
A modiilii projektiftir ancak ve ancak her B icin Ext'(A, B) = 0 dir.

Asgagida bir R halkasinin sag yan basit halka olmasina denk kosullar verilecektir.
Teorem 2.29 (( Facchini, 1998), Teorem 1 .2.) R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1. R halkas: sag yart basit halkadir;
2. Her sag R-modiil yart basit modiildiir;
3. Her sag R-modiil injektiftir;
4. Her sag R-modiil projektiftir.

Tanim 2.30 (( Hazewinkel, 2004), Sayfa 102, Boliim 4. 7.) S bir kismi sirali kiime olsun. Her-
hangi bir a,b € S ¢ifti icin bir ¢ € S elemami a < cve b < cile var ise S’ye yonlendirilmig
kismi sirali kiime denir. I yonlendirilmis kismi sirall bir kiime ve {M; |i € I}, R-modiillerin
kiimesi olsun. Herhangi bir i < jilei,j € I indeks ¢ifti igin p;; : M; — M, i1 <j<kve
n € I verildiginde

L opn : M, = M, M, lizerinde birim déniigiimdiir.
2. @i, = iy dir. Yani, agsagidaki diyagram degigsmelidir.

— M

\/

dzelliklerinin gergeklendigi varsaydsin. M = {{I,<}; {M;|i € I};{pi]i < 5, 0,5 € I}}

ligliisiine sag R-modiillerin yonlendirilmis sistemi denir.
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Tanmm 2.31 ((Hazewinkel, 2004), Sayfa 102, Béliim 4. 7.) M yénlendirilmig bir sistem iken

M, e Mile M = @ M; olsun. N, i < j igin tiim m; — wi;m; elemanlart tarafindan iiretilen
i€l

alt modiil olarak ele alindifinda M /N biliim modiilii M yonlendirilmis sisteminin direk limiti

(injektif limiti) olarak adlandiniir.

Injektiflik bolgesi incelendigi zaman injeksif modiiller, olast en biiyiik injektiflik bolgesine
sahip modiillerdir. N yar1 basit modiil ise her A/ modiilii igin M, N-injektif ve N-projektiftir.
Dolayisiyla In~" (M) ve Pr=>(M) tim yan basit modiillerin sinifini icerir. Asagida kap-

samanin tersinin gergceklendigi durum, injektif modiillerin tam zitt: olarak tanimlanacaktir.

Tamm 2.32 ((Alahmadi et al., 2010), Girig Bdliimu’) Bir M modiiliiniin N -injektif oldugu her

N modiilii i¢in N yari basit ise M modiiliine fakir modiil denir.

Injektiflik bolgesi yar basit olan modiillerin sinifina kargilik gelerek olast en kiigiik in-
jektiflik bdlgesine sahip modiiller olan fakir modiiller (Alahmadi et al., 2010)’da tamtimig ve
sonra (Er et al., 2011)’de ¢ahigilmigtir. Devaminda fakir abel gruplar kavram aragtirilmis ve

(Alizade and Biiyiikagrk, 2015) de bir karakterizasyon elde edilmistir.

Uyan 2.33 ((Alizade and Biiyiikagik, 2015), Teorem 3.1 ) Bir G grubu (Z-modiil) fakirdir an-

cak ve ancak P tiim asal sayilar kiimesi olmak iizere G’nin burulma kismi @ Z,’ye izomorf

peP
bir dik toplam terimine sahiptir.

Tanim 2.34 ((Holston etal, 2012), Girig Bb’llimii) Bir M modiiliiniin N-projektif oldugu her

N modiilii icin N yar: basit ise M modiiliine projektivel fakir ya da kisaca p-fakir modiil denir.

Benzer gekilde, projektiflik bdlgesi incelendigi zaman projektif modiiller olasi en biiyiik
projektiflik bélgesine sahip modiillerdir. Projektiflik bdlgesi yari basit olan modiillerin sinifina
kargilik gelerek olasi en kiigiik projektiflik bolgesine sahip modiiller olan p-fakir modiiller (Hol-

ston et al., 2012) ve (Lopéz-Permouth and Simental, 2012)’de tanimlanmis ve ¢ahsilmistir.

Onerme 2.35 (( Holston et al., 2012), Onerme 2.5.) Her halka bir p-fakir modiile sahiptir.

Asagidaki karakterizayonda bir modiiliin sirasiyla fakir (p-fakir) olarak belirlenmesinde
devirli alt modiillere gore injektiflik (projektifiik) bélgesinin incelenmesinin yeterli oldugu ifade

edilmistir.
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Not 2.36 ((Alahmadi et al., 2010), Girig Bb’liimu’) ve (( Holston et al., 2012), Girig Bb‘liimu‘)
Bir M modiilii sirastyla fakirdir (p-fakirdir) ancak ve ancak M ’nin x R-injektif (xR—projektij)

oldugu her devirli x R modiilii yari basittir.

Tanim 2.37 (( Kasch, 1982), Sayfa 242) R bir halka ve Mp, g N modiil olsun. M ve N ’nin
kartezyen ¢arpim kiimesini (M x N ) taban olarak kabul eden serbest Z-modiil (yani, serbest

abel grup)

F= {Zti(mi,ni) | ti € Z,mi € M,ni S N}
iel
olsun. I serbest Abel grubunun
Dy = {(m1 + mgy,n) — (my,n) — (ma,n) | my,me € M;n € N}
Dy = {(m,n1 +mny) — (m,ny) — (m,ng) |m € M;ny,ny € N}
Dy = {(mr,n) — (m,rn)|m € M;n € N.r € R}
ile Dy U Dy U Dy kiimesi tarafindan iiretilen alt grubu E olsun. F/FE béoliim grubuna Mp ve

rN modiillerinin tensor ¢arpimi denir. F'/E grubu M & N ile gosterilir.

Tensor carpim yardimiyla tamimh Mp & p— ve —p ® rINV funktorlan sagdan tam ko-
varyant funktorlardir. Asagida tanimi verilen ifade funktorlarin soldan tam oldugu durumu ele

almaktadir ve Cohn’a ait saflik olarak adlandirihr.

Tanmim 2.38 (( Cohn, 1959), Girig Bdliimd) M bir sag R-modiil ve N, M ’nin alt modiilii olsun.
Her K sol R-modiilii icin0 - N & K — M & K tam dizi ise N alt modiiliine M 'nin saf alt

modiilil dernir.

Tanim 2.39 ((Maa'dox, 1967), Girig Bb’liimii) Bir M modiilii, kendisini alt modiil olarak iceren

her modiiliin saf alt modiilii ise M modiilii tamamen saf modiil olarak adlandirilir.

Lemma 2.40 ((Maddox, 1967), Lemma 3) M injektif bir sag R-modiil ise M modiilii tamamen

saf bir sag R-modiildiir.

Lemma 2.41 ((Maddox, 1967), Lemma 4) M', tamamen saf bir sag R-modiil olan M 'nin saf

bir alt modiilii ise M' modiilii tamamen saf bir sag R-modiildiir.

Von Neumann regiiler halka tanimi verilmeyecektir. Fakat asagida Von Neumann regiiler

halka icin bir karakterizasyona yer verilecektir.
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Not 2.42 (( Wisbauer, 1991), 3 7.6.) Bir R halkas1 Von Neumann regiiler halkadwr ancak ve

ancak her sag R-modiil tamamen saftir.
Tanim 2.43 (( Rotman, 2009), Sayfa 146, Béliim 3.3.1., Tamm) Sag R-modiillerin bir tam dizisi

£:0 AL.p 2. ¢ 0

olsun. Her K sol R-modiil icin

0— > AKX B K—>CQK—>0

dizinin tamhigi mevcut ise § dizisine saf tam dizi denir. £ dizisinde f(A) C B alt modiilii saf alt

modiildiir

Tamim 2.44 ((Wisbauer, 1991), Sayfa 275, Tamum 33.1.) Bir

f

0 K N2, 0

tam dizi icin Im [ = Ker(g), N nin saf alt modiilii ise f bir saf modiil monomorfizmasi ve g

bir saf modiil epimorfizmasi olarak adlandirirr.

Onerme 2.2 ile bir M modiiliiniin her alt modiilii M de dik toplam terimi ise M modii-
liniin yar basit modiil oldugu verilmisti. Asagida saf yari basit modiil (kisaca saf-parcalanabilir

modiil) tanimui verilecektir.

Tamim 2.45 ((Azumaya and Facchini, 1989), Giris bb’liimu') Bir M sa§ R-modiiliin her saf alt

modiilii M ’de dik toplam terimi ise M 'ye saf parcalanabilir denir.

Tanim 2.46 ((Wisbauer, 1991), Sayfa 278) Her

7

0 K N1 0

saf tam dizi icin Homp(f, M) : Homgr(N, M) — Homg(K, M) — 0 tam ise M modiiliine
N-saf-injektif, Homp(M,g) : Homg(M,N) — Homg(M,L) — 0 tam ise M modiiliine
N-sat-projektif denir. M, her N modiilii i¢in sirastyla N -saf-injektif ( N-saf-projektif) ise M

modiiliine saf-injektif (saf-projektif) denir.

Tanim 2.47 ((Harmancz etal, 2015), Tanim 2.1. ve Tanim 4.1 ) Bir M sag R-modiiliin saf-

injektiflik bolgesi
PIN(M) = {N € Mod — R| M, N-saf-injektiftir}
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ile tammbhdrr: Bir M modiiliiniin N -saf-injektif oldugu her N modiilii icin N saf parcalanabilir
ise M modiiliine saf-injektivel fakir (kisaca pi-fakir modiil) denir. Yani pi-fakir modiiller; saf-
injektiflik bélgesi saf-par¢alanabilir modiillerin simfina karsilik gelerek minimal saf-injektiflik

bolgesine sahip modiillerdir.

Not 2.48 (( Fuchs and Hauptfleisch, 1973), Lemmal ) Tiim sonlu gésterimli modiiller saf-projek-
tiftir.

Modiillerde pi-fakir yapisina karsilik gruplar i¢in pi-fakir yapisi incelenmis ve ((Alizade
and Biiyiikagik, 2015), Bolim 4) "de pi-fakir abel gruplarin varligi kanitlanmigtir.

Tanmm 2.49 ((Harmancz et al., 2015), Girig b(‘)'lL'imii) Her sag R-modiil, sonlu iiretilmis mo-

diillerin bir dik toplami ise bir R halkasina sag saf yar basit halka denir.

Asagida saf yar basit halkalar i¢in denk kogullar gsterilecektir.

Uyari 2.50 (( Fieldhouse, 1969), Teorem 10.] ) ve ((Azumaya and Facchini, 1989), Onerme 5)
Bir R halkast i¢in agagidaki ifadeler denktir.

1. R halkas: sag saf yan basit bir halkadir;

\S]

. Her sag R-modiil saf-parcalanabilirdir;
3. Her sag R-modiil saf-projektiftir;
4. Her sag R-modiil saf-injektiftir.

Tanim 2.51 ((Anderson and Fuller, 1992), Sayfa 1 27) M bir modiil olsun. M ’nin herhangi

bir alt modiiller ailesi {M;|i € I}, her M;; G M;, G ... artan zinciri igin bir n € N,
M;, = M;, ., = ... ile mevcutsa M modiiliine Noether modiil denir. R halkas: kendi iizerinde

sag (sol) modiil olarak Noether ise R halkasina sag (sol) Noether halka denir.

Tanim 2.52 ((Ana’erson and Fuller, 1992), Sayfa 1 27) M bir modiil olsun. M ’'nin herhangi
bir alt modiiller ailesi {M;|i € I}, her M;, 2 M, 2 ... azalan zinciri igin bir n € N,
M,

in

=M, .. = ... ile mevcutsa M modiiliine Artin modiil denir. R halkast kendi iizerinde sag

(sol) modiil olarak Artin ise R halkasina sag (sol) Artin halka denir.

Onerme 2.53 ((Anderson and Fuller, 1992), Sayfa 1 28) Sag R-modiillerin

0 K M N 0



tam dizisi olsun. M modiilii Noetherdir (Artindir) ancak ve ancak K ve N modiilleri Noetherdir.

(Artindir.)

Teorem 2.54 (([am, 2001), Sayfa 2]) Sag (sol) Artin halka her zaman sag (sol) Noether halka-
drr.

Artin ise Noether olma 6zelligi halkalarda tek yone bagli kalmak sartiyla dogrudur. Fakat

modiiller i¢in bu gecerli degildir.

Onerme 2.55 ((Lam, 2001), Onerme 1.21.) Sag Artin (Noether) halka iizerinde M sonlu iiretil-

mig bir sag modiil ise M modiilii Artin (Noether) modiildiir.

Teorem 2.56 (( Megibben, 1970), Teorem 3 ) Bir R halkas: sag Noether halkadir ancak ve an-

cak tamamen saf olan her sag R-modiil injektiftir.

Onerme 2.57 (( Melkersson, 1995), Sonug 4.2.) Noether bir halka tizerinde herhangi bir Artin
modiil saf-injektiftir.

Boliimiin geri kalan kisminda saf alt modiil kavramina kargilik saf alt grup kavrami ve
kullanilacak diger temel grup 6zelliklerine deginilecektir.

G bir grup olsun. ¢ grubunun bilyiikliigiinii gostermeye yarayan |G| kardinalitesine &
grubunun mertebesi denir. G bir grup ve H, G’nin alt grubu olsun. Sifirdan farkls her grubunun
mertebesi sonlu bir say1 ise G grubuna sonlu grup denir. G grubunun her elemaninin mer-
tebesi sonlu ise G grubuna burulma grubu denir. G grubunun sifirdan farkli her elemanmin
mertebesi sonsuz ise G grubuna burulmasiz grup denir. Bir G grubunun sonlu mertebeli ele-
manlarinin olusturdugu kiime alt grup olur ve 7'(G) ile g6sterilir. T'(G) alt grubu G’ nin burulma
kismy olarak adlandinilir. Mertebesi bir sabit p asal sayisimin kuvveti olan elemanlardan olugan
T,(G) = {a € G|baz k € Z*iginp*a = 0} kiimesi de G’nin bir alt grubudur. 7,(G)

alt grubuna G grubunun p-primar bileseni denir. Her G grubu igin T(G) = @TP(G) dir.
peEP
T(G) = G ise G grubu burulma grubuna, T(G) = 0 ise G grubu burulmasiz gruba karsilik

gelir.

Tanim 2.58 (( Fuchs, 2015), Sayfa 3) Bir G grubunun her elemanminin mertebesi sabitlenmig

bir p asal sayisimin kuvvetleri ise G grubuna p-grup denir.
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Tanim 2.59 ((Fuchs, 2015), Sayfa 32, Ornek 6.3—(a)) G stfirdan farkl bir grup icin nG = (,
bazt n # 0 tamsayi ile saglaniyor ise G grubu siirh grup olarak adlandirilir. Sabitlenmis bir

n tamsayist icin nG = 0 ise G grubu n-smurl olarak adlandirilir.

Tanim 2.60 (( Fuchs, 2015), Sayfa 4) Bir G grubunun sifirdan farkl tiim elemanlarimin mer-

tebesi karesiz ise G grubuna yar basit grup (veya elementer grup) denir.

Tanim 2.61 ((Fuchs, 2015), Sayfa ]32) Bir G grubu icin nG = G, her n sifirdan farkli tamsayr

ile saglantyor ise G boliinebilir grup olarak adlandirilyr.

Tanim 2.62 ((Fuchs, 2015), Sayfa ]32) G bir grup ve p asal bir tamsayi olsun. p™G = G, her
m pozitif tamsayi ile saglantyor ise G grubuna p-boliinebilir grup denir.

p-boliinebilir bir grubun epimorfik gdriintiisii p-bolinebilirdir. G grubu i¢in 7,(G) alt
grubu p-boliinebilir degildir. Ayrica Z, sifirdan farkl p-bdliinebilir alt gruplara sahip degildir.

Tanim 2.63 ((Fuchs, 2015), Sayfa 133) Bir (G grubu O disinda hi¢ bir boliinebilir alt gruba

sahip degil ise G grubu indirgenmis grup olarak adlandirilir.

Teorem 2.64 ((Fuchs, 2015), Sayfa 136, Teorem 2.5.) Her G grubu maksimal boliinebilir bir
alt grup (Tiim boliinebilir alt gruplary iceren alt grup) olan D ve indirgenmis alt grup olan N
ile G = N ® D geklinde yazilabilir. (G’nin D alt grubu tek tiirlii belirlenir ve N izomorfizma

altinda tektir.

Tanim 2.65 (( Fuchs, 2015), Sayfa 149, Béliim 5) Bir G grubunun bir H alt grubu icinnH =

IT NG, her n sifirdan farkl tamsayi ile saglantyor ise 1T alt grubuna saf alt grup denir.

Bir 7 grubunun burulma kismi1 ve p-primar bileseni saf alt gruplardir. Bir G grubunun H
alt grubunun saf alt grup olmasi i¢in karakterizasyon su sekildedir: /1 saf alt gruptur ancak ve

ancak sifirdan farkl1 hern € Z icinnH = H NnG dir.
Not 2.66 ((Fuchs, 2015), Sayfa 150, Boliim 5) Dik toplam terimleri saf alt gruplardzr.

Not 2.67 ((Fuchs, 2015), Sayfa 160, Teorem 3.3.) Saf tam dizilerin direk limitleri saf tam

dizidir. Buradan hareketle, saf alt gruplarin direk limiti saf alt gruptur.

Lemma 2.68 ((Fuchs, 2015), Sayfa 149, Bolim 5) Her GG grubu A, devirli gruplarn dik
toplamu ile

0 B A G 0
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bir saf tam dizi igine gomiilebilir. Dolayistyla B de devirli gruplarin dik toplamidir:

Tanim 2.69 (( Fuchs, 2015), Sayfa 149) H, bir G grubunun alt grubu ve p asal bir tamsayt
olsun. p™H = H N p™G, her m pozitif tamsay ile saglanmyor ise H alt grubuna p-saf alt grup

denir.

Not 2.70 (( Fuchs, 2015), Sayfa ]50) Bir p-grupta saf alt grup ile p-saf alt grup kavramlar

denktir.

Tanim 2.71 (( Fuchs, 2015), Sayfa ]66) G grubunun bir H alt grubu, asal bir p tamsayist ile

1. H, devirli p-gruplar ( GB Zpki) ve sonsuz devirli gruplarin ( EB Z) dik toplanudr.

iel ieJ

2. H, G’de p-saf alt gruptur.
3. G/, p-boliinebilirdir.

yukandaki kogullan saglar ise H alt grubu p-temel alt grup olarak adlandinlir. B,(G) ile

gosterilir.

p-gruplarin ¢ # p asallan ile g-temel alt gruplan 0°dir. Sonug olarak, p-gruplarin sadece
p-temel alt gruplar agikar olmayabilir. Bu yiizden bunlar genelde temel alt gruplar olarak

adlandirihirlar.

Lemma 2.72 1. ((Fuchs, 2015), Sayfa 167, Teorem 5.2.) Her grup her p asalina karsilik

p-temel alt grup igerir.

2. ((Fuchs, 2015), Teorem 5.2. ve Teorem 2.5.) Suurly ve saf bir alt grup bir dik toplam

terimidir.

Tanim 2.73 (( Fuchs, 2015), Sayfa 409-41 0) A burulmasiz bir grup ve a € A olsun. Her p
asal igin p* | a saglayan en biiyiik k tamsayisi a’mn p-yiiksekligi olarak adlandirilir. h,(a)
ile gosterilir. p-yiiksekliklerinin X(a) = (hy, (a), hp,(a), - - -, by, (a), - - ) dizisi a’mn yiikseklik

dizisi veya karakteristigi olarak adlandirilir.

Tamm 2.74 ((Fuchs, 2015), Sayfa 41]) (kl, ka,... k.. ) ve (ll, loy.. ., .. ) karakte-
ristikleri neredeyse tiim n tamsayilar icin k,, = 1,, ve k,, # 1, oldugu her durumda hem k,, hem
de 1, sonlu ise iki karakteristik denk olarak adlandirilir. Karakteristiklerin denklik suuflar: tip

olarak adlandirilir. Bir tip, denklik sinifimin herhangi bir elemamyla temsil edilir.
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Tanim 2.75 (( Fuchs, 2015), Sayfa 411 ) Bir A burulmasiz grubunun syfirdan farkh tim ele-

manlart aym tipte ise A’ya homojen grup denir.

Tanim 2.76 (( Fuchs, 2015), Sayfa 92—93) Bir GG grubunda mertebesi sadece sonsuz ve asal
sayumn kuvveti olarak yazilabilen elemanlari iceren maksimal bagimsiz sistemin kardinal sayis:

G grubunun rank (rank(G)) olarak adlandinhr.

@’nun (rasyonel sayilar grubunun) sifirdan farkl alt gruplan rasyonel gruplar olarak ad-
landirilir. Rasyonel gruplarin rank: 1°dir. Ranki bir olan bir grubun sifirdan farkl tiim eleman-

lart aymi tipe sahiptir.

Tanim 2.77 (( Fuchs, 2015), Sayfa 423) Bir G burulmasiz grubu rank: 1 olan gruplarin bir dik
toplami ise G’ye tamamiyla parcalanabilir denir. Bagka bir deyigle I, indeks kiimesi ve her K;

bir rasyonel gruba izomorf olmak iizere G = EB K; dir.
i€l

Onerme 2.78 (( Fuchs, 2015), Sayfa 437, Alistirma 5 ve Alistirma 7) G, r > 2 sonlu rank ile
tamamiyla par¢alanabilir bir homojen grup ve karakteristikte p indisinde oo ile (0, . .., 0, co,
0,...) olsun. O zaman G = (Q(”))r dir. Burada, QP paydasi p asal sayisinmn kuvvetleri olan

rasyonel sayilar grubudur.
1. G grubunun ranki < r — 1 olacak gekildeki her alt grubu serbesttir.

2. G grubunun ranki v — 1 olacak gekildeki her saf H alt grubu i¢in G/ H = Q® olur.

Uyari 2.79 ((Fuchs, 2015), Sayfa 431, Alistirma 8) veya (Fuchs and Kertész, 1953) G, tiim
saf alt gruplari dik toplam terimi olan (G saf-parcalanabilir) bir burulmasiz gruptur ancak ve
ancak G grubunun indirgenmis kismy, sonlu ranka sahip tamarmuyla parg¢alanabilir homojen bir

gruptur.

17



18



3. BULGULAR

3.1. P-Fakir Modiillerin Saf Jenerik Ozelligi

Bu bolitmde degismeli bir Artin halka iizerindeki, saf alt modiile gore béliim modiilii
p-fakir olan her modiiliin kendisininde p-fakir modiil olacag: giisterilecektir.

p-fakir bir alt modiilii iceren her sa§ R-modiiliin kendisi de bir p-fakir modiil ise R halka-
sina sag jenerik halka denir. R halkasi degismeli ise jenerik halka olarak adlandirilir. Z halkast

jenerik halka degildir.

Tamm 3.1 M /N modiilii p-fakir olacak sekilde saf bir N alt modiiliinii iceren her M sag R-
modiiliin kendisi de p-fakir ise R halkasina sag saf p-jenerik halka denir.

Teorem 3.2 Her degismeli Artin halka saf p-jenerik halkadur.

Ispat: R degismeli bir Artin halka ve N, M /N modiilii p-fakir modiil olacak gekilde M’ nin saf
bir alt modiilii olsun. Burada Not 2.36 yardimiyla M modiiliiniin A-projektif olmasini saglayan
her devirli A modiiliiniin yan basit oldugunu géstermek yeterlidir. O halde devirli bir A modiilii
igin A/ modiilii A-projektif ve 13, A modiiliiniin alt modiilii olsun. Asagidaki kisa tam dizi ele
alisin:

0—>B—s>A—>A/B—>0

f: M/N — A/B bir homomorfizma olsun. M, A-projektif oldugundan g : M — A homo-
morfizmasi, og 0o g = [ ooy ile vardir. Burada oy : M — M/N veog : A — A/B dogal
epimorfizmalardir. Boylelikle asagidaki tam satir ve siitunlara sahip olan degismeli diyagram

elde edilir:

0 N 25 M —% M/N 0

| |

hl lg lf
] \

0 B A A/B 0

op

Teorem 2.54°den I7 degismeli bir Artin halka oldugundan ayni zamanda Noether bir halkadir.
Ek olarak, A devirli oldugundan B sonlu iiretilmis olur ve Onerme 2.55’den yararlanilarak Artin
halka iizerindeki B modiilii Artin modiildiir. O halde Onerme 2.57°den yararlanilarak B modiilii
saf-injektiftir. Buradan w : M — B homomorfizmasinin, w o 4y = h ile var oldugu aciktir.

Burada N, M’nin saf alt modiiliil ve i)y : N — M kapsama doniigiimiidiir. Béylece, Lemma
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2.13 yardimiylaz : M/N — A, o oz = f ile vardir. Sonug olarak M /N, A-projektiftir ve
kabulden M /N modiilii p-fakir oldugundan A yari basittir. |

3.2. P-Fakir Abel Gruplar

(Holston et al., 2012)’de p-fakir modiillere ait gesitli drnekler verilmistir. Buna kargin bu
boliimde p-fakir abel gruplarin tiim tanimlamalart verilecek ve Uyari 2.33 ile verilen fakir abel

gruplarin yapistyla cakistigi gosterilecektir.
Teorem 3.3 Bir GG abel grubu i¢in asagidaki ifadeler denktir.
1. G grubu p-fakirdir;

2. Her p asal tam sayist i¢in, G grubunun bir B,(G) p-temel alt grubu , Z,’ye izomorf olan

bir dik toplam terimine sahiptir;

[O%)

Her p asal tam sayisi i¢in, G grubu Z.,,’ye izomorf olan bir dik toplam terimine sahiptir;

4. G grubunun T(G) burulma kismu, @ Z,’ye izomorf olan bir dik toplam terimine sahip-

pEP
tir;

5. G grubu fakirdir.

Ispat: (1) == (2) ¢ grubu p-fakir abel grup ve B,(G)’de G grubunun p-temel alt grubu olsun.
B,(G)’nin Z,’ye izomorf olacak sekilde dik toplam teriminin olmadigim varsayalim. O halde
B,(G) = (@ L) @ (@ Z), I ve J indeks kiimeleri ve her i € I igin k; > 1 ile ele alinr.
k > 2igin lZepIk, sz—projejkegf oldugundan, B,(G), Z,-projektiftir. Burada G grubunun Z.-
projektif olduguna ulagarak geliski elde edilecegi gosterilecektir. f : Z,» — A agikar olmayan
bir epimorfizma ve g : G — A bir homomorfizma olsun. Genelligi kaybetmeden, A = Z,
varsayilabilir. (A = 0 olsa f = 0, A = Z,2 olsa f bir izomorfizma olur.) Kapsama déniigiimii
i: B,(G) — G olmak iizere h = g o1 : B,(G) — Z, olsun. B,(G), Z,2-projektif oldugundan,
k: B,(G) = Z,» homomorfizmas: f o k = h = g o ile vardir. Dolayisiyla asagidaki satirlari

tam olan diyagram degismelidir.
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Zp—'>7,—0

k7 A
) P n: /
00— B,(G) —G
Tamm yardimiyla By(G), G nin p-saf alt grubu ve Z,:, p-saf-injektif oldugundan, n : G — Z,:
homomorfizmasi n o 4 = k ile vardir. Buradan, goi = f ok = f on oi olur. Gosterilmesi

gereken g = f o n’nin saglanip saglanmadigidir. Yukaridaki esitlikten (g — (f om)) o = 0 dir.

g — (f on), uile gbsterilsin.

0——> B,(G) -G —2 G/B,(G) —0

o kanonik bir epimorfizmast ile Ker(o) = Im(i) C Ker(u) oldugundan, Teorem 2.11 yardi-
miyla v : G/B,,(G) — Z, homomorfizmasi v o ¢ = u ile vardr. G/B,,(G) tanimdan hareketle
p-boliinebilirdir ve éte yandan Z, sifirdan farkli p-boliinebilir alt gruplara sahip olmadigindan,
v = 0 dit. Bu sonug u = 0 olmasini gerektirir ve buradan g = f on elde edilir. Sonug olarak, bu
ifade G grubunun Z,»-projektif olduguna karsilik gelir. Fakat Z,2 yar1 basit grup olmadigindan
dolay! bu bir ¢eligkidir.

(2) = (3) B,(G) = A® Bve A= Z,olsun. B,(G) tanimindan harcketle G’nin p-saf alt
grubu oldugundan, A’da G’nin p-saf alt grubudur. A grubu ayni zamanda p-grup oldugundan
Not 2.70 yardimiyla G’nin saf alt grubudur ve boylece Lemma 2.72-(2) yardimiyla G’nin bir
dik toplam terimidir.

(3) = (4) Her p asal sayisi igin, hipotez yardimiyla G grubunun Z,’ye izomorf olan A, dik
toplam terimi vardir. O zaman A, yapsi itibariyle 7, () nin de dik toplam terimidir ve béylece
D A, de @ 7,,(G) = T(G)’nin bir dik toplam terimidir.

(4) = (3) T(G), her p asal sayisina karsilik Z,’ye izomorf olacak sekilde bir S dik toplam
terimine sahiptir. 7'(G), G’nin saf alt grubu ve S, T(G)’nin dik toplam terimi oldugundan Not
2.66 yardimiyla S de G’nin saf alt grubudur. S alt grubu simirh ve saf alt grup oldugundan
Lemma 2.72 yardimiyla G’nin bir dik toplam terimidir.

(3) = (1) Baz1 H abel gruplan igin G, H-projektif olsun. Not 2.5 yardimiyla H’nin de-
virli gruplarin toplami oldugu agrktir. Not 2.36 yardimiyla H’nin her devirli alt grubunun yar
basit oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Dolayisiyla Tanim 2.60 yardimiyla H nin her ele-

manimn mertebesinin karesiz oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bu durumun dogru ol-
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madigim varsayalim, yani, o(a) = +oo veya o(a) = p"r olacak sekilde H nin a elemant, p asal
bir tamsay1, n ve r pozitif tam sayilar, n > 1 ile vardir. Ik durumda, < a >2 Z oldugundan
Onerme 2.20 yardimiyla G, Z-projektif olmak zorundadir. Herhangi bir p asali icin G grubu
Z,,’ ye izomorf olan bir dik toplam terimine sahip oldugundan Z,,, Z-projcktif olmak zorundadur.
Bu ¢eligkiye neden olur. Ikinci durumda H, o(ra) = p™, n > lile Z.,»’ye izomorf olan alt gruba
sahiptir. Sonug olarak n > 1 iken Z, nin Z,.-projektif olmak zorunda oldugu elde edilir. Bu

Ziyn — Z,, epimorfizmasinin pargalanan oldugu anlamina gelir ve celiskiye neden olur.

(4) <= (5) Uyan 2.33 yardimiyla agiktir. |

3.3. Saf-Projektif Modiiller ve PP-Fakir Modiiller

Bu béliimde pi-fakir modiillere es olarak Tanim 2.46 yardimiyla; bir modiiliin saf-projek-
tiflik bolgesinin minimal olmast saf pargalanabilir modiillerin sinifina karsilik geliyorsa o modiil
saf-projektivel fakir modiiller (kisaca pp-fakir modiiller) olarak adlandirnlacaktr. Her halkanin
pp-fakir modiile sahip olup olmadig bilinmemektedir. Fakat bir halkanin tiim modiillerinin pp-
fakir olmasinin ne anlama geldigi agiklanacaktir. Ayrica saf pargalanabilir pp-fakir modiiliin

varlig1 gosterilecektir.

Tanim 3.4 Bir M sag R-modiilii icin {N € Mod — R | M modiilii N-saf-projektiftir.} ile

tarmumlanan sinifa M modiiliiniin saf-projektiflik bolgesi denir ve PP~ (M) ile gosterilir.

Lemma 3.5 L, N-saf-projektif ve K, N ’nin saf alt modiilii olsun. O zaman L, K-saf-projektif
ve N/ K -saf-projektiftir. (Yani, modiiliin saf projektiflik bélgesi saf alt modiil ve saf alt modiille

belirlenen boliim modiiliine gdre kapalidr.)

Ispat: I, N-saf-projektif ve K, N’nin saf alt modiilii olsun. Ilk durumda; L'nin K-saf-
projektif oldugunu gostermek icin f : L — K/U ve U, K’nin saf alt modiilii olsun. U, K’ nin

saf alt modiilii ve K/, N’nin saf alt modiilii oldugundan U, N’nin saf alt modiiliidiir. i, ve i,
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gomme doniigiimleri, g : K — U ve my : N — N/U dogal epimorfizmalar ile

/
al
0 U K—%K/U 0
121 // lil
¥

0—>U—>N—>N/U—0

ks

saglanir. L, N-saf-projektif oldugundan = : L — N, my o 2 =4y o [ ile vardir. mr; ve 75 dogal

epimorfizmalar ile

0 U K
i2 / 7
0—>U——>N——s NJU—>0
o 7r1
TIK —— N
N/ K = N/K
0 0

saglanir. my ox =4y o [ saglandifindan moryox =moij0 [ =0vem oy = In/k 0™y
olur. Buradan 0 = m oy o0z = 1n/x © m2 0 z oldugundan 73 o x = 0 dir. Dolayisiyla
y:L — K,z =10y vardir. Budurumda 7x o y = f’nun saglanip saglanmadig1 gosterilmek
zorundadir. i; o g oy = iy o f ve 43, monomorfizm oldufundan 7 o y = f elde edilir.
Ikinci durumda, L’nin N/ K-saf-projektif oldugunu gostermek icin X, N’nin K yi kapsayan
alt modiilii ve /' : L — N/X olsun. Ayrica K, N’nin saf alt modiili ve X/K, N/K’nin saf
alt modiilii olsun. K, N’nin saf alt modiilii ve X/ K, N/K nin saf alt modiilii oldugundan X,

N’nin saf alt modiiliidiir.

/L
/Z” lf
0 X NZ - N/X —>0
l L
0—> X/K —> N/K —> N/X —=0

L, N-saf-projektif oldugundan g : L — N ,m30 g = f ile vardir. Boylece h : L — N/K,
7 0 g = h ile vardir. Sonug olarak L, N/ K -saf-projektiftir. [ ]

23



Tamim 3.6 A, R-modiillerin bir sumfi olsun. A = PP (M) olacak sekilde bir M modii-
lii varsa A siifina saf-projektiflik portfolyosu (kisaca pp-portfolyo) denir ve {A C Mod —
R| A : pp-portfolyo} sinifi R halkasinin sag saf-projektiflik profili (pp-profil) olarak adlandinilir
ve pp-P,.(R) ile gosterilir.

Onerme 3.7 R ve S birer halka olsun. pp-P,(R x S) ve pp-P,(R) x pp-P,(S) arasinda
birebir ve siralamayt koruyan bir doniisiim vardir. Dahasi, S sag saf-yart basit ise o zaman

pp-Pr(R x S) = pp-P:(R) dir

Ispat: M bir R x S-modiil olsun. O zaman My € Mod — R ve Mg € Mod — S olmak iizere
M = ]\/[R X MS dir. M = A/[R X ]\15 191n r,p‘:p_l(M) = mm_l(MR) X mm_l(ﬂlg) gﬁStCI'-
mek yeterlidir. Dolayisiyla A, N modiiliiniin bir saf alt modiilii ve A ile belirlenen saf-tam dizi

0 A N N/A——0 iken Homg(M, N) —— Homp(M, N) — 0 ’nin tam

dizi oldugunu gostermek yeterlidir. M = Mg x Mg ve Homg(M, N) dikkate alindiginda
Homp(Mp x Ms,N) = Homp(Mg, N) x Homg(Ms, N) oldugundan h : M — N, hg -

Mp—= Nvehg: Mg — Nileh=hg X hg olur. Boylelikle istenen izomorfizma agiktir. M

Tammm 3.8 Bir M modiiliiniin bir N modiilii igin N -saf-projektif oldugu her durumda N saf-

parcalanabilir ise M modiiliine saf-projektivel fakir modiil (kisaca pp-fakir modiil) denir.

Onerme 3.9 M bir modiil ve bazt A ve B alt modiilleri ile M = A @ B olsun. A alt modiilii

pp-fakir ise M modiilii de pp-fakirdir. Tersi genelde dogru degildir.

Ispat: M = A @ B modiili N -saf-projektif ve A alt modiilii pp-fakir olsun. Bu durumda A
alt modiilii de /V-saf-projektif oldugundan V saf-pargalanabilir olmak zorundadir ve bu ispati
tamamlar. L

Asagida, bir 6nceki Snermenin tersinin ne zaman dogru olacagi, yani; modiil pp-fakir iken

hangi kosulda dik toplam teriminin de pp-fakir oldugu gosterilecektir.

Lemma 3.10 P @ N olacak sekilde P ve N modiilleri olsun. P & N, pp-fakir ve P’nin saf-
projektif oldugu durumda N, pp-fakirdir.

Ispat: N, T-saf-projektif olsun. O zaman P & N, T-saf-projektif saglanir. P& N’nin pp-fakir

olmasindan dolay1 T" modiilii saf-pargalanabilirdir. i}

Onerme 3.11 R ve S birer halka olsun. M bir pp-fakir B x S5-modiil ise Mg ve Mg modiilleri
de sirastyla bir pp-fakir R-modiil ve bir pp-fakir S-modiildiir.
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Ispat: M modiili B x S-modiil oldugundan, Mr € Mod— R ve Mg € Mod— S olmak lizere
M = Mg x Mg dir. Onerme 3.7’in ispati yardimiyla BB~ (M) = PP~ Mg) x PP~*(Ms)
dir. Mg modiilii A-saf-projektif R-modiil olacak sekilde A, bir R-modiil olsun. O zaman
M modiilii A-saf-projektif R x S-modiil olur. M modiilii pp-fakir R x S-modiil oldugundan
tanimdan hareketle A modiilii R x S-modiil olarak saf-parcalanabilirdir. Bu aymi zamanda saf-
pargalanabilir R-modiil olmasini gerektirir. Boylece R-modiil olarak Mg modiilii pp-fakirdir.

Benzer sekilde S-modiil olarak Mg modiilii pp-fakir oldugu gosterilir. ]

Uyar13.12 Onerme 3.11 de, M = My x Mg modiilii pp-fakir R x S-modiil iken Mg ve Mg’ nin
pp-fakir R x S-modiil olma zorunlulugu yoktur. Ornegin, A modiilii saf-parcalanabilir bir R-
modiil ve S modiilii saf-pargalanabilir S-modiil olmasin. O zaman Mg, R x S-modiil olarak
A @ S-saf-projekiiftir. S saf-pargalanabilir olmadigindan, A ® S saf-parcalanabilir degildir.
Bdylece Mp, pp-fakir R x S-modiil modiil degildir.

Herhangi bir halkanin pp-fakir modiillere sahip olup olmadig: bilinmiyor, fakat asagidaki

teorem tiim sag R-modiilleri pp-fakir olan halkalarin yapisinin nasil oldugunu agtklamaktadir.

Teorem 3.13 Bir R halkast i¢in agagidaki ifadeler denktir.
1. R halkast sag saf yan basit bir halkadir;
2. Her sag R-modiil pp-fakirdir;
3. Saf-projektif pp-fakir bir sag R-modiil vardir;
4. 0 modiilii pp-fakir bir sag R-modiildiir;
5. Her sonlu gosterimli sag R-modiil pp-fakirdir;
6. R’nin kendisi (kendi iizerinde modiil olarak) pp-fakirdir;
7. R halkast pp-fakir bir modiile sahiptir ve her pp-fakir sag R-modiil saf-parcalanabilirdir;

8. R halkasi pp-fakir bir modiile sahiptir ve bir pp-fakir sag R-modiiliin her béliim modiilii
pp-fakirdir;

9. R halkast pp-fakir bir modiile sahiptir ve bir pp-fakir sag R-modiiliin her dik toplam
terimi pp-fakirdir.
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Ispat: (1) = (2) ve (1) = (7) Uyan 2.50 yardimyla agiktir.

(7) = (1) M herhangi bir R-modiil olsun. M modiiliiniin saf-parcalanabilir oldugunu goster-
mek yeterli olacakur. pp-fakir modiil olacak sekilde bir N modiiltiniin varh@ (7) yardimyla
mevcutttur. Onerme 3.9 yardimiyla, M @ N’nin de pp-fakic oldugu ve (7)’den aynm zamanda
saf-parcalanabilir oldugu sonucuna ulagilir. K, M’nin saf bir alt modiilii olsun. M modiilii
M @ N iginde saf alt modiil oldugundan K’da M & N’de saf alt modiildiir. Béylece M & N
modiilii saf-pargalanabilir oldugundan X, M & N’nin bir dik toplam terimidir. Buradan K,
M’nin dik toplam terimi olarak elde edildiginden M saf-pargalanabilirdir. Herhangi bir modiil
saf-parcalanabilir modiil oldugundan, Uyari 2.50 yardimiyla R sag saf yari basit bir halkadir.
(2) = (4) Asikardir.

(4) = (2) Onerme 3.9 ve her M modiilii i¢in A/ = M + 0 oldugundan agiktir.

(2) = (8) = (9) Asikardur.

(9) = (2) M herhangi bir R-modiil olsun. (9) yardimiyla 6yle bir pp-fakir modiil olan N
modiilii vardir. Onerme 3.9°dan, M @ N pp-fakir modiildiir. (9)’dan, M pp-fakirdir.

(2) = (3) Not 2.48 yardimiyla asikardir.

(3) = (1) M herhangi bir R-modiil ve P saf-projektif bir pp-fakir R-modiil olsun. P modii-
lii hem M -saf-projektif hem de pp-fakir oldugundan, M saf-parcalanabilirdir. O zaman Uyan
2.50 yardimiyla R sag saf yar1 basittir.

(2) = (5) Asikardr.

(5) == (6) Tanim 2.6 yardimiyla asikardur.

(6) = (1) M herhangi bir R-modiil ve kendi iizerinde modiil olarak R modiilii M-saf-
projektif olsun. 1, pp-fakir oldugundan M modiilii saf-pargalanabilirdir. |

Onerme 3.14 Bir M modiilii pp-fakir modiildiir ancak ve ancak M) = @ M;, heri € T igin

M; = M ile pp-fakirdir. <!

Ispat: Herhangi bir N modiilii icin M modiilii N-saf-projektiftir ancak ve ancak heri € [ i¢in

M, = Mile MO N -saf-projektiftir. Saf-projektifiik bolgesi aynt modiillerden olugtugu icin

ispatin geri kalani agiktir. |
Asagida, Onerme 3.9 ve Onerme 3.14°den yola ¢ikarak projektif olan pp-fakir modiillerin

varlig1 gosterilecektir.
Sonuc 3.15 Bir R halkas: icin asagidaki ifadeler denktir.
1. R modiilii kendi iizerinde modiil olarak pp-fakirdir;
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2. Her serbest R-modiil pp-fakirdir;
3. Devirli projektif bir pp-fakir R-modiil vardr.

Ispat: (1) = (3) R kendi iizerinde modiil olarak hem devirli hem projektif modiil oldugun-
dan sonug aciktir.
(1) = (2) Serbest modiiliin bazinin eleman sayis1 n. olmak iizere her serbest modiil 2™ ye
izomorftur. Dolayistyla, Onerme 3.14’ten sonug elde edilir.
(3) = (2) Bir M modiilii ve m € M igin mR devirli ve projektif bir alt modiil olsun.
Buna kargilik 2 — m.2 — 0 dizisi mevcuttur. @ m R’ nin yine projektif olmasi ile @ R —
G mR — 0 dizisi pargalanandir. Her serbest modiil ) R formunda bir modiile izomorf
oldugundan ve Onerme 3.9’dan sonug agrktir. ]
Z tliim injektif modiillerin smifi, AP tim tamamen saf modiillerin simfi olmak iizere
Tanim 2.16’dan yararlanarak X ile adlandirilacak kitme X={X € Mod — R| her A € AP igin
Exzt*(X,A) = 0} olsun. Asagida, X’de pp-fakir modiil olan X modiilii varsa R halkasinin

Noether halka oldugu ve tiim R-modiillerin de X iginde oldugu gosterilmistir.

Teorem 3.16 Bir R halkas: pp-fakir modiil olan X modiiliine sahip ise asagidaki ifadeler denk-

tir.
1. X € X dir;
2. Tamamen saf her R-modiil saf-parcalanabilirdir;
3. Injektif her R-modiil saf-parcalanabilirdir;
4. R halkast Noether halkadur;
5. AP =71 dir;
6. X = Mod — R dir.

Ispat: (1) = (2) A tamamen saf bir R-modiil olsun. X modiiliiniin pp-fakir modiil olmasint
kullanmak i¢in X ’in A-saf projektif oldugunu gostermek yeterlidir. f : A — B saf epimorfizma

olsun. Buna bagli olarak K = Ker(f) ve 7 kapsama doniigiimii olmak tizere
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saf kisa tam dizisi vardir. O zaman K alt modiilii Lemma 2.40 ve Lemma 2.41 yardimiyla

tamamen saftir. Teorem 2.17 den 1) dizisine karsilik
£:0— Homp(X, K) = Homp(X, A) L5 Homp(X, B) > Exi* (X, K) — ...

vardir. X € X ve K modiilii tamamen saf alt modiil oldugundan Ext!(X, K) = 0 olur ve &

kisa tam diziye doniigiir. Boylece f, epimorfizmadir. Sonug olarak X ’in A-saf-projektif oldugu

elde edilir. X modiilii pp-fakir modiil oldugundan A saf-parcalanabilirdir.

(2) = (3) Lemma 2.40 yardimiyla aciktur.

(4) <= (5) Teorem 2.56 yardimiyla aciktir.

(3) = (5) A € AP olsun. Bu durumda / injektif modiil olmak iizere Teorem 2.24 yardimiyla

f + A — I monomorfizmas: vardir. A tamamen saf bir modiil oldugundan, f homomorfizmast

saf monomorfizmadir ve (3) yardimiyla par¢alanabilirdir. O zaman A, 7 injektif modiiliiniin dik

toplam terimine izomorftur ve buradan A injektiftir.

(5) = (6) Onerme 2.27 yardimiyla agikuir.

(6) = (1) Asikardir. H
Asafida, saf-pargalanabilir pp-fakir modiiliin varli§1 gésterilmistir. Bir sonraki boliimde

ise saf-pargalanabilir pp-fakir abel gruplarin olmadig gosterilecektir.

Onerme 3.17 M saf-parcalanabilir bir modiil ve M ’nin N-saf-projekiif oldugu herhangi bir
N modiilii olsun. M ’nin saf alt modiilii, N 'nin saf alt modiille belirlenen her béliim modiiliine

izomorf ise M modiilii pp-fakirdir.

Ispat: Saf-pargalanabilir bir M modiilii N-saf-projektif ve K, N modiiliiniin saf alt modiilii
olsun. Hipotez yardimiyla bir f : N/K — L izomorfizmast M modiiliiniin L saf alt modiilii
ile vardir. M modiilii saf-pargalanabilir oldugundan 1., M nin bir dik toplam terimidir. 7, :
M — L projeksiyon doniigiimiinii, 7y : N — N/K dogal epimorfizmayi ve i, : L — M
kapsama doniigimiinii gostersin. A/ nin N-saf-projektifligi kavrami 7y 0 g = f~! o 7y, ile
bir g : M — N homomorfizmasinin varligini gerektirir. K, N’nin saf alt modiilii oldugundan
0 > K —> N — N/K — 0 saf tam dizisi vardir. 7y og = f Lo my oldugundan, 1y/k,
N/K’min birim doniisiimii ile 7y o (g 0 iy 0 f) = 1n/k elde edilir. Buradan hareketle saf tam
dizi pargalanabilir, yani K, N’nin dik toplam terimidir. Béylece N modiilii saf-pargalanabilir
ve M modiilii pp-fakir modiildiir. i3]

Bir sonraki boliime gegmeden 6nce ortogonal modiil tanimina ve bu tanim yardimiyla,

yart basit projektif pi-fakir modiile ortogonal olan yar: basit modiillerin yapisi verilecektir.
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Iki modiil sifirdan farkli izomorfik alt modiillere sahip degiller ise bu modiillere ortogonal

modiiller denir.

Teorem 3.18 R degismeli bir halka ve M yar: basit projektif pi-fakir R-modiil olsun. O zaman

M’ye ortogonal olan her yan basit Sy, modiilii saf-injektiftir.

Ispat: H(S), S’nin saf injektif biiriimii (Yani, S, saf-injektf [ (S) modiiliiniin bityiik alt
modiilii) olsun. H(S) de saf alt modiil olarak kapsanan her X icin Hom(X, M) = 0 oldugu
gosterilmeli ve boylece M, I7(S)-saf-injektif elde edilmelidir. f € Flom(X, M) olsun. f(X)
projektif oldugundan, X = Kerf @Y ve f(X) = Y dir. f(X) = 0 oldupunu gostermek icin,
ilk olarak f(X N S) = 0 gosterilecektir. f(X N S) # 0 oldugu varsayilsm. M nin projektif alt
modiilii (f(X) € M) oldugundan X NS = f(XNS)@® (KerfN(XNS))dir. BuS ve M nin
ortogonal olmasiyla gelisir. f(X NS) = 0 olmalidir. Boylece X NS C Kerf dir. XN S, X’de
bityitk alt modiil olarak kapsandigindan f(X) = 0 olur. Sonugta M, H(S)-saf-injektiftir. A/
modili pi-fakir, /1(S) saf-pargalanabilir ve S, /1(S)’de saf alt modiil oldugundan S, I1(S)’de

bir dik toplam terimidir. Sonug olarak S saf injektiftir. a2

3.4. Saf-Projektif Fakir Abel Gruplar

Bu boliimde {R; };c;, tiim rasyonel gruplarm kiimesi olmak iizere M = @ R;’nin pp-
i€l
fakir abel grup oldugu gosterilerek pp-fakir abel gruplarin varligi garantilenecektir. Boliim

boyunca M gosterimi ile M = @ R; kastedilecektir. Boliim sonunda saf-pargalanabilir pp-
iel
fakir grubun varhginin mevcut olmadigi da ispatlanacaktir.

Lemma 3.19 G, indirgenmig bir burulma grubu olsun. G grubu icin asagidaki ifadeler denktir.
1. M grubu G-saf-projektiftir;
2. T,(G), her p asal sayist igin sumrhdir;
3. G grubu saf-parcalanabilirdir.

Ispat: (1) == (2) T,,(G), G grubunun primar bileseni ve B,(G), T,(G) nin bir temel alt
grubu oisun. T,(G) # B,(G) oldugu varsayilsin. O zaman T,(G)/Bp(C) =2 @ Zyw dir.
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Tp(G), G’nin saf alt grubu oldugundan M, T,(G)-saf-projektiftir. Buradan Q®), T, (G)-saf-
projektiftir. 7,,(G), p-boliinebilir olmadigindan Hompz(QW, T,,(G)) = 0 olur. Fakat &te yan-
dan Homp(Q®W, T,(G)/B,(G)) # 0dir. Homg(QW, T,,(G)) — Homgz(QW, T,(G)/ B,(G))
indirgenmig homomorfizmasi bir epimorfizma olamaz. Buradan ¢cligki elde edilir. Sonug olarak
T,(G) = B,(G) dir. B,(G)’nin simirh olmadig1 varsayilsin. O zaman Lemma 2.68 yardimiyla
[ 1 Bp(G) — Zyw saf epimorfizmas: vardir. B,(G), G ve M’nin saf alt grubu oldugundan
QW, B,(G)-saf-projektiftir. Hompg (Q(T’), B,,(G)) =0ve Hompg (Q(T’), Zye) # 0 oldugundan
yine bir geligki elde edilir. Sonug olarak B,(G) sinirhidir.

(2) = (3) ((Alizade ve Biiyiikagik, 2015), Lemma 4.3. (2) — (3)) ifadesine eg olarak
gosterilecektir. H, GG grubunun alt grubu olsun. G = EB T,(G)ve H = @ T, (H) oldugundan

pEP pEP

T,(H), T,(G) de saf alt gruptur. Lemma 2.72-(2) yardimiyla T,,(H), T,,(G)’de dik toplam
terimidir. N, C G ile T,(G) = T,(H) ® N, olsun. G = (P([T;,(H) & N,] = (P T,,(H)) &

pEP peP
( @ NT,) =Ha (EB N,,) oldugundan GG grubu saf-parcalanabilirdir.
per pEP
(3) = (1) G saf-parcalanabilir modiil oldugundan G’nin herhangi bir A saf alt modiilii ile

elde edilen 0 — H — G — G/H — 0 seklindeki her saf tam dizi parcalanandir. ]

Lemma 3.20 p bir asal tam sayi ve H grubu bir p-grup olsun. M, H-saf-projektifise H grubu

saf-parcalanabilirdir.

Ispat: ((Alizade ve Bilyiikagik, 2015), Lemma 4.5.) in ispatina eg olarak gésterilecektir. H
grubunun boliinebilir alt grubu D ve saf alt grubu A olsun. Indirgenmis bazit C' gruplar ile
H =C® D ve Dy, A’nin béliinebilir alt grubu olsun. D4 ayni zamanda 1)’nin de alt grubudur
vebazi Dy, ile D = Dy, © D 4 dir. O halde edinilen esitlikler ¢ergevesinde H = C@® Dy, & Dy
olur. C' @ D4, yeniden E ile adlandinlsi. Esitlik H = E @ D4 halini alir. Lemma 2.10
yardimiyla A = (E N A) @ D4 elde edili. E N A, H’nin saf alt modiiliidir,. ENA = L
seklinde adlandirldiginda M nin L-saf-projektif oldugu goriilir. L = A/D 4 ile L indirgenmis
bir modiil olur ve boylece sinirli oldugu goriiliir. L, H’de saf oldugundan aym zamanda F’de de
saftir. Lemma 2.72-(2) yardimiylabazi1 K C Figin E= K @ Ldir. Ozaman [/ = E® Dy =
K& Lo Dy = K ® A elde edilir. Sonug olarak A, H’de dik toplam terimidir ve buradan H
saf-pargalanabilirdir. it}

Lemma 3.21 M ’nin A-saf-projektif oldugu durumda A, sifirdan farkli indirgenmig burulmasiz

bir grup ise A grubu saf-pargalanabilirdir ve bazi n pozitif tam sayilary i¢in A =2 @ K; dir.

i=1
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Burada tiim K; ler ayni R rasyonel grubuna izomorfiur.

Ispat: Herhangi bir sifirdan farkli a € A ve
(a)p ={z € A| bazs 0 £ m € Z i¢in mzx € (a) }

olsun. (a),’nin (a’y1 iceren en kiigiik alt grup) A’nin saf alt grubu oldugu ve {a), nin baz
indirgenmis rasyonel gruplara izomorf oldugu agiktir. A = (a), ise 0 zaman ispat bitmis olur.
A # (a), oldugu varsayilsin. O zaman A/(a), burulmasiz grubu 6yle sifirdan farkl1 b elemanina
sahiptir. o : A — A/(a), kanonik epimorfizmasinin ve (b), — A/{a), kapsama doniisiimiiniin
Tamim 2.12 ile verilen tanima uygun olarak geri ¢ekilimi alinsin. Asagidaki tam satir ve siitunlu

degismeli diyagram elde edilir.

0 0
E:0 (a), X (b)p 0
0 (a)p A—> Af{a),—0
[21 Fe]
Y Y
0 0

Genelligi kaybetmeden, X ’in A’nin alt grubu oldugu varsayilabilir. Ker(o), A’nin saf alt grubu
ve Ker(B), A/(a), nin saf alt grubu oldugundan X = Ker(a), A’nin saf alt grubudur. Buradan
M, X -saf-projektiftir. {(a),, X’in saf alt grubu ve (b), rasyonel gruba izomorf oldugundan, IE
kisa tam dizisi pargalanabilirdir, boylece X = (a), ® (b)p, olur. A # X ise 0 # c € A/X
alarak A’nin Y = (a), @ (b), ® (c), saf alt grubu ve buna benzerleri bulunabilir. Bu adimlar
bir yerde sonlanmaz ise Ornek 2.67 de belirtildigi iizere saf alt gruplarin direk limiti saf alt grup

oldugundan her K; indirgenmis rasyonel grup olmak iizere A’nin K = EB K saf alt grubu elde

edilir. O halde M, K-saf-projektiftir. Q injektif oldugundan, f; : K; —)lﬁ:Q% homomorfizmas: her
1=1,2,...i¢in 1 € I'm(f;) ile tammlanabililr. Buradan f : K — Q epimorfizmasi vardir. Q,
burulmasiz o]dug?mdan Ker([f) alt grubu K’nin saf alt grubudur. Fakat Q is K-saf-projektif
oldugundan K = Ker(f) ® Q olur. K nin indirgenmis olmasindan geligki elde edilir. Sonugta

bu adimlar sonludur, yani bazi n igin A = @ K; dir. U, A grubunun herhangi bir saf alt

=1
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grubu olsun. Yukaridaki ispat yardimiyla A/U rasyonel gruplarin dik toplamidir. (Bunlardan
bazilar1 boliinebilir olabilir). Buradan A/U, A-saf-projektif ve boylece U, A’nin dik toplam
terimidir. Sonug olarak A saf-pargalanabilirdir. Uyari 2.79 yardimiyla tiim K; gruplan birbirine

1zomorftur. %]

Sonug 3.22 M grubu bazi burulmasiz A gruplar icin A-saf-projektif ise M ’nin B-saf-projektif
oldugu her B grubu icin A da B-saf-projektiftir.

Ispat: M grubu B-saf-projektif, A burulmasiz grup ve D, A’nin boliinebilir alt grubu olsun.
A’nin bazi indirgenmis K alt grubu igin A = D & K dir. M, A-saf-projektif ise M, K-saf-
projcktiftir. Lemma 3.21 yardimiyla K rasyonel gruplarm dik toplamidir. Diger taraftan D,

Q’ya izomorf olan alt gruplarm dik toplami oldugundan A grubu B-saf-projektiftir. |

Sonug 3.23 M grubu bazi burulmasiz B gruplart icin B-saf-projektifise B saf-parcalanabilirdir.

Ispat: M grubu B-saf-projektif ve C, B’nin saf alt grubu olsun. O zaman M grubu B/C-saf-
projektif ve Sonug 3.22 yardimiyla B/C boliim grubu B-saf-projektiftir. Béylece C, B’nin bir

dik toplam terimidir. |

Teorem 3.24 M grubu pp-fakirdir.

Ispat: A grubu bazi G gruplan icin G-saf-projektif ve D, (’nin bdliinebilir kismi olsun.
O zaman bazi indirgenmig N alt grubu igin G = D @ N dir. N’nin 7(N) burulma kismi
saf alt grup oldugundan M grubu N/T'(N)-saf-projektiftir. Sonug 3.22 yardimiyla N/T(N)
bolim grubu N-saf-projektiftir. Buradan 7'(/N) burulma kismi N’nin dik toplam terimi olur,
yani N’nin bazi burulmasiz K alt gruplan igin N = T(N) & K dir. Teoremin geri kalan
kism1 ((A]izade ve Biiyiikagik, 2015), Teorem 4.].)’in ispatinin son paragrafinin neredeyse
tamamiyla es olarak yapilmaktadir, yinede tamamlamak icgin verilecektir. G = N & D =
TINe KeT(D)o D' = (T(N)® T(D)) ® (K& D') = T(G) ©® G’ denklemi vardir.
(’nin saf-pargalanabilir oldugunu ispatlamak i¢in G nin A saf alt grubu ele alinsin. Her p € P
igin T;,(A), T,(G) nin saf alt grubudur. Bdylece Lemma 3.20 yardimiyla T,(A), T,(G) nin
dik toplam terimidir. O zaman 7'(A), 7'(G)’nin bir dik toplam terimidir. Bir f : A/T(A) —
G/T(G) homomorfizmasi f(a + T(A)) = a + T(G) ile vardir. f(a + T(A4)) = 0 ise elde
edilen bilgiler 1518imda @ € T(G) N A = T(A) olur, buradan a + T'(A) = 0 ve sonugta f
bir monomorfizmadir. $imdi Jm(f)’nin G/T(G) nin saf alt grubu oldugu iddia edilsin. Bunu
gostermek igin, bazia € A, b€ G,0# m € Zile a+ T(G) = m(b+ T(G)) olsun. O halde
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a—mb € T(G) ve boylece baz1 0 # k € Zi¢in ka = kmb dir. A, G’de saf alt grup oldugundan,
bazia’ € Aigin ka = kma’ gergeklenir. Buradan hareketle a—ma’ € T'(A) olur ve a+T(A) =
m(a’ + T(A)) dir. Sonug olarak I'm(f) saf alt gruptur. Lemma 3.23 yardimiyla G/T(G) = G
saf-pargalanabilir oldugundan J parcalanabilirdir. A, G’nin saf alt grubu oldugundan M grubu
A-saf-projektiftir. Ispatin ilk kismi yardimiyla K’ =2 A/T(A) olacak sekilde bazi K’ < A igin
A=T(A)® K dir. Ozaman A = T(A) & K’ —» G = T(G) ® G’ kapsama doniisiimii

pargalanabilirdir, yani, A, G’nin dik toplam terimidir. |

Onerme 3.25 Saf-parcalanabilir pp-fakir abel grup yoktur.

Ispat: N’nin saf-parcalanabilir bir pp-fakir grup oldugu varsayilsin. N burulmalt grup ise her
burulmasiz A grubu igin IV, A-saf-projektiftir. Bu yiizden N burulmali grup degildir. N saf-
pargalanabilir grup ve 7'(/N) burulma kismi1 N’nin saf alt grubu oldugundan, baz1 burulmasiz
saf-parcalanabilir K gruplari icin N = T'(N) ® K dir. D(K), K’nin maksimal bdliinebilir alt
grubu olmak iizere K = D(K) & L olsun. L’de saf par¢alanabilirdir. O zaman tiim K; rasyonel

ve birbirine izomorf olmak iizere K = @ K; dir. TIk olarak, K;, baz1 g asal sayilari icin g-
boliinebilir ise Onerme 2.78 yardimiyla ;=17é q ve rank = 2 olacak gekilde A grubu ahinsin.
Bu rank: 2 olan ve bilesenlerine ayrilmayan burulmasiz gruptur. Béylece A saf-parcalanabilir
degildir. A’mn her agikar olmayan saf B alt grubunda rank 1 dir. Sonug olarak Uyan 2.78
yardimiyla A/B = Q) dir. Buradan IHomp(K;, A/B) = 0 ve boylece K, A-saf-projektiftir.
T(N)’ nin de A-saf-projektif oldugu agiktir. Boylelikle N, A-saf-projektiftir. Bu ise celiskiye
neden olur. Diger taraftan, K; = Z ise L serbest bir grup ve boylece N, A-saf projektiftir.
Sonugta K nin tipi, sonlu olmayan ¢oklukta sifirdan farkli koordinatt icermesi durumu harig,

K; tiim asallar i¢in ¢-bdliinebilir degil ise o zaman yukaridaki A grubu ve B alt gruplan igin

tekrar [Tompg(K;, A/ B) = 0 olur ve boylece geliski elde edilir. |

3.5. P-Muhta¢c Modiil

Bu bdliimde projektiflik bolgesi minimal olmayan, fakat saf-parc¢alanabilir modiiller sinifi
tarafindan kapsanan modiiller incelenecektir. S6z konusu modiiller, p-fakir ile pp-fakir mo-
diillerin genellegtirilmesidir. Bolim sonunda, p-muhtag abel gruplarn yapisi tiimiiyle tanim-

lanacaktir.
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Tanim 3.26 M bir modiil olsun. N modiilii icin, M modiilii N -projektif iken N modiilii saf-
parcalanabilir ise (denk olarak Bc™* (M) tiim saf-parcalanabilir modiillerin smifi tarafindan

kapsamiyorsa -esit olmak zorunda degil-) M modiiliine p-muhtag denir.

Lemma 3.27 p-fakir modiiller ve pp-fakir modiiller aynt zamanda p-muhta¢ modillerdir.

Ispat: Bir M modiiliiniin N-projektif oldugu her N modiilii igin M modiilii aym zamanda
N-saf-projektiftir. Boylece pp-fakir iken p-muhtag oldugu goriilir. Diger taraftan yari-basit

modiiller saf-parcalanabilir modiil oldugundan p-fakir modiillerin p-muhta¢ oldugu a¢iktir. H

Sonug 3.28 Herhangi bir halka icin p-muhtag modiil vardrr.

Ispat: Lemma 3.27 ve Onerme 2.35 yardimiyla agiktr. El

Uyan 3.29 M p-muhtac bir modiil olsun. M modiilii tiim saf-parcalanabilir N modiillere
gire N-projektif olmak zorunda degildir. Ornek olarak, p-muhtag bir M modiilii tiim saf-
parcalanabilir N modiillere gore N-projektif olsun. Teorem 3.3 ve Lemma 3.27 yardimiyla

M = EB Z, ve N = Z segilebilir. Z saf-parcalanabilir oldugundan dolay: @ 7., Z-projektif
neP peEP
olmak zorundadir. Bu, @ZP ‘den Z,’ye olan projeksiyon diniisiimiine karsilik EBZP "den

pEP pEP
Z.’ye doniisiimiin var oldugu anlamina gelir ve ¢eliski elde edilir.
Uyan1 3.30 M modiilii p-muhta¢ bir modiil olsun. Tiim saf-pargalanabilir modiillerin sintfi

genelde alt modiil ve béliim modiile gore kapali olmamasina ragmen N C Pe (M) saglayan

N saf-pargalanabilir modiillerin alt modiilleri ve béliim modiilleri yine saf-parcalanabilirdir.

Lemma 3.31 Von Neumann regiiler halka iizerinde p-fakir modiiller, pp-fakir modiiller ve p-

muhta¢ modiillerin sunifi aym anlama gelmektedir.

Ispat: Von Neumann regiiler halka iizerinde tiim monomorfizmalar saftir. Bu agidan bakildigin-
da, tiim epimorfizmalar saf oldugundan saf-projektif modiiller ve projektif modiiller ayn1 an-

lama gelmektedir. Bu yiizden ispatin geri kalant agiktir. |

Lemma 3.32 M = X &Y modiilii p-muhta¢ olsun. Dik toplam terim X, p-muhtag ise o zaman

M ’de p-muhtactir. Tersi genelde dogru degildir.

Ispat: M = X @ Y modiilii p-muhtag ve M modiilii T-projektif olsun. O zaman X ’de T-
projektiftir. X, p-muhta¢ oldugundan 7' modiilii saf-parcalanabilir olmak zorundadir. Sonug

olarak, M modiilii p-muhtactir. |
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Asagida bir 6nceki lemmanin tersinin ne zaman dogru olacagi, yani; modiil p-muhtag

iken hangi kosulda dik toplam teriminin de p-muhtag oldugu gésterilecektir.

Lemma 3.33 P @ N olacak sekilde P ve N modiilleri olsun. P © N, p-muhtac ve P’nin
projektif oldugu durumda N, p-muhtagnr.

Ispat: N, T-projektif olsun. O zaman P @ N, T-projektif saglanir. P @ N’nin p-muhtag
olmasindan dolay1 7" modiilii saf-pargalanabilirdir. |

Sag saf yari basit halka tizerindeki her modiiliin pp-fakir oldugu ve buna denk kosullar
Teorem 3.13’de karakterize edilmigtir. Benzer gekilde sag saf yan basit halka tizerindeki her

modiiliin p-muhtag oldugu ve buna denk kosullar agagidaki teoremde tasvirlenmistir.

Teorem 3.34 R halkas: i¢cin asagidaki ifadeler denktir

1. R halkast sag saf yar basit bir halkadur.

N

Her sag R-modiil p-muhtagtir.

3. Projektif p-muhta¢ bir sag R-modiil vardir.

4. C modiilii p-muhtag bir sag R-modiildiir.

5. Her sonlu gosterimli sag R-modiil p-muhtactir.

6. R’nin kendisi (kendi iizerinde bir modiil olarak) p-muhtactir.

7. R halkast p-muhtag bir modiile sahiptir ve her p-muhta¢ sag R-modiil saf-parcalanabilirdir.

8. R halkasi p-muhtag bir modiile sahiptir ve bir p-muhtag sag R-modiiliin her béliim modii-

lii p-muhtagtir.

9. R halkas1 p-muhtag bir modiile sahiptir ve bir p-muhtag sag R-modiiliin her dik toplam

terimi p-muhtagtir.

Ispat: {1) == (2) ve (1) = (7) Uyari 2.50 yardimiyla agiktir.

(7) == (1) M, herhangi bir R-modiil olsun. (7) yardimiyla, bir N p-muhtac modiilii vardir.
Lemma 3.32 yardimiyla M & N’de p-muhtagtir ve sonug olarak kabul yardimiyla saf-parcalana-
bilirdir. 7', M’nin saf alt modiilii olsun. A/, M @ N iginde saf oldugundan, 7" de M @ N iginde
saftir. M @ N’nin p-muhtag olmasindan dolay1 7', M & N de dik toplam terimidir. Bu durumda
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M’ nin de bir dik toplam terimidir. Sonug olarak M saf-parcalanabilirdir. Uyari 2.50 yardimuyla,
herhangi bir modiil saf-par¢alanabilir oldugundan R, sag saf yari basit halkadir.

(2) => (4) asikardir ve (4) = (2) Lemma 3.32 yardimiyla agiktir.

(2) = (8) = (9) Asikardr.

(9) = (2) M herhangi bir R-modiil olsun. (9) yardimiyla, bir N p-muhta¢ modiilii vardir.
Lemma 3.32 yardimiyla M & N, p-muhtag modiildiir. (9) yardimiyla M, M & N’nin dik toplam
terimi olarak p-muhtag modiildiir.

(2) = (3) R, R-modiil olarak projektiftir, dolayistyla agiktir.

(3) = (1) M, herhangi bir R-modiil ve T', projektif p-muhtag R-modiil olsun. T', M-projektif
ve p-muhta¢ oldugundan A{ saf-parcalanabilirdir. O zaman Uyari 2.50 yardimiyla R sag saf
yar1 basit halkadir.

(2) = (5) ve (5) = (6) Asikardir.

(6) == (1) M herhangi bir R-modiil olsun. R kendi iizerinde modiil olarak projektif oldugun-
dan R, M-projektif ve (6) yardimiyla R, p-muhtag oldugundan M, saf-parcalanabilirdir. Uyar
2.50 yardimiyla R, saf yari basit halkadir. |

Onerme 3.35 Bir M modiilii p-muhtactir ancak ve ancak M N = @ M;, her i € T icin
el
M; = M ile p-muhtactir.

Ispat: A/ bir modiil olsun. Herhangi bir N modiilii i¢in M modiili N-projektiftir ancak ve
ancak herhangi bir J indeks kiimesi ve her i € J igin M; = M olmak iizere M), N-projektiftir.
I3

Asagidaki dnerme bir halka tizerindeki p-muhtag injektif modiillerden bahsetmektedir.

Onerme 3.36 Bir R halkas: icin agagidaki ifadeler denktir.

1. M, R halkasimn tiim maksimal sol ideallerinin kiimesi ve E(R/M), R/M 'nin injektif

biiriimii ile T = @ E(R/M), p-muhtacnir;
MeM

2. I’'mn izomorfizma altindaki kopyalariun her dik ¢arpumi p-muhtagtir;
3. I’minizomorfizma altindaki kopyalarvun her dik toplami p-muhtactir;
4. p-muhtag olan I’nin izomorfizma altindaki kopyalarimn bir dik toplami vardir;

5. Her I’yi igeren injektif modiil p-muhtactir.
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Ispat: TIspat kolayca gésterilebilir. [

3.6. P-Muhtac¢ Abel Gruplar

Teorem 3.37 A bir abel grup olsun. A grubu p-muhtactir ancak ve ancak her p asal sayist igin

T,(4) # 0 dur

Ispat: Bazi p asal sayilari icin T,(A) = Oise A, tiim p-grup olan N gruplari i¢in N-projektiftir.
Saf-parcalanabilir olmayan p-grubun varligi acik oldugundan A grubu p-muhtag degildir. Diger
taraftan, tilm p asal sayilar i¢in T,,(A) # 0 oldugu varsayilsin ve bazi N abel gruplan igin A
grubu N-projektif olsun. 7,(N)’nin sinirli ve N/T(N)’nin sonlu iiretilmis oldugu gosterile-
cektir. Bazi p asal sayilan icin 7,(N) nin simrh olmadifi varsayilsin. Bu durumda iki olast

durum mevcuttur:
1. T(N) nin B,(N) temel alt grubu sinith degildir, veya
2. T,(N)/By(N) # 0 di.

Durumlar teker teker ele alinacaktir.

Durum [’de T,(A) ele almsin. T(A)'nmin B,(A) temel alt grubu sifir degil ise 0 zaman n, =
1,2,... iken bazi1 Z,. gruplarma izomorf olan B,{A)’nin (dolayisiyla A’nin) dik toplam terimi
vardir. B,(N) simirlt olmadigindan dolayi m > n ile baz1 Z,= gruplarina izomorf olan N nin
dik toplam terimi vardir. O zaman Z» grubu Z,~-projektif olmak zorundadir. Bu bir ¢eligkidir.
B,(A) = 0 ise o zaman T,(A) (dolayisiyla A) Z,~ grubuna izomorf olacak sekilde bir dik
toplam terimine sahiptir. 3,(N) smirl olmadiidan, [ : 13,(N) — Z,« olacak sekilde bir
epimorfizma vardir. Z,e~ grubu B, (N)-projektif olmak zorundadir fakat i : Z, — Z,e birim
doniisiimil igin B,(/N) indirgenmis oldugundan f o g = i saglayacak gekilde bir g : Zpo —
B,(N) homomorfizmasi yoktur.

Durum 2’de Bu durumda T,,(N)/B,(N), Z~ ye izomorf olan bir dik toplam terimine sahiptir.
O halde (1) durumundan yola ¢ikarak A bazi Z,. lere veya Z, ye izomorf olan dik toplam
terimine sahiptir, fakat Z,. ve Z, gruplan Z,e~-projektif degilllerdir. Sonugta her bir p asal
sayist icin B,(N) simirthdir. K = N/T(N) olsun. Bu durumda A grubu K-projektif olmak
zorundadir. Herhangi bir p asal sayisi ele alinsin. K grubu sonsuz devirli gruplarin dik toplami

olacak gekilde p-temel alt grup olan F' grubuna sahiptir ve K/ I’ grubu p-bolinebilirdir. K # F
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ise izomorfizma olmayan N — Z,~ epimorfizmasi vardir. A grubunun N-projektif olmadig:
kolayca gosterilir. Sonugta N = F' dir. Simdi, F' grubu sonlu iiretilmig degil ise tekrar N —
Z.n- epimorfizmasi varidr ve tekrar ¢eligki elde edilir. Sonugta, K grubu sonlu iiretilmis serbest
gruptur ve N = T(N) @ K, sinirh p-gruplarm dik toplami ile sonlu iiretilmig serbest gruptur.
Boylece ((Cernikov, 1954), Teorem 4, Teorem 1, Teorem 3) yardimiyla saf-pargalanabilirdir.
|

Sonug 3.38 R = Z olsun. M maksimal ideal olmak iizere R/M = 7Z, ve dolayisiyla Onerme

3.36 de belirtilen I modiilii I = @ Zyee olur. Buradan, T,(I) # 0 oldugundan Teorem 3.37

MemM
yardunyla I, p-muhtactir. Ek olarak, R = Z icin Onerme 3.36’nin denk kosullarinmn saglandigi

goriilmektedir.

Sonug 3.39 Her sonlu iiretilmis Z-modiil saf parcalanabilirdir, fakat pp-fakir degildir. Bunun

sonucu olarak, her sonlu iiretilmis Z-modiil saf par¢alanabilirdir, fakat p-muhtag degildir.
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4. SONUCLAR

Bu tez ¢aligmasinda (Alahmadi et. al., 2010) ile ortaya ¢ikan fakir modiil kavramina esg
olarak tanimlanan, ilk olarak (Holston et. al., 2012) de ad1 gecen, p-fakir modiil kavramina ilig-
kin inceleme yapilmig ve p-fakir abel gruplarm yapist aragtinlmigtir. Daha sonra saf-projektif
fakir modiil ve saf-projektif fakir abel grup kavramlar tanimlanarak sagladigi dzellikler ortaya
¢ikarilmigtir. Son olarak p-fakir modiil ve pp-fakir modiiliin genellestirmesi olarak p-muhtac

modiil kavram tanimlanmig ve abel grup yapisi da incelenmisgtir.
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