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OZET

Bu tez esas olarak iki bélimden olusuyor. Birinci bélimde MV-cebirleri tizerinde @ ve ®
islemleri kullanilarak turev tanimlaniyor ve 6zellikleri inceleniyor. Tirev © ve © islemleri
yardimiyla tanimlandiginda ilging sonuglar elde ediliyor. ikinci boliimde implikatif ve kafes
implikatif cebirler tanitiliyor ve kafes implikatif cebirlerinde tirevler cahsiliyor. Kerd nin bir
stizgeg oldugu ve kafes implikatif cebirlerinin her kafesinin d-invaryant oldugu kanitlaniyor.



ABSTRACT

This thesis consists essentially of two chapters. In the first chapter, we define a derivation
on MV-algebras using the operations @ and ®, and we investigate some properties of that
derivation. If the derivation is defined via the operations © and ©®, we obtain some
interesting results. in the second chapter, we introduce implicative algebras and lattice
implicative algebras and define derivations on the latter. We prove that Kerd is a filter and
every lattice of lattice implicative algebra is d-invariant, where d is a derivation on lattice
implicative algebra.



GIRIS

v

s

-

MV -cebirleri dilinde yazilmis énermesel formillerin cebirinden bi A MV-cebirine bir deger
atama (A-valuation) donusimu araciligiyla A-totoloji kavramini tanimladi. E§er A=[0,1]

-

1959) su tamlik teorimini kanitladi:

“[0,1]” aralig1 Uzerindeki (standart) MV-cebirinde gecerli her MV-cebiri denklemi
her MV-cebirinde dogrudur”.

Bunun denk bir ifadesi sudur: “ MV-cebirleri [0,1]-totolojilerinin kimesi olarak

v

MV -cebirleri matematigin cesitli alanlarinda yogun bigimde calisiimaktadir; 6rnegin,
topolojik uzaylar, modal lojik ve bilgisayar bilimleri gibi. MV-cebirlerin denk
formulasyonlari arasinda genel kabul géreni Mangani  [13] ye aittir. Bu konuda tarihsel bilgi
icin [4] ve temel kavram ve Ozellikler igin [7] en 6nemli kaynaklardir.

Bu tezde; ilk kez Szasz [16] tarafindan kafesler icin tanimlanan tiirev kavrami MV-
cebirlerine tasinarak halka ve kafeslerdeki tiirevlere iliskin kosut sonuglar kanitlaniyor.

Lojik degerli kafes yapilarini arastirmak icin Xu Yeng [21] in ortaya atmis oldugu
implikatif cebirler ve kafes implikatif cebirler arasindaki baglantilar [19], [22] ve [12] esas
alinarak inceleniyor. Bu cebirlerde tanimlanan tirevlerle Fix, Ker, vb. kavramlar, klasiik
halkalar kavramina paralel olarak isleniyor.



BOLUM 1
1. MV-CEBIRLERI ve TUREVLER

-

cebirsel kanitini vermek amaciyla [5] ve [6]’da C.C. Chang tarafindan tanimlanmistir. Son
zamanlarda MV-cebirleri yogun bicimde calisilmaktadir. Glnimizde genel kabul géren MV-
cebir tanimi P.Mangani [13]’ye aittir. MV-cebirleri hakkinda tarihsel bilgi icin [4]’e

basvurulabilir. MV-cebirlerinin temel kavram ve Ozellikleri igin [7] 6nemli bir kaynaktir.

Bu boélimde [7] esas alinarak MV-cebirlerinin bir tanimi, kapsadigi islemlerin
ozellikleri homomorfizma ve idealleri veriliyor. [16]’da Szasz tarafindan ilk kez kafesler icin
tanimlanan tirev kavramini MV-cebirlerinde uygulayarak bazi ilging cebirsel sonuclar elde

ediliyor.

1.1 MV-Cebirleri

Tanim 1.1.1 Bir MV-cebir; A bostan farkli bir kiime, @ bir ikili islem, * bir birli islem ve 0

bir sabit olmak lzere asagidaki aksiyomlari saglayan bir <A, @, *,0> yapidir.

MV1) x®(YDP2)=(xDPYy) Dz

MV2) x®y=y@® X

MV3) X @ 0 = X

MV4) (x*)*= x

MV5) x @ x* = 0*

MVE) (x* D y)* @Dy = (y* ® X)* ® X



MV1) — MV3) aksiyomlari <A, @, 0> in degismeli bir monoidin aksiyomlaridir. Gelenege

uyarak bir <A, @, 0> MV-cebiri evrenini A ile gosteriyoruz. {0} kiimesinin bir MV-cebirine
asikar bir drnek olusturdugu aciktir; A evreni birden ¢ok elemana sahip bir MV-cebirine

asikar olmayan MV- cebir denir.

Ornek 1.1.2 A=[0,1] gercel araligi olsun ve her x,y € [0,1] igin X @ y = min{1, x+y} ve x* =

1-x tanimlarini yapalim. O zaman <[0,1], &,*,0> bir MV-cebiridir.

Evrensel matematikteki gibi bir A MV-cebirinin bir S alt kiimesi A’nin sifir elemanini

iceriyorsa ve A’nin S’ye kisitlanan islemlerine kapali ise A’nin bir alt cebiridir.
Ornek 1.1.3

(1) [0,1] deki rasyonel sayilar ve her bir n > 2 tam sayis! icin n elemanli

Ly A0, gty . B2

n-1"n-1"""" 'n-1" 1}

kiimesi [0,1] in alt cebirlerine 6rnek sunar.

(2) A bir MV-cebir ve X bir kiime olmak zere €, * islemleri ve 0 elemani mikro tabanli

tanimlandiginda tiim f: X — A fonksiyonlarinin A* kiimesi bir MV-cebirdir. [0,1] den [0,1] ‘e

stirekli fonksiyonlar [0,1] % MV-cebirinin bir alt cebiridir.

Her bir A MV—cebiri Uzerinde 1 sabitini ve ®, & islemlerini s6yle tanimliyoruz.
1207, XQy=(X*®y*)* xOy= xOy*

Bu tanimdan sonra 0 # 1 ise bir MV- cebiri asikar degildir diyecegiz.

Asagidaki esitlikler MV4) aksiyomunun dolaysiz sonuglaridir:



MV7) 1*=0

MV8) x@y=(x*Oy*)*

Bunun Gzerine MV5) ve MV6) aksiyomlari asagidaki gibi yazilabilir:

MV5) x@1=1

MVE) xOy)®Py=(ySx)®x

MV6) da y = 0* yazilirsa

MV9) x@x*=1

elde edilir.

Uyari 1.1.4 [0,1] MV-cebirinde x ® y = max{0, x+y-1} ve x © y = max {0, x-y} oldugu

gorulebilir.

Asagidaki lemma bir MV-cebiri Uzerinde bir siralama tanimlama olanag verir.

Lemma 1.1.5 [7] A bir MV-cebir ve x,y € A olsun.

O zaman asagidakiler denktir :

(1) x*ey=1;
Q) xOy*=0;
) y=x& (y S x);

(4) x @ z =y olacak sekilde bir z € A vardir.

Tanim 1.1.6 A bir MV-cebir ve X,y € A olsun. Lemma 1.1.5%in denk kosullarini saglayan x <

y bagintisina A’nin dogal siralamasi denir. Baska bir deyisle x <y,

Ornegin, x ® y* = 0 olarak tanimlanabilir.



Onerme 1.1.7 Bir A MV-cebiri izerindeki dogal siralama bir kismi siralama bagintisidir.

Kanit Yansimalilik MV9)’a denktir; ters simetri Lemma 1.1.5 (2), (3)’den ve gegismelilik

Lemma 1.1.5(4) den sonuclandirtlir.
Lemma 1.1.8 [7] A bir MV-cebir olsun. Her bir a€ A igin a*

{aEszl
a@®x=0

denklemlerinin tek x ¢bzimaddr.

Kanit Lemma 1.1.5 (1) ve (2) dikkate alindiginda a ® x =1, a*<xvea @ x=0,x < a*

yazilir.

Buradan a*< x < a*, yani a* = x elde edilir.

Bir MV-cebiri Uzerinde dogal siralamanin bazi ézellikleri asagida kanitsiz olarak veriliyor:
Lemma 1.1.9 [7]

Her A MV-cebirinde dogal siralama asagidaki 6zelliklere sahiptir :

(1) xsyey*sx*

(2) x<yiseherbirzeAicin x®@z<sy®zvex®z <y © zdir.

B x@Oy<szoexsy* oz

Onerme 1.1.10 [7]

Her bir A MV-cebiri izerinde dogal siralama bir kafes yapisi belirler. Daha acgik olarak, x ve

y elemanlarinin x V y birlesimi ve x A y kesisimi asagidaki gibidir:

xXVy=x0y)®dy=x0y ey,



XAYy=(X*Vy ) =x0 (x* DY)

Onerme 1.1.10°da yer alan ifadeler [5] de kullanilanlarin, notasyon farkiyla aynisidir.
Onerme 1.1.11[7]
Asagidaki denklemler her MV-cebirinde gecerlidir :

1) xO(YVvz) =xOy) V(X0 2,
(2 x®(YNZ)=XDY)N\ (XD 2),

B xeyA(yox)=0
Teorem 1.1.12 [8]

A bir MV—cebir ve x,y,z € A olsun. Ozaman asagidakiler gecerlidir:
QD xB0=x,06x=0, x6x=0, 16x=x*, x61=0
Q) XOYSXAYSX, ySXVYsSX @Yy,
B)xdy=0isex=0=yvex ® 1=xdir.

@) xby=ye=oxAy*=0

BG)XxXOy=x@©Qzvex@®y=x®zisey=zdir.

1.1.1. Homomorfizmalar ve idealler

Tanim 1.1.1.1 A ve B MV-cebirler olsun. Asagidaki kosullari saglayan bir fA - B

fonksiyonuna bir homomorfizma denir.
H1) h(0) =0,
H2) h(x®y)=h(x) @h(y),

H3) h(x*) =h(x)*



Gelenegi izleyerek h bire-bir ise h*ye bir injektif homomorfizma ya da bir ggmme ve 6rten ise
surjektif diyecegiz. Bir injektif ve surjektif homomorfizmaya bir izomorfizma denir. Eger

A’dan B Uzerine bir izomorfizma varsa A ve B izomorftur denir ve A = B yazilir.
Bir h: A — B homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Ker (h) : =h1(0) ={x€A:h(x) =0} kiimesidir. Ama¢ bundan sonra kesimin kalaninda

homomorfizmalarin ¢ekirdeklerini karakterize etmek olacaktir.

Tanim 1.1.1.2 A bir MV-cebir ve I, A’nin bir alt kiimesi olsun. Asagidaki kosullari

sagladiginda I*ye A’nin bir ideali denir.
11) 0€l,

12) xel, ye Ave y<xiseyeldr.
I3) xelveyelisex@yeldr.

14) A’daki her bir x ve y icin (x © y) € | veya (y © x) € | kosullar saglaniyorsa I’ya bir
asal idealdir denir. A’nin hicbir 6z ideali tarafindan kapsanmayan bir idealine maksimal ideal

denir.

Onerme 1.1.1.3 [7] A, B MV-cebirler ve h:A — B bir homomorfizma olsun. O zaman

asagidakiler vardir:

(1) B’nin her Jideali icinh™ () : = {xeA:h(x)€e J}

A’nin bir idealidir. Ozellikle, Ker (h), A’nin bir idealidir;

2 hx)sh(y) ©x B yeKer(h);
(3) h injektiftir & Ker (h) = {0};

(4) Ker (h) # A & B asikar degildir;



(5) Ker (h) A*nin bir asal idealidir ancak ve ancak B asikar degildir ve B’nin bir alt cebiri

olarak h(A) bir MV-cebiridir.
Onerme 1.1.1.4 [7]

A,B,C MV-cebirler ve f:A - B ve g:A- C surjektif homomorfizmalar ise 0 zaman ancak ve
ancak hef=y olacak sekilde bir siirjektif homomorfizma h:B - C varsa Ker (f ) < Ker (g) dir.

Bu h homomorfizmasi ancak ve ancak Ker (f) = Ker (g) ise bir izomorfizmadir.
Onerme 1.1.1.4 [7] A bir MV-cebir ise A‘nin tiim 6z idealleri asaldr.

Kanit I, A’nin bir 6z ideali olsun. h: A — A/ | bir siirjektif homomorfizma oldugu icin A/l de bir

MV-cebirdir. Dolayistyla Onerme 1.1.1.3(5) den | bir asal ideal olmak zorundadir.
Onerme 1.1.1.5[7]

A bir MV-cebir, J, A’nin bir ideali ve a € A\ ] ise o zaman ] € P ve a € P olacak sekilde A'nin

bir P asal ideali vardir.

Sonug Teorem 1.1.1.6

Bir MV-cebirinin her 6z ideali asal ideallerinin bir kesisimidir.

Sonug Teorem 1.1.1.7

Her asikar olmayan MV-cebirinin bir maksimal ideali vardir.

Onerme 1.1.1.8 [7]

A,B MV-cebirler ve M, B’nin bir maksimal ideali olsun. O zaman asagidakiler vardir:

(1) Her h: A — B homomorfizmasi icin h™ (M) ters goriintiisi A’nin bir maksimal
idealidir.
(2) B’nin her hangi bir S alt cebiri icin S N M, S nin bir maksimal idealidir.

7



1.2 MV—Cebirleri Uzerinde Turevler

Turev kavrami cebirsel sistemlerin  yapisinin ve 0zelliginin arastiriimasini
kolaylastirir. Halkalarda turevler [2],[16],[14],[9] da calisiimistir. [2] de tirev kavrami BCI-
cebirlerine uygulanmis ve ilk kez [16]’da kafesler icin tanitilan tirev [11]’de ayrintili bir
sekilde tartisiimistir. Burada halkalardaki ttirev kavramini MV-cebirlerine uyguluyoruz ve

oOzelliklerinden bazilarini arastiriyoruz.

Tanim 1.2.1 A bir MV-cebir olsun. Her x,y € Aicin

dxQy) =(dxOy) & xOdy) (1.2.1)

ise d:A— A fonksiyonuna A’nin bir tirevi denir. Genel olarak d(x) yerine dx

yazilacaktir.

Ornek 1.2.2 A={0,a,b,1} ve ® * islemleri gizelgelerdeki gibi verilsin.

ol o a b 1 * | 0 a b 1
ala a 1 1 | 1 b a 0
b b 1 b 1 Cizelge 2

Cizelge 1
O zaman (A, ®,%,0) bir MV-cebirdir. Bird : A - A doniisiimiinii

(0 x=0,a,1ise
d(x)_{a x = b ise



olarak tanimlayalim. Simdi d(a®b) =d ((a* & b*) *) = d ((be a)*) = d (1*) =d(0) =0 iken
(da@b)d@@®db)=(0©b) D (a® a)=0 a=acelde edilir. O halde d , A’nin bir tiirevi

degildir.

Ornek 1.2.3 A bir MV-cebiri olsun ve d : A — A, x — dx =0 olarak tanimlasin. O zaman d, A

Uzerinde bir tirevdir ve d’ye sifir tlrev denir.

Ornek 1.2.4 [121 A={0,a,b,c,d,1} ve @, * asadidaki cizelgelerde verilsin.

@ 0 a b C d
0 0 a b C d
a a c d C 1
b b d b 1 d
C c c 1 C 1
d d 1 d 1 1
1 1 1 1 1 1
Cizelge 3
* ‘ 0 a b C d 1
‘ 1 d C b a 0
Cizelge 4

0 x=0,a,cise
b x=b,d,1ise

Bird: A — A donistimii d(x)={
olarak tanimlayalim. Once (A, @,*,0)’nin bir MV-cebir oldugu gésterilebilir. Sonra;

X @y =(x* @ y*)* tanimini kullanarak d’nin A {izerinde bir tiirev oldugu gosterilebilir.

9



Ornegin a ve b elemanlari icin

d(a ® b) =d((a* & b*) *) = d((d & c)*)=d(1*) = d(0) =0 ve
(da@Ob)y®(@®©db)=(0Ob)®(@O®h)=00=0.

Onerme 1.2.5 [1] A bir MV-cebiri olsun. Her x,y € A icin asa§idakiler denktir.

(1) x=y,
@ ydx*=1,

B)xOy*=0
Asagida A Uzerinde bir tirevin 6zellikleri ele aliniyor.

Onerme 1.2.6 A bir MV-cebir ve d, A (zerinde bir tiirev olsun. O zaman her x € A icin

asagidakiler vardir:

(1) do=0,

(2) dx ® x* =x ® dx* =0,
(3) dx=dx @ (x ® d1),
(4) dx<x,

(5) I, A’nin bir ideali ise d (1) < I dir.

Kanit
1. Tanim 1.2.1 de x =0 alinirsa

d(0) =d(0 ® 0) = (d0 ® 0) & (0 ® d0) = 0 elde edilir.

10



X € A olsun. O zaman
0=d0=d(X ®© x*) = (dx ® x*) & (X © dx*) dir ve Teorem 1.1.12.(3) den
dx O x*=0=x © dx* elde edilir.

X € A olsun. O zaman

dx=d(x®1)=(dx® 1) ® (x ® dl)

=dx® x©dl) Teorem 1.1.12. (3) elde edilir.

Once x ® x* = 0 oldugunu animsatalim.

Simdid0=d (X ® x*) = (dx ® x*) @& (x ® dx*) yazilir. (1) ve (2) den dx ® x* =0
ve x *dx* = 0 elde edilir. Artik tanim 1.1.6 dx < x verir.

y € d (I) olsun. O zaman bir x € I i¢cin y = dx dir. (4) uyarinca y = dx < x sonuclanir. 1

bir ideal oldugu icin y € | ve dolayisiyla d(I) < | elde edilir.

Onerme 1.1.10 da belirlenen dagilmali kafese 0,1 ekleyelim ve bunu L(A) ile gosterelim.

Tanim 1.2.7 A bir MV-cebir olsun. L(A)’nin tim timlenmis elemanlarinin kiimesine A’nin

Boole merkezi denir ve B(A) ile gosterilir.

Onerme 1.2.8 [7]

A bir MV-cebir olsun. O zaman her x € A icin asagidaki kosullar denktir

1.

2.

x € B(A),

XV x*=1,
XA X*=0,
X ® X =X,

XO X=X,
herye Aicinx®y=x VY,

11



7. herye AicinXx®@y=xAy

Onerme 1.2.9 A bir MV-cebir ve d A {izerinde bir tiirev olsun. O zaman

1. d(B(A)) C B (A)

2. herxyyeB (A)icind (X Ay)=(dx Ay)v (XAdy).

Kanit

(1) y e d (B(A)) olsun. O zaman y = dx olacak sekilde bir xe B(A) vardir.

Onerme 1.2.8 (5) den dx=d (x ® X) = (dx ® x) ® (x ® dx) yazabiliriz. x € B(A) ve dx < x
oldugundan x ® dx = x A dx = dx dir. O halde dx = dx @ dx, yani y = dx € B(A) elde

edilir.

(2) x,y € B(A) olsun. O zaman 6nerme 1.2.8 (7) den

dXAY)=dXOY)=(dxOy)® (X ®dy)=(dx Ay)V (x A dy) yine 6nerme 1.2.8

(6)’nin sonucudur.

Sonug¢ Teorem 1.2.10 A bir MV-cebir ve B(A) = {0,1} olsun. d, A lzerinde bir turev ise

0 zaman d(1) = 0 yada d(1) = 1dir.

Kanit B = {0,1} ise 6énerme 1.2.9 (1) den d(1) € B dir. O halde d(1) € {0,1}, d(1) = 0 ya

dad(1) =1 verir.

Lemma 1.2.11 [8]
d, A bir MV-cebiri Gzerinde bir tirev olsun. O zaman x A d1 A (dx )* = 0 ve dolayisiyla

XAdLAXx*=0dir.

12



Teorem 1.2.12 d bir A MV-cebir tizerinde bir tirev olsun. O zaman asagidakiler vardir:

(1) x<dlisedx=x vex e B(A)dir.
(2) d1 < xise d1 < dx dir.

(3) d(d(1)) = d(L) dir.

Kanit

(1) x=d1olsun.O zaman x A dl =xve Lemma 1.2.11 den x A (dx)* =0 sonuclanir, bu ise
X < dx < x yani dx = x verir. Ayrica, yine ayni Lemma‘dan x Ad1AXx =xAx*=0dir. O

nedenle x € B(A), énerme 1.2.8 de (1) ve (3) un denkliginden elde edilir.
(2) d1 < x olsun. O zaman Lemma 1.2.11 uyarinca (dx)* ® d; = 0 ve dolayisiyla d; < dy olur.
(3) (1) den sonuclandirilir.

Tanim 1.2.13 A bir MV-cebir ve d:A — A bir fonksiyon olsun. X,y € Aiginx <y, dx <dyyi

gerektiriyorsa d ye bir izoton veya monoton ya da sira koruyan fonksiyon denir.
Asagidaki teorem A (zerinde izoton bir tlrevin temel 6zelliklerini vermektedir.
Teorem 1.2.14 [8]

d bir A MV-cebiri izerinde bir tiirev olsun. O zaman her x,y €A i¢in asagidakiler denktir:

(0) izoton
(1) dx<d1
(2) dx=d1 O x

(3) d(x Ay) =dx A dy

13



(4) dxvy)=dxvdy
(5) dx @ y) =dx & dy

(6) dxOy)=dx ©dy
Kanit (0) = (1) asikardir.

(1) = (2) : dx < x nedeniyle d1 ® dx < x @ d1 dir. Ote yandan dx < d1 ve d1eB(A)

oldugundan dx ® d1 = dx A d1 = dx elde edilir. Boylece
XEdl<dx® (x © dl) =dx <x © d1 ve buradan her x € Aigin dx = x ® d1 e ulasilir.

(0) : x<yolsun. O zaman X ® d1 <y ® d1 dir ve (2) den dx < dy elde edilir.

(2) = (3) : d1 € B(A) nedeniyle asagidakiler vardir :
dxAy) =d1O XAY) (2) den
=d1 A (XAYy)
=(d1IAX)A(diAY)
=dx A dy

(3) =(0) : x < yolsun. O zaman X A 'y = x ve buradan dad(x Ay) = dx ve (3) dendx A dy =

dx yani dx < dy elde edilir.

(2) =(4) :L(A) dagiimal bir kafes ve d(1)eB(A) oldugu igin

dxVy) =d1 O (xVy) (2) den
=dLA(XVY)
=(d1AX) v (d1AY) ( Dagilma)
= dx v dy

14



elde edilir.

(4) = (2) : Kanit (3) = (0)’1in kanitina benzerdir.

(2) =(5) : Bunun i¢in bir sonuca gerek vardir.

Lemma 1.2.13.[10] A bir MV- cebir, a € B(A) ve x,y € A olsun. O zaman asagidakiler

vardir:

QDaAxdy)=@AX)B@ Ay)

2 aV(xey)=(@vx)®(avy)

Simdi Lemma 1.2.13 (1) den

dx@®y)=dl O x®Yy)=(d1O x) ® (d1 ®y) = dx & dy sonuglanir.

(5) =) : MV5’ ) dend(1) =d(x & 1)

=dx @ d1 (5) den

yazilir. O halde her x € A'i¢in dx < d1 elde edilir.

2= (6): dxOY)=dlOXQOY)

=d1OdlIOXOY

=(d1Ox)Od1LOY)

=dx © dy

elde edilir.

6)=Q):dx=dx©®1) Teorem 1.1.12 (3)

=dx ©dl (6) dan
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elde edilir.

Teorem 1.2.14 [8] d:A — A bir MV-cebirinin bir izoton tirevi olabilmesi icin d’nin bir kafes

tirevi yanid(x Ay) = (dx Ay) v (x A dy) ved (A) € B(A) olmasi bir gerek ve yeter kosuldur.

Teoremdeki d(A) € B(A) kosulu kaldirilirsa izoton bir d MV-cebiri tiirevi bir kafes

tiirevidir fakat d izoton olmazsa bir kafes tiirevi bir MV-cebiri tiirevi olmayabilir.

Sonug Teorem 1.2.15 d bir A MV-cebirinin bir tirevi olsun. Eger d izoton ise her xe A igin

ddx = dxdir. Ayrica d(A) < d(B) dir.

Bu sonucun da tersi genelde dogru degildir.

Tanim 1.2.16 A bir MV-cebiri ve d: A- A bir fonksiyon olsun. d nin sabit elemanlarinin

kiimesi Fix4(A) : = {x € A: dx = x} ile tanimlanir.

Onerme 1.2.17 A bir MV-cebir ve d A lizerinde bir tiirev olsun. O zaman asagidakiler vardir:

(1) d(1) € Fixq (A)
(2) x<yvey e Fixq (A) ise X € Fixq (A) dir.

(3) dizoton ise Fixq (A), A nin bir idealidir.

Kanit

(1) Teorem 1.2.12. (3) den agiktir.
(2) x<yvey e Fixq (A), yani dy = y olsun. O zaman

dx = x oldugunu gosterecegiz. Simdi
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dx=dx AX)=d (X DY)OYy) (Onerme 1.1.10)

=(dx®Yy)OY) ® (xDY)Ody) (Tirev Tanimi)

=[dx®y)Oy) D (x®Yy)OYy) (dy=d)
=(dx DY) )OY) B (XAY) (Onerme 1.1.10)
=(dx®Y)Oy) @ x (x<vy) dir.

Buradan x < dx< x, yani dx = x elde edilir.

(3) X,y € Fixq (A) icin X @ y € Fixq (A) oldugunu gosterirsek (2) ile birlikte Fixg (A) nin
bir ideal oldugu kanitlanmis olur. Simdi x € Fixg (A) ise X = dx ve Teorem 1.2.14(2)
den x = dx = d(1) © x yazabiliriz; ayni sekilde y € Fixq (A) ise y =dy =d(1) ® y dir.

Artik Teorem 1.12.12(5) geregi X @ y € Fixq (A) elde edilir.

Bu 6lumu asagidaki teorem ile sonlandiriyoruz.

Teorem 1.2.18 d1 ve d2 bir A MV-cebiri tizerinde iki izoton tlrev olsun. O zaman d1
= d2 elemani igin Fixq1(A) = Fixg(A) elemani bir gerek ve yeter kosuldur.

Kanit: d1 = d2 ise Fixqi(A) = Fixqg(A) aciktir. Simdi Fixg1(A) = Fixg(A) ve xeA
olsun. Sonug¢ teorem 1.2.15 den d1(d1x) = d1x ve d2(d2x)=d2x yazabiliriz. Bu
durumda dlx € Fixg(A) ve d2x € Fixg(A) dir. O halde Fixgi(A) = Fixg(A)
varsayimindan d2(d1x) = d1x ve d1(d2x) = d2x olur. d1x < x ve d2 nin izoton
olmasindan d1x = d2(d1x) < d2x elde edilir. Ayni sekilde d2x < d1x vardir. O halde

her xeA icin d1x = d2x sonucuna ulasilr.
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2. IMPLIKATIF CEBIRLER ve TUREVLER

Kafes degerli lojik sistemlerini arastirmak icin [21] de Xu Yang, kafes ile implikatif cebiri
birlestirerek, kafes implikatif cebiri kavramini tanitti. Bu cebirin bazi 6zellikleri [19], [22] de

tartistimistir. Kafes implikatif cebirlerinin denk bir tanimi [12] de veriliyor.

Bu bolimde kafes implikatif cebir ve implikatif cebirler tanimlanarak aralarindaki
baglantilar ele aliniyor. Daha sonra kafes implikatif cebirde tlrev kavrami tanimlaniyor.
Turevler aracihgr ile Fixg(L) ve Kerd betimleniyor. Nihayet d bir implikatif cebir Gzerinde bir

tlrev ise her F stizgecinin d-invaryant oldugunu kanitliyoruz.

2.1 implikatif cebirler

Bu kesimde verilen tanim ve sonuglarin cogu [17], [18] ve [11] den esinlenmistir.

Tanim 2.1.1 L bostan farkh bir kime; — ve ', L tzerinde ikili ve birli islemler ve 0,1 L ye
ait sabit elemanlar olmak Uzere asagidaki kosullar saglandiginda (L, -,’,0,1) cebirine bir

implikatif cebir denir.

(1) X=(y-2)=y-(x-2)
(2) 1-x=x

3) x-1=1

4) x-y=y -x

(6) (X=y)-y=(y—-x)-x
(6) 0=1

18



Lemma 2.1.2 L Bir implikatif cebir olsun. O zaman

(1) Her xeL igin x — x=1 dir.

(2) 0=1 dir.
Kanit

1. Tanim 2.1.1den

1=(x->1)-1 2
=(1-X%)-X (%)
=X - X )

elde edilir.

2. Yine tanimdan

1=1-1 (3)
=01 (6)
=1-0 (4)
=0 )

bulunur.

L Gizerinde < bagintisini X <y: < x - y=1 olarak tanimlayalim.
Lemma 2.1.3 Bir implikatif cebirde asagidaki 6zellikler vardir.
(@ 0-x=1

(b) x> y=1=y - x & x=y

(c) x>y=1lve y-z=1lise x-z=1dir

(d) xxye= z-x<z-Yy Ve y-zx-zdir

€ (X-y)-y)»y=x-y

) X-y)-(y~2)~(x-2)=1
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Kanit

(@)

0ox=X -0
:X’—>1

=1

(b) =:x=1-x

=(y X)X

=(X-y)-y

=l-y

=y

(1) den amaglanir.

(©)

(d) x<y varsayalim. O zaman x - y=1 dir. Simdi (z - X) - (z - y) yi g6z 6nlinde

X-y=l=y -z

X-2=X-(1-2)

& :X=yiseozaman X - Xx=1vey - y=1

varsayallm o0 zaman

=x-((y-2)-2)
=x-(z-Y)-Y)
=z-y)-(x-y)
=(z-y)-1

=1

elde edilir.

Z -» X<z -y gosterilmis olacak

Tanim 2.1.1(4)

Tanim 2.1.1(6)

Tanim 2.1.1 (3)
Tanim 2.1.1 (2)
Hipotez

Tanim 2.1.1 (5)

Hipotez

Tanim 2.1.1 (2)

Lemma 1.2

Tanim 2.1.1 (2)
Hipotez
Tanim 2.1.1 (5)
Tanim 2.1.1 (1)
Hipotez

Tanim 2.1.1 (3)

bulunduralim. Eder (z - X) - (z - y)=1 oldugunu gosterirsek, < bagintisinin tanimindan



(2-X)=@-y)=(X ~2) -~y -2)
=y~ (X ~2)-2)
=y ~((Z - x)-X)
=(Z - x)=(y -x)
=(Z - x)=~(x-Y)
=(z - x)-1

=1

Tanim 2.1.1 (4)
Tanim 2.1.1 (1)
Tanim 2.1.1 (5)

Tanim 2.1.1 (1)

Tanim 2.1.1 (4)

Hipotez

Tanim 2.1.1 (3)

nedeniyle (z - X)<(z - y) dir.  Simdi ayni sekilde (y - z) - (X - z)=1 oldugunu

gostererek y - z<x -z sonuclandirilacaktir.

(y-2)-X-2)=x-((y-2)-2)
=X-((z-Y)-Y)
=(z-y)-(x-y)
=z-y)-1

=1

Tanim 2.1.1 (1)
Tanim 2.1.1 (5)
Tanim 2.1.1 (1)

Hipotez

O halde y - z<x - z dir. Netice olarak x - y<(y -»z) - (x—z) elde edilir.

€@ ((X=y)-y)-y=((y-Xx-¥)-Xx-y)
=((x=(y-y)-(x-y)
=(X-1) - (x-Y)
=1-(x-y)

=X Y

Tanim 2.1.1 (5)
Tanim 2.1.1 (1)
Lemma 2.1.2 (1)
Tanim 2.1.1 (3)

Tanim 2.1.1 (2)  elde edilir.

H x-y)-(y-2)-Kx-2)=X-y)-X-(y~2)-2)
=X-y) - (x-(zZ-y)~Y))
=X-y)~(Z-y)~(x~Y))
=@-y) - ((x-y)~(x~Y))

=(z-y)-1
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Tanim 2.1.1 (5)
Tanim 2.1.1 (1)
Tanim 2.1.1 (1)

Lemma 2.1.2 (1)



=1 Tanim 2.1.1(3) dir.

Boylece lemmanin ispati tamamlanmis olur.
Uyari 2.1.4

Lemma 2.1.2(1) kosulu, x - x=1, < bagintisinin yansiyan oldugunu; Lemma
2.1.3(b) kosulu, x-y=1 vey-x=1 =x=y, < bagintisinin ters simetrik oldugunu ve
Lemma 2.1.3(c) kosulu, x - y=1 ve y - z=1 = x — z=1, < bagintisinin gegisken
oldugunu gosterir. O halde L implikatif cebiri bir posettir. Ayrica Tanim 2.1.1(3),
X - 1=1, kosulu ve Lemma 2.1.3(a) kosulu posetin sinirli oldugunu gosterir. Boylece
bir implikatif cebir sinirl bir posettir.

Onerme 2.1.5 L bir implikatif cebir olsun. o zaman her xeL icin (x) =x dir.

Kanit (x)=1-(x) Tanim 2.1.1(2)
=0->(x)' Tanim 2.1.1(6)
=X -0 Tanim 2.1.1(4)
= -1 Lemma 2.1.2(2)
=1-x Tanim 2.1.1(4)
=X Tanim 2.1.1(2) dir.

Sonug teorem 2.1.6  Bir implikatif cebirde her x igin x=x - 0 dir.

Kanit X=1-X Tanim 2.1.1(2)
=(x)' -1 Tanim 2.1.1(4)
=x-1' Onerme2.1.5
=x-0 LemmaZ2.1.2(2)

elde edilir.
Simdi bir L implikatif cebir tizerinde V ve A iKili islemlerini soyle tanimhyoruz.
XVy=(x=y)-y=(y—x)—=x

xN\y=((y—x)—y) =((x-y)-x)’
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Teorem 2.1.7 Bir L implikatif cebirde her x,yeL icin asagidakiler gecerlidir
1) xVy)=xAYy

(2) xAY)=xVy
Kanit Sadece (1)’i kanitlayalim; (2) benzer sekilde gosterilebilir.

(XVY) - (XAY) = (X>Y)->Y) = ((Y =X)>Yy)  Vve A’in tanimindan
=((y =X)=y) = ((x-y)-y) Tamim 2.1.1(4)
=((X-y)-Y)-»((x-y)-y) Tanim2.1.1(4)
=1

O halde < bagintisinin tanimindan  (xVy) <(x Ay) elde edilir. Simdi (X Ay) < (xVy)

oldugunu gdsterelim.

KAY) = XVY) =((y - X))~y ) » (x> V)~ y) AV Tanimi
=((Y=X) =y = (x> ) -y Onerme 2.1.5
=((X=y)-Y) - ((Y~»X)-Y) Tanim 2.1.1(4)
=((x -y)-Yy) - (X -Y)-Y) Tanim 2.1.1(4)
-1,

O halde (XAy") < (x Vy) ve (x V y)s(x" Ay') birlikte (1) i verir.

Bolimin geri kalan kesimlerinde verilen sonuglarin kanitlari yukaridaki akil ydriitme

kullanilarak kanitlanabilir.
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Lemma 2.1.8 Bir L implikatif cebirde her x,y € L icin asagidakiler vardir:

1) xAysx,ysxVy
(2) xVy=sup{xy}

(3) X Ay = Inf{x,y}

Bu lemmaya gore (L, <0, 1) sinirh bir kafestir.

Sonu¢ Teorem 2.1.9 Bir L implikatif cebirde her x,y € L icin asagidakiler gecerlidir.

(1) X<y, x<z = X<YyAz

Q) ysx,zsx = yVz<X

Sonug Teorem 2.1.10 Bir L implikatif cebirde her x,y,z € L i¢in asagidakiler vardir:

1) xVy) »z<x->zve(xVy) - z<y >z

Q) x »zs(XAy) >zvey -z (XAy) - 2

Teorem 2.1.11 Bir L implikatif cebirde her x,y,z € L i¢in asagidakiler dogrudur.

1) xVy) - z=x-2)Aly -2)
() XAy) - z=x~->2)V(y - 2)

Tanim 2.1.12 (L, A,V,0,1) sinirh bir kafes; ' ,L tzerinde “ sira tersleyen” birli islem ve
—,L Gzerinde bir ikili islem olmak (izere asagidaki aksiyomlari saglayan ( L,A,V,’,—,0,1)
cebirine kafes implikatif cebir denir.

(1) x-(-2=y-Kx-2,
(12) x - x=1,

(I3 x-y=y -x,

(14) XxX->y=y-x=1=x=y
(15 x-y)-y=@-x -Xx
(L) xVy) -z=x-2)Ay - 2),
(L2) xXAy) -z=x->2)V(y - 2).
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Simdi (L, <) nin sinirli bir kafes olmasi ve Teorem 2.1.11 den asagidaki sonucu ifade
edebiliriz.

Teorem 2.1.13 (L, -,’,0,1) bir implikatif cebir olsun. O zaman (L, A, V, 0, 1) bir kafes
implikatif cebirdir.

Uyari 2.1.4 (L,-,',0,1) bir implikatif cebir ve 0#1 ise 0 zaman - islemi birlesmeli degildir.

Gergekten, Tanim 2.1.1(1) de x =y =z alirsak 0 zaman (X - X) - X=X - (X - X) olur.
Buradan; 1- x =X -1 ve gene buradan x =1 ve dolayisiyla 0=1 celiskisi elde edilir.

2.2 Kafes implikatif Cebirlerin Tirevleri
Bu kesim boyunca aksi belirtilmedikge, L bir kafes implikatif cebiri gosterecektir.
Tanim 2.2.1 L bir kafes implikatif cebir olsun. Her x,y € L i¢in
d(x - y)=(x - dy) V (dx - y)ise bird: L- L dénuslimine L nin bir tirevi denir.

Ornek 2.2.2 [1] L={0,a,b,c,1} olsun. L tizerinde kismi siralama bagintisini 0<a<b<c<1
olarak tanimlayalim ve x Ay : = min{x,y}, x Vy : = max {x,y} diyelim.

"ve - islemlerini gizelgelerdeki gibi tanimlayalim.

, - 0 a b c 1

X X
0 1 1 1 1 1

0 1
a (o 1 1 1 1
a ¢ b | b ¢ 1 1 1
b b c a b c 1 1
c a 1 0 a b C 1

1 0

O zaman (L,V,A,’, -) bir kafes implikatif cebirdir.

c,1ise

Bir d:L-L donusimuni dx=

I | T

oo Q

1
b
a
c

S -
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olarak tanimlayalim. O zaman d, L’nin bir tarevidir.

Ornek 2.2.3[1] L ={0,a,b,1}olsun.’ve - islemlerini asagidaki cizelgelerdeki gibi

tanimlayalim.
X X'
= 0 a b 1
0 1 0 1 1 1 1
a b a b 1 1 1
b a b a b 1 1
1 0 a b 1
1 0

Sonug Teorem 2.1.6 da x'=x — 0 oldugu kanitlanmistir. Ayrica, V ve A islemleri

XVy=X->vYy) - yvexAy=(X - Yy) - y) olarak tanimlanmisti. O zaman (L,V,A,’, -)

bir kafes implikatif cebirdir. simdi bir d : L - L déntsimund

1 x=0,b,1ise
b x=aise

dx= {
olarak tanimlarsak d’nin L Uzerinde bir tirev oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Onerme 2.2.4 d, L Uizerinde bir tiirev olsun. O zaman

1) di=1

(2) Herx e Licindx =dxV xdir.

Kanit (1) dl=d(1-1) Tanim 2.1.1 (3)

=(dl-dl) V(@1 -1) Tanim 2.2.1
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=d1ivi

Tanim 2.1.1(2),(3)

=dl-1)-1 V nin Tanimi
=1-1 Tanim 2.1.1 (3)
=1 elde edilir. Tanim 2.1.1 (3)
@) dx=(1- x) Tanim 2.1.1 (2)
=(1-dx)V(dl - x) Tanim 2.2.1
=dxV (d1l - x) Tanim 2.1.1 (2)
=dx V (1 - X) (1)
=dx Vx Tanim 2.1.1 (2)

elde edilir.

Sonug Teorem 2.2.5 d, L’nin bir tirevi olsun. O zaman her x € L igin x < dx dir.

Kanit x - dx = 1 oldugunu gésterirsek , < bagintisinin tanimindan x < dx sonuglanir.

X > dx=x - (dxVXx)

=X - ((dx - X) - X)

=(dx - X) - (X - X)

:(dX—>X)—>l

O halde x < dx dir.

Onerme 2.2.4 (2)
Vnin Tanimi
Tanim 2.1.1 (1)
Lemma 2.1.2 (1)

Tanim 2.1.1 (3)
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L Gzerinde bir f dontistimine her x € L icin x <f () ise “genigleyen’” dontisiim denir.

Onerme 2.2.6 [1]  f, L tizerinde bir genisleyen doniisiim olsun. O zaman her x,y € L icin f

X) - y< x - f(y) dir.

Kanit fgenisleyenise x< f(x) ve y<f(y)dir. O zaman Lemma 2.1.3 (d) uyarinca

f(x) > y<X- yvex - y<x - f(y)dir. Buradan f(x) —» y <x - f(y) elde edilir.
Teorem 2.2.7 [1] d, L lizerinde bir doniisiim olsun. O zaman asagidaki kosullar denktir:

(1) d, L’nin bir tirevidir;

(2) herx,yelLicind (X - y)=x - dydir.
Kanit

(1) = (2) : d, L’nin bir trevi olsun. x < dx nedeniyle 6nerme 2.2.6 dandx —» y<x - dy

yazilir. Simdi;
dx - y)=(X - dy) V(dx - y) Tanim 2.2.1
=((X > dy) - (dX - y)) - (dx - y) V nin Tanimi
=((dx > y) > X >dy) - (X >dy) Tanim2.1.1(5)
=15 (X - dy) dx - y< x-dy den
=X - dy Tanim 2.1.1 (2)
elde edilir.

2) = (1) :d(x - y) =x - dy 6zdesligini saglayan bir d dénusimu verilsin. O zaman
dl =d@d1-1) Tanim 2.1.1 (3)

=dl - d1 Onerme 2.2.4
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=1 Lemma 2.1.2 (1) dir. O halde 1=d1=d(Xx - X )=x - dx her x € L
icin vardir ve bu, < badintisinin tanimindan, x < dx demektir. Dolayisiyla énerme
2.2.6 dx -y <x - dy verir. Nihayet Tanim 2.1.1 ( 5) den
dX -y)=x -dy=(X -dy) V (dx - y) sonucuna ulasilir.

Onerme 2.2.8[24] d1,d2,..., dn L Gzerinde turevler ise d1 0 d2 o ...o dn bileskesi de
L nin bir tarevidir.
Kanit_sadece d1 o d2 nin bir tlirev oldugunu gostermek yeterlidir.
(dlod2)(x - y) =d1(d2 (x -V))
=dl (x - d2y) Teorem 2.2.7(2)
=X - d1 (d2y)) Teorem 2.2.7(2)
=X —(dlod2) (y)
d1 0 d2 nin teorem 2.2.7 (2) den bir tiirev oldugu gdsterilmis olur.
d, L Gzerinde bir tlirev ise d’nin sabit biraktigi elemanlarin Fixq (L) kiimesi
Fixq (L) : = {x e L : dx =x} kiimesi olarak tanimlanir.
Asagidaki sonug agiktir.
Onerme 2.2.9 d, L Gzerinde bir tiirev olsun. x € Fixq (L) ise
(d od 0...0)(x) = x dir.

Onerme 2.2.10 [11] d, L Gzerinde bir tiirev olsun. O zaman asagidakiler vardir:

(1) xe LveyeFixq(L) ise X - y € Fixq (L) dir.

(2) y € Fixg (L) ise X Vy € Fixq (L) dir.

Kanit (1) x eL ve y € Fixy (L) olsun. O zaman dy =y dir.

Buradan d(x — y) = x — y oldugunu gosterirsek x — y € Fixq (L) olacaktir. Ama Teorem

22.7(2)dend (X - y) =x - dy=x - ydir. O halde x - y € Fixq (L) elde edilir.

(2) ye Fixg (L) olsun. Simdi
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dxVy)=d({(x -Yy) -y V nin Tanimi

=(X - y)- dy Teorem 2.2.7 (2)
=(x - y)-y y € Fixq (L)
=xVy V nin tanimi

oldugu icin x V'y € Fixq (L) dir.

Onerme 2.211 [11] d, L (izerinde bir tiirev olsun. x <y ve x € Fixq (L) ise 0 zaman y €

Fixq (L) dir.

Kanit x<y ve Xe Fixq(L) ise X -y =1 ve dx = x dir. Boylece;
dy=d(l-y)=d((x-y)-y)=dxVy)=xVy=y

Onerme 2.2.10(2) nin bir sonucudur. O halde y € Fixq (L) dir.

Fixq (L) nin sagladigi bu 6zelliklerin benzer 6zelliklere sahip baska kiime tanimlayalim.
Tanim 2.2.12 d, L nin bir tiirevi olsun.

Kerd : = {x € L : dx = 1} kiimesine d’nin ¢ekirdegi denir.

Tanim 2.2.13 L bir kafes implikatif cebir ve F, L’nin bir alt kiimesi olsun.

(F1) 1leF,

(F2) xeF vex -y, yeFyigerektirir ise F, L’nin bir stizgecidir denir.

Onerme 2.2.14 d, L’nin bir tiirevi olsun. Eger d, L tizerinde bir endomorfizma ise Kerd,

L’nin bir stizgecidir.
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Kanit d, L tzerinde bir endomorfizma ise d(x — y) =dx — dydir. d1 =1 oldugu igin 1 €

Kerd dir. Simdi x, x — y € Kerd olsun. O zaman dx =1ved (X - y) =1 dir. Buradan

1=d(x - y) Hipotez
=dx - dy d endomorfizma
=1-dy xe Kerd
=dy Tanim 2.1.1(2)

elde edilir. O halde y € Kerd bir slizgectir.

Onerme 2.2.15 d, L’nin bir tirevi olsun. Eger y € Kerd ise her x € L icin x V y € Kerd

dir.

Kanit yeKerdise dy=1dir. Simdi

dxVy)=d({(x -vYy)-Y) V nin Tanimi
=(X - Yy) - dy Teorem 2.2.7 (2)
=(x >y -1 y € Kerd
=1 Tanim 2.1.1(3)

olup x V y € Kerd elde edilir.

Onerme 2.2.16 d, L nin bir tiirevi olsun. Eger x <Y ve x € Kerd ise 0 zaman y € Kerd dir.

Kanit Hipotezden x — y =1 ve dx=1 yazabiliriz.

Simdi dy=d(l - vy) Tanim 2.1.1.(2)

=d((x - y) - y) Hipotez
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=d((y - X) - X) Tanim 2.1.1 (5)

=(y->Xx) - dx Teorem 2.2.7 (2)
=(y-x) -1 Hipotez
=1 Tanim 2.1.1 (3)

olup y € Kerd elde edilir.

Onerme 2.2.17 d, L’nin bir tiirevi olsun. Eger y € Kerd ise 0 zaman her x e L igin X — y

€ Kerd dir.

Kanity € Kerd ise dy = 1 dir. Simdi

dix - y)=x - dy Teorem 2.2.7 (2)
=X -1 Hipotez
=1 Tanim 2.1.1 (3)

olup, x - y € Kerd elde edilir.

Tanim 2.2.18 L bir kafes implikatif cebir ve F, L’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. d

(F) = {dx : x € F} olmak lzere d(F)< F ise F ye d — invaryant denir.

Teorem 2.2.19d, L’nin bir tirevi olsun. O zaman her F stizgeci d- invaryanttir.

Kanit F, L’nin bir siizgeci ve y € d (F) olsun. O zaman bir x € F i¢in y = dx dir. Buradan
X - Yy=X - dx =1 € F elde edilir ki bu y € F yi gerektirir. O halde d(F)< F elde edilir.

Boylece F d—invaryanttir.
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Sonug

Bu tezin birinci bolimiinde MV-cebirleri Uzerinde ® ve @ islemleri kullanilarak
tirev tanimlaniyor ve Ozellikleri inceleniyor. EQer tirev © ve © islemleri araciligiyla
dx 8 y) = (dx 8y © (x & dy) olarak tanimlanirsa ilging 6zellikler elde ediliyor.
Bunun icin [8] e basvurulabilir. ikinci Bélimde implikatif cebirini ve kafes implikatif
cebirlerini tanittiktan sonra kafes implikatif cebirlerin turevlerini inceledik. Turevler
aracthgiyla, Kerd’nin bir suizgec¢ oldugunu ve kafes implikatif cebirlerin her kafesinin d-
invaryant oldugunu kanitladik. Bu baglamda [21] ve [3] de kafes H-implikatif cebirlerinin
ozellikleri ve stzgecleri tartisiimistir. Son calismalar arasinda cikarma cebirlerinin
tirevleri calisiimaktadir. X bir cikarma cebiri ise tizerinde tanimlanan bir d tlrevi icin, her

zaman oldugu gibi Kerd ve Imd’nin X in idealleri oldugu gosteriliyor. Klasik cebire
uygun olarak X/Kerd =~Imd ve X/Imd =~ Kerd sonuglari elde ediliyor. Daha fazla

bilgi igin [23] ve [24 ] e basvurulabilir.
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