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OZET

Bu tez esas olarak iki bliimden oluguyor.

Birinci boliimde; kafeslerle ilgili temel kavramlar tanitildiktan sonra kafesin iki
farkly tanumumn denkligi gosteriliyor. Literatiirde yer alan sonuglardan Snemli
olanlarin kanitlari veriliyor. '

ikinci bolimde; kafeslerde tiirev kavrami bol drneklerle tanitiliyor ve monoton
(ya da izoton) tlirev araciligryla Birkhoff” un M, —N; kafesleri i¢in ifade ettigi
karakterizasyon teoremine tiirevsel bir betimleme veriliyor. Bunun igin 6zellikle [12]

ve [13] kaynaklarindan yararlaniliyor.




ABSTRACT

This thesis consists mainly of two chapters.

In the first chapter, after introducing basic concept on lattices, we establish the
equivalence of two different definitions (approaches) of a lattice. We prove only
some of the important results occurring in the litterature.

In the second chapter, we illustrate the derivative notion on lattices with
examples and we give a derivative characterization of Birkhoff® s M, — N, theorem.

To do this we refer especially to [12] and [13].




GIRIS

Kafes kavraminin kékeni lojigi formallestirmek igin 19. yy da yapilan
girisimlere dayanir. 1850 li yillarda G. Boole tarafindan bulunan Boole
Cebirleri aksiyomlarini incelerken C. S. Pierce ve E. Schroder ve bagimsiz
olarak R. Dedekind kafes kavramini tanittilar. R. Dedekind dagilmal
kafeslerin zayiflatilmis bigimi olan modiiler kafesleri tanimlayarak modern
cebir ve kafes kurami arasindaki baglantiyr kurdu. Daha sonra, ozellikle,
Jonsson, Tarski ve Birkhoff kafes kuraminin gelismesinde dikkat gekici
katkilarda bulundu. Kuramin gelisiminde dagilmali kafesler yasamsal rol
oynadi; gergekten, kafeslerle ilgili bir ¢ok kosul dagilmalilik ozelliginden

itibaren zayiflatildi.

Genelde kafes olarak adlandirilan iki tamamen farkli matematiksel yapi vardir; ilki kismi sirali kiimeler
(posetler)le ilgili iken ikincisi uzayda noktalarin diizenlenmesiyle baglantilidir. 19. yy da Minkowski’nin
calismalari sayilarin kurami ve geometrisinde kafes kuraminm kullanimini heveslendirdi. Bilgisayar
bilimlerinin gelismesi; tamsayi polinomlarinin ¢arpanlarina ayrilmasi, tamsayi programlamasi ve
sifreleme gibi kurumsal alaniarda kafes kuraminin uyguianmasina yol acti. Kafes kurami izerine
onemli giincel arastirmalari Birkhoff, Dilworth ve Gritzer baglatti.

Esas olarak iki bolimden olusan bu tezin birinci boliimiinde; temel
kavramlar tanitildiktan sonra, iki farkli yaklagimla tanimlanan kafes
kavramlarinin denk oldugu gosteriliyor. lkinci boliimde ise kafeslerde tiirev

kavrami bol rneklerle tanitildiktan sonra monoton tiirev aracihgryla; Birkhoff

Teoremi’nin dagilmali ve modiiler kafesler i¢in M;—N, karakterizasyonu

yaminda, tiirevsel bir betimleme veriliyor. Bunun igin 6zellikle [12] ve [13]

kaynaklarindan yararlaniliyor.
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1.BOLUM
KAFESLER

Grup, halka ve benzer cebirsel yapilarin ortak 6zelliklerinin caligmasinda
kafesler dogal olarak en onde yer alir; kafesler baslt bagma bir cebir simifi
olusturur. Bu béliimde kafesler genel hatlariyla tamtiliyor ve kavramlarin

anlasilabilmesi i¢in agiklayici drnekler veriliyor.

1.1.KAFES TANIMLARI

Bir kafesi tanimlamanin iki standart yolu vardir: ilki cebirsel tabanli,

denkligi kanitlanacaktir.

Tamm 1.1.1 : V ve A, L tizerinde ikili islemler olmak iizere asagidaki

dzellikler saglaniyorsa, bostan farkli bir L kiimesine bir kafes denir ve

< L,V,A>yazilir:
Li: (a) XxVy= yVx (b) xAy = yAx " (degisme yasalar)
Ly: (@) xV (yvz)=xVy)Vz (b) xA(yAz)=(xAy)Az (birlesme yasalart)
L;. (a) xVX=X (b) x Ax=x (esgiic yasalart)

Ly: (a) x=XV (xAy) (b) x=xA(xVYy) (yutma yasalarr)

Ornek 1.1.2 : L Snermelerin kiimesi olsun. V “veya” baglacini ve A “ve”

R

|
|
\
|
|
\
\
ikincisi geometrik kavrayis sunan siralama kavramia dayanir. Bu iki tanimin |
baglacini gostersin. O zaman L; —L,  onermeler lojiginin iyi bilinen

szellikleridir. ji

Ornek 1.1.3 : L = N, dogal sayilarin kiimesi olsun. V “en kiigiik ortak kati”

|
|
ve A “en biiyiik ortak béleni” gdstersin. O zaman <M,V,A> bir kafestir. ll



Ornek 1.1.4 : A bostan farkh keyfi bir kiime olsun ve $(A), A nin
kuvvet kiimesini gostersin. V “kiime birlesimi” U yu ve A “kiime

kesigimi” N yi gostersin. O zaman <g(A),U,N> bir kafestir.

Bir kafesin ikinci tanimimi vermeden 6nce kismi siralama

kavramina ihtiyag vardir.

Tanim 1.1.5 : A bostan farkli bir kiime olsun. A iizerinde
asagidaki ozellikleri saglayan bir < ikili bagntisina kismi siralama

bagintist denir. Her x,y,z € A igin

(€)) x <X (yansima)
2) x<yvey<xise x=y (ters simetri)
3) x<yvey<zise x=z (gecisme)

Bunlara ek olarak her x,y i¢in
@ x<y yada y<x

ise < bagmtisina A iizerinde bir tam yada dogrusal siralama
bagintisidir denir. Kismi sirali bir kiimeye “poset” (partially ordered

set) ve tam sirali bir kiimeye de “zincir” diyecegiz.

Ornek 1.1.6 : Herhangi bir A kiimesi i¢in <g(A),c> bir

posettir.

Ornek 1.1.7 : N kiimesi iizerinde “m, n yi bdler” bagitisini | ile
gosterelim. O zaman <N,|> bir posettir. Ote yandan <, N iizerindeki

dogal siralama ise <N,<> bir zincirdir.

Ornek 1.1.8 : Bir A kiimesi i¢in 2%, A dan 2={0,1} e tiim
fonksiyonlarin kiimesini géstersin. f,g € 2% icin f £ g, her XEA igin

f(x)<g(x) olarak tanimlansin. O zaman < 2" ,=> bir posettir.
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Gergel sayilar icin gelistirilmis kavramlarim ¢ogu, siralama sz konusu

oldugunda, posetlere genisletilebilir.

Tanim 1.1.9 : P bir poset ve A, P nin bir alt kiimesi olsun. A nin her a
elemant i¢in a<p ise, P nin p elemanina A nin bir iist sinir1 denir. p, A i¢in en
kiigiik iist sinir ise p ye A nin en kiigiik iist siirt ya da supremumu denir ve
SupA yazilir. Benzer sekilde alt sinir, en biiyiik alt sinir, infimum tanimlanir.
P deki a,b elemanlari i¢in a < b ve a < ¢ < b durumunda a=c ya da c=b ise
b elemani a elemanim orter ya da g, b tarafindan ortiliir denir ve

g —=< bile gosterilir.
HASSE DIYAGRAMI

Posetler értiim bagintisi yardimiyla c¢izilebilir ve cizilen sekle posetin
Hasse diyagrami denir. Kiictik bir daire “0” kiimenin bir elemanin temsil
eder ve ¢« —< ise a y1 temsil eden daire altta kalmak lizere lstte b yi
temsil eden daireye bir dogru ile birlestirilir; paralel dogruya izin
verilmez. Posetin diyagramindan siralama bagintis1 tekrar elde edilebilir,
soyle ki: a<b ancak ve ancak kiimede

a=¢ —<¢,—< —<c,,—<c¢c,

gibi sonlu bir €;, C,, ........ , C,, dizisi varsa dogrudur. Sonsuz posetlerin

cizimi acik degildir, ancak tamsayilarin poseti bir zincir olarak Sekil-1 deki

gibi cizilir: :

B
n-1

(3]




Tamm 1.1.10 : Bir L posetinde L deki her a,b igin (L de)
Sup{a,b} ve Inf{a,b} mevcut ise L posetine bir kafes denir ve

avb=Sup{a,b}, anb=Inf{a,b} yazilir.

Sekil-2 de diyagramlari ¢izilen posetler, (e) disinda, bir kafestir.
(e) bir kafes degildir, ¢iinkii # ve u, y ve z nin iist sinirlaridir fakat

kiyaslanamadiklari i¢in Sup{y,z} mecvut degildir.

A4
t |
¥ zZ
X
)

(a) (b) (© (d) (e
Sekil - 2

Notasyon : P bir poset ve S, P nin bif alt kiimesi olsun. SupS

ve InfS mevcut oldugunda bunlar sirasiyla \/pS ve /\pS ile
gosterilir. Eger S={ X, |ie ]} ise VS yerine vt, ve /\S yerine

/l\x,. yazilir.

Onemli Uyart 1.1.11 : (Ug Durumlarin Incelenmesi)

P bir poset ve S=@ olsun. O zaman \,{@ ve APQ nin varligi

P nin bir en kiiglik ve en bilyiik elemaninin olmasina baglidir. Var
olduklarinda, P nin en kiigiik elemanini L ve en biiyiik elemanini T
ile gosterelim (bu elemanlara sirasiyla taban ve tepe elemanlar da

denir).
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Simdi S=¢ ise P kiimesinin tamami S igin iist sinirlarin kiimesidir. O

halde \\/PQ nin mevcut olmasi ancak ve ancak P nin bir L elemani varsa
miimkiindiir ve bu durumda »@ =1 dir. Dual olarak, A »$0 mevcuttur

ancak ve ancak P bir T tepe elemanina sahiptir ve dyle ise /\ O =Tdir.

Ote yandan S=P ise \/,S ancak ve ancak P bir T tepe elemanina sahip ise
mevcuttur ve o zaman \/PP =T dir. Dual olarak /\ »P ancak ve ancak P nin

bir L taban elemani varsa mevcuttur ve dyle ise / \ , P =1 dir.

Asagidaki lemma supremum ve infimumlarin basit ancak yararh

ozelliklerini verir.

Lemma 1.1.12 : P bir poset, S ve T, P nin alt kiimeleri ve v oSy VT,

Rl /\,,T mevecut olsun. O zaman;

@ xesise As<x< Vs dir.
(b) xeEP ise x< /\S dir ancak ve ancak her a€S i¢gin x<a dir.

(c) XxEP ise x ZVS dir ancak ve ancak her a€S igin x=a dir.

@ Sc Tise\/S S\/T ve /\52 AT dir.

( \./f , yerine \/, /\,, yerine /\ yazilabilir; ¢linkii S,7 € P dir.)
Kanit :

(a) Infimum ve supremum tanimlarmm sonucudur.

(b) x < /\ Sise her a€S igin x < /\S‘ < a ve buradan x<a dir. Simdi
her a€S igin x<a ise x, S kiimesinin bir alt siniridir; /\S /\S nin
en biiyiik alt sinirt oldugu icin de  x< /\S elde edilir.

(¢) (b) nin dual ifadesidir.

(d) SET iseherb e Tiginb < \\/T ve S, T nin bit alt kiimesi oldugundan

her a € S i¢in de a< \\/T dir. O halde \/S < \/9" dir. A S >/\ T

dual olarak kanitlanir.




Tanim 1.1.13 : Bir P kafesinin her alt kiimesinin infimum ve
supremumu P de mevcut ise P ye bir tam kafes denir.

Lemma 1.1.14 : L bir kafes ise her a,b,c € L igin
V{a,b,c}=(a V b) v c dir.

Kamit:d=avbvee=dVcolsun.Ozamana<d b<d c<e

ve d<e dir. Gegisme oOzelliginden a,b,c < e sonuglanir. Boylece
e,{a,b,c} nin bir st simridir. £, {a,b,c} i¢in keyfi bir {ist sinir olsun.
O zaman a < f, b < f, ¢ < f ve buradan d=aVb<f, e=cvd<f,
dolayisiyla da e < f bulunur. O halde \/{a,b,c} =e=(aVvb)ve
dir. i '

Sonug Teoremi 1.1.15 : L bir kafes ise her a,b,c € L i¢in
\/{a,b,c}=(avb)Vc=aV(ch)=avacdir. -
Lemma 1.1.16 : Her sonlu kafes tamdir.

Kanut : L sonlu bir kafes ve S, L nin keyfi bir alt kiimesi olsun;

S={a,,a,,...,a,} diyelim ve n iizerinde tiimevarim uygulayalim.

n=2 igin \/S: aVa, = Sup{al,az},/\S= aha,=Inf{a,a,}
tanim geregi dogrudur. Lemma 1.1.14 den n=3 igin dogru oldugu

goriiliir. Buna dayanarak \/S=al va,v..va, ve diial olarak da

/\S =a, Aa, n...Aa, oldugu agiktir. 0

Asagidaki teorem ¢ogu durumda belirli bir posetin bir tam kafes

oldugunu gosterirken kolaylik saglar.

Teorem 1.1.17 : P bir poset ve her SCP igin /\S mevcut

olsun. O zaman
\/S=/\{XEP|(VaES),an}

olmak tizere P bir tam kafestir.
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Kanit : A= {x€P|(Va€S),a<x} olsun. Snin herhangi bir eleman
A nin bir alt siiridir ve bu yiizden /\A, S icin bir tist sinirdir. Eger z, S nin
bir bagka ist sinir1 ise zorunlu olarak /\ASZ dir, dolayistyla /\A, S nin
supremumudur: S = /\A dur. =

Ornek 1.1.18 : Bir A kiimesi i¢in < (A),C > bir tam kafestir. Gergekten,
HCgp(A) verildiginde \/7{= UH ve /\ H=nH mevcuttur, o halde kafes

tamdir.

Ornek 1.1.19 : A keyfi bir kiime olmak iizere, @ # L C g(4) verilsin.
Sonlu birlesim ve sonlu kesisimlere kapali ise £ ye bir kiimeler halkasi, keyfi
birlesim ve keyfi kesigsimlere kapali ise bir tam kiimeler halkasi denir. L bir
kiimeler halkasi (tam kiimeler halkasi) ise A VB=AUBveAANB=ANB

olimak tizere < L,C > bir kafes (tam kafes)tir.

Asagidaki lemma < siralama bagmtist ile A,V iglemleri arasindaki iliskileri

sunar.
Lemma 1.1.20 : L bir kafes ve a,b,x € L olsun. O zaman ;

(@) a<bancak ve ancak a A b = a ancak ve ancak a V b = b dir;

(b) a<biseavx<bVxveaAx<bAxdir
Kanit

(a) a<bise a,ave b nin bir alt siniridir. ¢, a ve b nin bir alt sinir1 ise
¢ < a dir; boylece a, a ve b nin en biiyiik alt smir1, yani a = a A b dir.
Tersine, a A b= a ise o zaman a = a A b < b dir. Ikinci denklik dual
olarak kanitlanir.

(b) a<bise a<b<bVxvex=<bVxoldugu agiktir. Buradan

aVx <bV x sonuglanir. Kalan kisim benzer sekilde gosterilir.




Verilen iki kafes tanimmin §u anlamda denk oldugu
gosterilecektir: L iki tanimdan birinin tanimladigi kafes ise ayni L
kiimesi iizerinde diger tanimla bir kafes insa edilmistir; bir tanimi
digerine doniistiiren iki inga ters ingalardir.

Teorem 1.1.21 : L bostan farkli bir kiime olsun ve L, —L,

ozelliklerini saglasin. L tizerinde bir < ikili bagintisi @ < b ancak ve
ancak a V b = b olarak tanimlanirsa < L,< > bir kafestir ve her a,bEL
i¢in a vV b= Sup{a,b} ve a A b =Inf{a,b} dir.

Kanit : < bagintis1 bir kismi siralamadir; gergekten, L, den
aVa=a,a<ademektir. a < b ve b <aise Lemma 1.1.20(a) ya

gére a Vb = b ve bV a= adr. Buradan L, aracihgiyla a = b

sonuglanir. Nihayeta<bveb<ciseaVb=bve bV c=cdir.

OzamanaVc=aV (bVec)=(aVb)Vc=bVc=c L,(a) nin
bir sonucudur; bu ise @ < ¢ demektir. O halde < bagintisi bir kismi
siralama bagintisidir.

SimdiaV (aVvb)=(aVa)Vb=aVbnedeniylea<aVbve
benzer sekilde b <a Vv b dir. )

Boylece a V b, {a,b} nin bir iist siniridir. ¢, {a,b} nin herhangi
bir bagka {ist sinir1 olsun: @ < ¢, b < ¢. Buradan Lemma 1.1.20(a)
danaVc=cve bV c=cyazlr.

Simdi(avb)Ve=aV (bVc)=aVc=colduguicinaV b < c dir,
baska bir deyisle avb, {a,b} nin en kiigiik iist siniridir. O halde
a V b = Sup{a,b} dir. Benzer akil yiiriitme ile @ A b = Inf{a,b}
gosterilebilir.
Bu teorem L bir kafes olsun” denildiginde L yerine < L,< > ya

da < L,V,A> alinabilecegini ifade eder.

(8]




1.2 IZOMORF KAFESLER VE ALT KAFESLER

[zomorfizma sdzciigii, elemanlarm dogasi disinda, iki yapmm ayni
oldugunu belirtmek i¢in kullanilir.

Tamm 1.2.1 : L ve K iki kafes olsun. Her a, b € L i¢in L den K ye
h(a v b)= h(a) V h(b) ve h (a A b) = h(a) A h(b) ger¢eklenecek sekilde bir /
bijeksiyonu varsa L ve K izomorftur denir ve & ye bir izomorfizma adi verilir.
L ve K izomorf ise bu L = K ile gosterilir.

h, L ve K kafesleri arasinda bir izomorfizma ise h™ in K dan L ye bir
izomorfizma ve iki izomorfizmanin birlesiminin bir izomorfizma oldugu iyi
bilinmektedir. Izomorfizma tanimi siralama bagmtilart agisindan yeniden
bigimlendirilebilir.

Tanim 1.2.2 : P, ve P, iki poset ve o, B, den P, ye bir doniisiim olsun.

1
P, de a < b oldugunda P, de a (a) < a (b) ise a doniisiimiine sira koruyan
(va da izoton) denir.

Teorem 1.2.3 : I ve K kafeslerinin izomorf olmasi igin o ve ' in sira
koruyan olacak gekilde L den K ye bir a bijeksiyonunun var olmasi gerek ve
yeterdir.

Kanit :

Kosul Gerektir ; a, L den K ye bir izomorfizma ve L de a < b ise o zaman
a =a A b dir. Buradan o (a) = a(a A b) = a(a) A a(b) ve dolayisiyla a(a) < a(b)
elde edilir. O halde a™", bir izomorfizma oldugu igin, sira koruyandir.

Kosul Yeterdir ; a, hem o hem de @' sira koruyan olacak sekilde, L den
K ye bir bijeksiyon olsun. Simdi a, b € L iciha<a Vv bveb <aVb oldugu
aciktir; o sira koruyan oldugundan o(a) = a(a V b), a(b) = a(a V b) ve
dolayisiyla a(a) V a(b) < a(a V b) elde edilir. Ote yandan a(a) V a(b) < u ise
a(a) < u dir, o nedenle a < a™(u) ve b < a’'(u), bdylece avb < (u)
sonuclandirthir. Ama a vV b < a'(u) a(a v b) < u verir; buradan da
a(a) V a(b) = a(aVvb) ye ulasilir. a(a) A a(b) = a(a A b) yi gdstermek i¢in benzer

akil yuriitmede kullantlir.
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Uyari 1.2.4 : Kafesler arasinda izomorfizma olmayan fakat sira

koruyan bijeksiyon &rnekleri bulunabilir, Sekil - 3 buna bir 6rnektir.

o donligimii swra koruyan ve

bijektif oldugu halde o™ sira

koruyan degildir.

Sekil - 3

Tanim 1.2.5 : L bir kafes ve S#@, L nin bir alt kiimesi olsun.
Her ab € SiginaVv bveaAb SdeisesS, L nin bir alt kafesidir

denir; V ve A iglemleri S ye kisithidir.

S, L nin bir alt kafesi ise S deki @ < b durumunun L de gegerli

oldugu agiktir.

Uypari 1.2.6 : Bir kafeste poset baglaminda kafes olan alt
kiimeler bulunabilir fakat V,A islemleri kafesteki islemlerle
uyusmadigt igin bu alt kiimeler alt kafes olamazlar. Bu durum
Sekil 4 de 6rneklendirilmistir. L={a,b,c,d,e} kafesinde P={a,c,d,e}
alt kiimesi poset olarak bir kafes iken, ¢ V d = Sup{c,d} = b & P

nedeniyle L nin bir alt kafesi degildir. 2

(10]
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Tanim 1.2.7 : L ve K kafesleri verilsin. K nin bir alt kafesi L ye izomorf
ise L kafesi K kafesine gomiilebilir denir. Bagka bir ifadeyle, a: L — K bir

gommedir eger
(L de) a<b & (K de) a(a) <a(b)
ise; bu gbmmenin birebir bir déniigtim oldugu agiktir.

Ornek 1.2.8 : G bir grup olsun ve S(G), G nin alt gruplarmnin bogtan farkls
bir kiimesi olsun. O zaman < S(G),C > taban elemani {o} asikar alt grubu ve
tepe elemant G nin kendisi olan bir tam kafestir. Ikili islemler H,K € S(G) i¢in
HAK=HNKveHVK=<H UK > olarak tanimlanir. (<HU K> HUK
nin iirettigi alt gruptur). G nin normal alt gruplarinin N(G) kiimesi kapsama

bagmtisi altinda S(G) nin bir alt kafesidir.

Ornek 1.2.9 : A = {a,b,c} olmak iizere L = < (A),E > bir tam kafestir.
S={@,{a},{b},{a,b}} S fo(4), S altinda L nin bir alt kafesidir.

1.3 BIRLESIM ALT KAFESLERI, KESiSIM ALT KAFESLERI

Bu kavramlar iki kafesin izomorf oldugunu gostermek igin, kolaylik

sagladiklarindan kullanilighdir.
Tanim 1.3.1 : P ve Q poset ve f: P—Q bir doniisiim olsun.
(a) a,b € P igin a vV b, P de meveut oldugunda f{a) V f(b), O da mevcut ve

flaV b) = fla) V f(b) ise fye bir birlesim morfizma denir.

(b) SCP igin VS, P de mevcut oldugunda\/f(S), Q de mevcut ve
f(\/S) :\/f(S) ise f ye bir tam birlesim morfizma denir.

Kesisim morfizma ve tam kesigim morfizma dual olarak tanimlanir.

[11]




() Bir birlesim ve kesigim morfizmaya, morfizma denir.

Tam morfizma benzer sekilde tanimlanir.

(d)  Taban ve tepe elemanlar1 olan bir posete smirli poset

denir.

(1) P ve Q iki sl poset olsun. Bir - P—Q doéniigiimii
J(Lp) = 1, esitligini sagliyorsa taban koruyan ve f{(T,) = T, yi
saghyorsa tepe koruyan denir. O zaman iki sinirli poset arasindaki

her tam birlesim morfizma taban koruyan ve her tam kesisim

morfizma tepe koruyandir.

(2)  Her sira izomorfizma bir tam morfizmadir ve her tam

birlesim, kesisim morfizma sira koruyandur.

(3) P ve Q (tam) kafes ve f bir (tam) birlesim morfizma ise
J(P), Q niin bir (tam) birlesim alt kafesidir. Benzer gozlemler kesisim

morfizmalari igin de gegerlidir.

Ornek 1.3.2 : Sekil 5 de £, L ile K arasinda bir tam morfizmadir.

Sekil - 5

(12]




fzleyen sonu¢ iki kafesin izomorf oldugunu gosterirken bir bijektif
birlesim morfizma (bazen birlesim izomorfizma denir) bulmanin yeterli
oldugunu ileri siiriiyor. Buna gére ya birlesim ya da kesigim isleminin siralama

yapisini tamamen belirledigi ortaya gikiyor.

Lemma 1.3.3 : L, K kafes ve f: L—K bir bijeksiyon ise asagidakiler

denktir:
(a) f bir sira izomorfizmadir;
(b) [ bir birlesim morfizmadir;
(©) f bir kesisim morfizmadir.

Kanit : (a) < (b) denkligini gstermek yeterlidir.

(@)= () :abeLicina<aVvb,b<aVbvefsirakoruyan oldugundan
f(a) Vv f(b) <f(aVb) elde edilir. x, {f (a), f(b)} nin bir ist s olsun:
f (@), f(b) <x / bijektif oldugundan bir ¢ € L igin x = f (c) yazilr.
f(a),f(b) <xve x=f(c)denab < c sonuglanir. BéyleceaVb < ¢ ve fnin
sira korumasmdan f (a V b) < f (c) = x elde edilir;.”bagka bir deyisle,

f(aVb)=f(a)Vf(b)dir ve fnin birlesim morfizma oldugu gdsterilmistir.

(b) = (a) : (b) gecerli ise a < b, f (a) < f(b) yi gerektirir. Ote yandan
f(a) <f(b)isef(aVb)=f(a)Vf(b)dir. BuiseaVb=bvea<=byiverir.

Boylece / bir sira izomorfizmadir.
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1.4 DAGILMALI KAFESLER, MODULER KAFESLER

Kiimesel birlesim ve kesisimler birbirleri iizerine dagilirlar.
Kafes birlesim ve kesigimlerinin de ayni 6zelliklere sahip olmasi

incelemeye degerdir.

Tanim 1.4.1 : Asagidaki dagilma yasalarini saglayan bir L

kafesine dagilmali kafes denir :
(D) (Vxyz€L) xA(YV2)=(XAy)V(xA7);
(D,) (Vxyz€L)xV(yAz)=(XVYy)A(XV2).

Lemma 1.4.2 : (D) i saglayan her L kafesi (D,) yi saglar ve

tersi de dogrudur.

Kanit = (D,) gegerli olsun. x,y,z € L i¢in a=xVy, b=x ve c=z

diyelim. O zaman agagidakiler vardir :
(xVy) A (xVz) = aA(bvc) = (aAb)V(anc) (D))
ve

(anb)v(anc) = (XVY)AX)V((XVY)AZ)

=XV ((xvy)n2) (L,(5)
=X V (XAZ)V(yAZ) (D)

= (xV (xA2) V (yA2) (L,())
=XV (yA2) (L,(2))

Boylece (D), (D,) yi gerektirir. Dual olarak yiiriitmeyle

(D,) nin (D)) i gerektigi gosterilebilir.

X
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Bu lemma bir kafesin dagilmali oldugunu gostermek i¢in sadece (D, ) i ya
da (D,) yi gostermenin yeterli olacagini ifade ediyor. Ote yandan, izleyen

lemmada bir kolaylik daha getiriliyor.

Lemma 1.4.3 : L bir kafes ise her a,b,c € L i¢in agagidaki esitsizlikler her

zaman gecerlidir :

(a) aAN(bVvec)>(aAb)V(aAc);
(b) aV(bAc)<(avb)A(aVvec).

Kanit : Bu ifadeler dual oldugu i¢in sadece (a) kanitlanacaktir. bV ¢ = b
ve b V ¢ = ¢ nedeniyle Lemma 1.1.20(b) den a A (b V ¢) = a A b ve

aA(bVc)=>aAcveayn LemmadanaA (bVc) = (aAb)V(aAc)elde edilir.
Sonug Teorem 1.4.4 : Bir kafesin degiimali oldugunu géstermek i¢in
an(bve)s(anb)v(aAc)
ya da
aV(bAc)=(avb)A(aVvec)
esitsizliklerinden birini dogrulamak yeterlidir.

Ornek 1.4.5 : Her kiimeler halkasi dagilmali bir kafestir, ¢linkii keyfi
A,B.C kiimeleri icin A n (B U C) = (A n B) U (A n C) di. Ozellikle,
< p(A),C > kafesi dagilmalidir.

Ornek 1.4.6 : Her zincir bir dagilmali kafestir. ( D,) i gergeklemek igin ii¢

durumu degerlendirmek yeterlidir:
x<y<z, y<x=<z ve y<z<X

Ornek 1.4.7 : A sonsuz bir kiime ve P(E), E nin tim sonlu alt
kiimelerinin kiimesi olsun. O zaman < P, (E),€ >, @ taban elemanli ama tepe

elemansiz dagilmal bir kafestir.




Ornek 1.4.8 : E sonsuz bir kafes olsun. E nin E de tiimleyeni
sonlu bir alt kiimesine tiimleyen sonlu kiime denir. E nin sonlu ya da
tiimleyen sonlu alt kiimelerinin kiimesi € kapsama bagintis1 altinda

bir dagilmali kafestir.

Son 6rnek, ¢ok agidan dnemli ve ilging bir drnektir.

Ornek 1.4.9 : Bolinebilirlik bagintisma goére siralanan
P={1,2,3,...} kiimesi dagilmali bir kafestir; bu kafesi <P,|> ile
gosterelim. Aritmetigin temel teoremine gore her m pozitif

tamsayisi, £, k. asal say1 olmak iizere,
= 7, (1) 22,(2) ga,(3) a, (k)
m= 2% 3 SR

bigiminde gosterilebilir. n > k i¢in &, (n) =0 tanimlayalim. Bu

yolla her bir pozitif m tamsayisina bir «, :

m*

P—N dontisiimii
atayabilir. Bu atama altinda ebob{mmn} = m A n ve

ekok{m,n} = m V n swrasiyla ,MNa, ve a,Ua, ye uygulanir.

Boylece a: m— ¢, bir kafes morfizmasidir. mn & ,E«,

nedeniyle < P,| >, N” (yani, P den N ye tanimli tiim fonksiyonlarin

kiimesi) dagilmali kafesinin I o alt kafesine izomorftur. O halde,

<P,| > bir dagilmal kafestir.

Uyart : L dagilmali bir kafes ve X herhangi bir kiime ise L*
dagilmali bir kafestir.

Tanim 1.4.10 : Asagidaki kosulu saglayan bir kafese modiiler

kafes denir :
M) x<y=xV(yAz)=yA(XVz).

Bu tanima goére agagidakiler agiktir.
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1 a<b < a=a Ab nedeniyle bir kafeste (M) modiiler yasasi
XAY)VAD)=yA((xAZ)VZ)
ifadesine denktir.
2) Her kafes
x<y=xV({yAz)SyA(XVzZ)
yi sagladigindan
X<y=>yAXVZ)IxV(yAz)
yi gostermek yeterlidir.
Teoreml.4.11 : Her dagilmali kafes bir modiiler kafestir.

Kanit : Bunun i¢in a < b & a Vv b =b denkligini ve (D,) yi kullanmak

yeterlidir.

izleyen iki teorem, Sekil 6 da diyagramlart ¢izilmis M ve N, kafesleri

acisindan, dagilmali ve modiiler kafeslerin ¢ok ilging bir mertebesini veriyor.

M, N

Sekil - 6

Her iki kafesin dagilmali olmadigi, N, in modiiler olmadig1 fakat A/ in

bir modiiler kafes oldugu gosterilmektedir.
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Teorem 1.4.12 (Dedekind Teoremi)

L nin modiiler bir kafes olmamasi i¢in bir gerek ve yeter kosul,

N, in L ye gomiilebilmesidir. (Kanit igin [4] ya da [3] e bakilabilir.) 5

Teorem 1.4.13 (Birkhoff Teoremi)

L nin dagilmali bir kafes olmamasi i¢in bir gerek ve yeter kosul
M, yada Ny in L ye gomiilebilmesidir. (Kanit i¢in [3] ya da [4] e

bagvurulabilir.) 4
/N

Ornek 1.4.14 : Sekil 7 deki kafesleri inceleyelim. I,,L,
kafesleri N, ile izomorf alt kafeslere sahip olduklarindan modiiler
degildirler. M, , L, e gomiilebildigi i¢cin L, dagilmali degildir.
Diyagramlardan N in L, e gomilemedigi; N, ve M, iin L, e

gomiilemedigi agik goriinmekle beraber bu iddialarin dogrulanmasi

gerekir.

& X

L I, L, Ly

Sekil - 7
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1.5 IDEALLER VE SUZGECLER

ideallerin cebirdeki 6nemi esastir. Kafes ideallerinin sira dualleri olan

siizgecler lojik ve topolojide cesitli uygulamalara sahiptir.

Tamm 1.5.1 : L bir kafes olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa, L nin
bostan farkls bir I alt kiimesine bir (kafes) ideali denir :

(a) ab€eliscavbeldr;
(b) ael,bel vea<bisea€&ldr.

Bir L kafesinin her I ideali bir alt kafestir; ¢iinkii a,b € L igina Ab < ave

a€l,aAbelyigerektirir.

Tanim 1.5.2 : L bir kafes ve F, L nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.

wiyorsa F ye bir siizgec denir :
ge¢

(a) abeFiseaAbeFdir;
(b) a€el,beFveb<aiseb€Fdi.

L ile cakismayan bir ideale (stizgeg) 6z denir.
Bu tanimlardan gikan bazi sonuglar sunlardir :

@) L, 1 tepe elemanli bir kafes ve I, L nin bir ideali olsun. O zaman

1 6z idealdir ancak ve ancak 1 &1 dir.

2) L, 0 taban elemanh bir kafes ve F, L de bir siizgeg olsun. O

zaman F 06z siizgegtir ancak ve ancak 0 € F dir.

Tanim 1.5.3 : L bir kafes ve a € L olsun. a tarafindan iretilmis ideale

(siizgece) esas ideal (slizgeg) denir ve
(a]={x€l:x<a} ([a)={x€L:a<x})

ile gosterilir.
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Ornek 1.5.4 : Sonlu bir kafeste her ideal(siizgeg) esastir.

Ornek 1.5.5 : o(X) bir X kiimesinin kuvvet kiimesini gostersin.

p, X in belli bir elemant olsun. O zaman

(a) I, ={A€pX): p¢&A} bir idealdir.

(b) I, ={A € p(X): Asonlu} bir idealdir.

Ornek 1.5.6 : L ve K smurl iki kafes olsun. Bir f: L—K
doniisiimiine ; f(0,) = 0, , f(1,) = 1,, f(a vV b) = f(a) V f(b) ve
fa A b) = f(a) A f(b) yi sagliyorsa bir {0,1} homomorfizmasi denir.
f boyle bir déniisiim ise f7'(0), L de bir ideal ve £7'(1), L de bir

slizgectir.

Tanim 1.5.7 : L bir kafes ve I(F), L nin bir 6z ideali(slizgeci)
olsun.aAb€el(avbeF),aclveyabel(aeFyadab€F)yi
gerektiriyorsa I ya (F ye) L nin bir asal ideali (asal siizgeci) denir. L
nin asal ideallerinin (sﬁzgeglerinrin) kiimesi I,(L) (F,(L)) ile

gosterilir.

Tanim 1.5.8 : L bir kafes ve I (F), L nin bir 6z ideali (siizgeci)
olsun. I y1 kapsayan tek ideal L ise I ya L nin bir maksimal ideali
denir. Bagka bir deyisle, I maksimal ideaildir ancak ve ancak
I, < I(L){L},< > posetinde bir maksimal elemandir; burada I(L),
L nin ideallerinin kiimesidir. Maksimal siizge¢ yerine ultrasiizgeg

kullanilir ve dual bigimde tanimlanir.

Teorem 1.5.9 : L, 1 tepe elemanh dagilmali bir kafes olsun. O
zaman L nin her maksimal ideali, asal idealdir. Dual olarak, 0 taban

elemanli dagilmali bir kafeste her ultrasiizgeg bir asal siizgegtir.

Kanit : ([4], sayfa 233).
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Teorem 1.5.10 : L sonlu dagilmali bir kafes olsun ve L de a < b olsun. O

zaman L nin a € I ve b € I olacak gekilde bir 7 asal ideali vardur.
Kanit : ([9], sayfa 49).
Sinrly, dagilmali ve tiimleyenli bir kafese Boole cebiri denir.

Teorem 1.5.11 : B bir Boole cebiri ve I, B nin bir 6z ideali olsun. O zaman

agagidaki denktir :

(a) I bir maksimal idealdir ;
(b) I bir asal idealdir ;
(c) a', a nin tiimleyeni olmak {izere her a € B i¢in a € I ancak ve

ancak a' ¢ 1dir.

Kanut : ([4], sayfa 234).

Teorem 1.5.12 : I ve F birlesimi L kafesi olan iki ayrik kiime olsun. O

zaman [ bir asal idealdir eger ve yalniz eger F bir asal siizgegtir.

Kanit : ([9], sayfa 47).

Bu teorem bir L kafesinin asal idealleri ve asal siizgegleri arasinda dogal
bir birebir eslemenin oldugunu gdsterir. Bu esleme her [ ideli /= I' =L\ 1

seklinde baglantilandirilarak elde edilir. Buna gére kuramsal tiimleyen

anlaminda /' bir asal siizgectir ve her bir F asal siizgeci /7= I" bigimlidir.
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2.BOLUM

KAFESLERLERIN MONOTON TUREVLE
KARAKTERIZASYONU

Tirev kavrami cebirsel sistemlerin yap1 ve &zelliklerinin
incelenmesinde bazi kolayliklar saglar. Halkalar iizerinde tanimlanan
tiirevlerin yaninda ([1], [2], [6], [8]) , kafeslerde tiirev ilk kez [11]
tarafindan tanimlanmigtir. Bu alanda son yillarda yogun ¢alismalar

yapilmaktadir.

Bu bélimde izoton (monoton ya da swra koruyan) tiirev
araciligiyla modiiller ve dagilmali kafesler betimleniyor. Tezde

yapilan kanitlar [12] den esinlenerek yapiliyor.
2.1 KAFESLERDE TUREVLER

Bu kesimde [10] ve [11] de yapilan ¢alismalar [5] den alintilar

yapilarak 6zetleniyor.

Tanim 2.1.1 : < L,V,A > bir kafes olsun. L iizerinde bir tiirev
asagidaki iki kosulu saglayan bir f: L—L fonksiyonudur : her x,y € L

icin

1) JEVY) =)V ()
@) JEAY=FEAY)VEAL(Y)

Bu tanimdaki (2) sadelestirilebilir.

Onerme 2.1.2 : (2) kosulu

(2') fEAY)=S)AY=XAL(y)

kosuluna denktir.
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Kamit : (1) de x =y alindiginda f (x A x) = (x) =(f(X) AX) V(X A f (X)) ve

buradan da f (x) < x sonuglanir. Simdi x V (x Ay) =x (L,) ve (1) den

FR)=fEVEAY)=fX)VS(XAY), yanif (x Ay) <f(x) elde edilir. Ayrica
F(x Ay)<x Ay <y vardir. (Bu sonuglar agagidaki teoremden goriilebilir.) O
halde £ (x A y) <f(x) Ay dir. Ayni sekilde f(x Ay) <x A f(y) gosterilir.
Béylece (2), (2') ile denktir.

ylece (2), (2")

(2') kosulunu saglayan bir doniisiime [11] de bir kesisim Stelemesi denir.
Genel kafes kavraminda gerekli ilk kavram dual kapanis kavramidir.

Tanim 2.1.3 : L bir kafes olsun. Asagidaki kosullari saglayan bir f: L — L

4)) f bir sira-morfizmadir.
) Her x € L igin f(x) < x dir.
3 Her x € L i¢in f(f (x)) =f (x) dir.

fnin bir sira-morfizma olmasi x <y i¢in f (x) < f (y) olmasi anlamindadur.

Asagidaki teorem [10], [11] de serpistirilen bazi sonuglarin bir derlenmesidir.
Teorem 2.1.4 : Her kafes tiirevi bir dual kapanigtir.
Kanit : f© L — L bir kafes tiirevi olsun.

1 x ,y € L igin x <y ise x Ay = x dir; O zaman
FX)=fxAY)=xAf(y)< f(y), fnin sira-koruyan oldugunu

gosterir.

2) (2")denf(x) =f(xAX)=F(x) Ax,yanif(x) < xdir.

3) PP =fFEN=fFA)=f A=) AfK) =] ()
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Onerme 2.1.5 : f, L kafesi iizerinde bir tiirev olsun. L, 0 taban

elemanl ise
(a)  f bir kafes homomorfizmasidir.

(b) Kerf={a€eL:f(a)=0}L nin bir idealidir.
Kanit :

(@ f&xVy=f&Vf(y) Tanim 2.1.1 (1) geregidir. Simdi
XAys<xvexAy<yise Teorem 2.1.4 den f (x A y) </ (X) A f(y)

sonuglanir.
Ote yandan f(y) < y bilindiginden

JOANSSSOAYy=FEAyY) (2') den yazilir. Bdylece
J&EAY)=f(X) A f(y)ve f bir kafes homomorfizmadir.

(b) x, y € Kerfise f(x) = 0 =/ (y) dir. O halde f(x) V f(y) =0
ve (a) sikkindan f(x V y) = 0 dir. O halde x vV y € Kerf dir. x € Kerf
ve x 2y ise f(x) = 0 ve fsira-koruyan oldugu igin de f (y) < f(x) dir.
Buradan f'(y) = 0, yani y € Kerf elde edilir. @

Tanim 2.1.6 : L bir kafes ve f, L nin bir tiirevi olsun. a = f(a)
ise a € L elemanma f tiirevi igin “sabit” eleman denir. f nin sabit

elemanlarimin kiimesi Fix ( f) ile gosterilir.

Onerme 2.1.7 : L bir kafes, f* bir tiirev olsun. O zaman Fix ( /)

kiimesi L nin bir idealidir.

Kanit : x, y € Fix ( f) olsun. f bir tiirev oldugu igin
SEVY)=fX)Vf(y)=xVy ve buradan da x V y € Fix(f) elde
edilir. $imdi x € Fix( f) ve y <x olsun.

Y=YAX=YASX)=f(XAyY)=f(y) den y € Fix( f) sonuglanir.
O halde Fix(f), L nin bir idealidir.
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Gézlem : L bir modiiler kafes ise Tanim 2.1.1 (2) kosulu agagidaki bigimde yazilabilir.

FEAVN=FROANVEASE)=yAFX)V EALY))
=yAEAFE V) =EAY)AFEVY))

Tanim 2.1.8 : L bir kafes ve a, L nin bir elemani olsun. L deki her x, y
elemanlari icin a A (x Vy) = (a Ax) V (a Ay) ise a elemanina dagilmalr denir.

Bir kafesin tiim dagilmali elemanlarmin kiimesine kafesin merkezi denir.

Teorem 2.1.9 : ( [11] ) L, 1 tepe elemanh bir kafes olsun. /i L = L
déniisiimii L nin bir tiirevidir ancak ve ancak her x € L i¢in f(x) =a A X olacak

sekilde bir a € L dagilmali elemani vardir. Bu durumda a = f(1) oldugu aciktir.

Kanit : Kosul yeterlidir: a € L bir dagilmali eleman ise / (x) = a A X
bigimindeki her fonksiyonun L iizerinde bir tiirev oldugu gosterilmelidir.

Bunun i¢in Tanum 2.1.1 (1) ve (2') kosullart gergekleniyor.
1) fEVY=avEV)=@VIV@AY)=/K) V)
(2)  fxAy)=aAEAY)=@AX)AY=[X)VY

Kosul Gerektir: £ bir tiirev ise her x € L igin f(x) = a A x olacak sekilde
bir a € L dagilmal elemanimin var oldugu (2') denf(x) =f(x A 1) =x A f(1)
goriiliir, ¢iinkii f bir tiirev oldugu igin f (1) eleman: dagilmali olmak

zorundadir.

Boylece | tepe elemanli dagilmali bir L kafesi verildiginde L nin

tiirevlerinin kiimesi f,: L - L, x = f,(X) = a A x ile tammlanan

doniisiimlerin kiimesi ile ¢akisir.

[25]




Daha agik soylemek gerekirse f,, L nin f(1) =a olacak sekilde

tek tiirevidir. Bu tiirevlere (L dagilmali olmasa bile) basit tiirevler ve

Jf, vya a baglantili basit tirev denir. [11] de kafeslerdeki

dagilmalilik 6telemeler araciligiyla betimlenir.

Onerme 2.1.10 : L bir kafes, f ve g L nin iki tiirevi olsun. O

zaman
(a) J ¢ g L nin bir tiirevidir;
(b) fVgvef Ag L nintiirevleridir;
(c) frg=feg
Kanit : Asagidaki hesaplamalar f ve g nin tiirev olmalarinin
sonucudur.
@  (feoxVy) =fexVy)=/f(gx)V gy))
=/ (&) Vv f(gy)
= (e )V (fo2)y)
b))  (FvekVvy) =fxVy)VgxVvy)
=SV VX Vely)

= V) VI Vel
=V VIV

(f vexVy) =f(XAY)VgxAYy)
=AYV () AY)
=YAF)V gKx)

=(fVoXAy

(26]




Benzer sekilde /A g nin bir tiirev oldugu gosterilir.

(© (fo 2)(x) =/ (g()) =/ (x A g(x) =/ (x) A g(x) = (f A &)(X) <

fo g=fNA gesitligi L nin dagilmali bir kafes olmasina bagli degildir, yani

L dagilmali olmasa bile /' ve g, L nin tiirevleri ise /A g, L nin bir tiirevidir.

Bu bé&liimii anlamli bir 6rnek ile sonlandiriyoruz.
Ornek 2.1.11 : ([5],[7])

N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere m, n € N i¢in; m V n = min(m,n)
ve m A n = max(m, n) tanimlari altinda < N, V,A >, <N, <> ye karsilik gelen
kafestir. Bu kafesin bir tepe elemani yoktur ve asagidaki teoremin de belirttigi

gibi sadece asikar tiirevlere sahiptir.

Teorem 2.1.12 : Bir £ N — N déniisimii f = idy ya da bir ¢ € N igin
f(x) =min(a, n) ise ancak f N nin bir tiirevidir.
Kant : ([5])

2.2 TUREVIN OZELLIKLERI

Bu kesimde [11] deki tiirev tanim1 yerine genel tanim olarak kabul edilene

drnek veriliyor ve bazi 6zellikleri inceleniyor.
Tanim 2.2.1 : L bir kafes ve d: L. = L bir fonksiyon olsun.
dEAY)=({dxAy)V (xAdy)
saglaniyorsa d ye bir tiirev denir. d(x) yerine dx yazilabilecektir.

Ornek 2.2.2 : L bir kafes olsun. d:, x = dx = 0 bir tiirevdir; 0 taban
elemanl bu tiireve L nin sifir tiirevi denir. d = id tiirevine, yani dx =x, L nin

birim tiirevi denir.

[27]




Ornek 2.2.3 : L diyagramu Sekil 8 de ¢izilen kafes olsun.

d: L — L fonksiyonu

dx= b Xx=a

L tizerinde bir tiirevdir.
10
b O

a0

00

Sekil - 8

Ornek 2.2.4 : L diyagrami Sekil 9 da cizilen kafes olsun.
d: L — L fonksiyonu,

0 x=0
dx= a ®X=a., ¢
b x=b,1
L tizerinde bir tiirevdir. 1
b c
a
0
(28] Sekil - 9




Ornel 2.2.5 : L sekil 10 daki kafes olsun ve d: L. — L fonksiyonu

d(0)=0,d(a)="b, d(b) = a, d(1) =1 olarak tanimlansimn. $imdi

0=d(a)=d(a Al)#(da A1)V (a Ad])
=bAl)V(aAl)= bVa=]1

nedeniyle d bir tiirev degildir.

0

Sekil - 10

Ornek 2.2.6 : L Sekil 11 deki kafes olsun. d: L — L fansiyonu

d0=0,da= a,db= a,dc=c,dl =c gibi tanimlanirsa,

a=db=d(bAl)y=(dbAl)Vv(bAdl)
=(anl)V(bAc)y=aVvb=b

ve a # b nedeniyle L nin bir tiirevi degildir.
01
e

b O
ald)

Qo

Sekil - 11
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Bu kesimin kalaninda tiirevin bazi temel 6zellikleri ¢aligiliyor.

Onerme 2.2.7 : L bir kafes ve d, L nin bir tiirevi ise 0 zaman

her x, y € L igin

(a) dx<x:

(b) dx Ady <d(xAy)<dxVdy;

(c) I, L nin bir ideali ise d(I) € I dur;

(d) L 0 taban ve 1 tepe elemanlarina sahip ise

d0=0 ve d1<l1 dir.
Kanut :

(a) dx=dxAXx)=([dx AX)V (X Adx)=dx A x,dx <xyi
gerektirir.

(b) xAy=<xvexAy<=<yve(a)dand(x A x)<dx)V d(y)
sonuglandirilir. dx A y) =(dx Ay) V (x Ady), dxAy) = dx Ay ve
xAdy)=(@dxAdy) A(xAyYy)=EAdX) A (y Ady)=dx A dy yani
dx A dy < d(x A y) bulunur. Béylece istenilen esitlikler gosterilmis
olur. )

(c) (d) geregi d0 = 0 dl.l‘; dolayisiyla 0 = d0 € d(I), yani
d(I) # 0 dir. x, y € d(I) ise bazi a, b € T igin x =d(a), y = d(b) ve
buradan x V y = d(a V b) elde edilir, yani x V y € d(I) dir.
x€d(),ceLvec<xolsun.c=cAx=cAd(y),y €I, buradan da
tiirev tanimi sayesinde ¢ = d(c A y) yazilir. ¢ A y <y nedeniyle
c Ay €1 ve boylece ¢ € d(I) bulunur. Béylece d(I) bir idealdir. Simdi
x € d(I) olsun. O zaman bir z € I i¢in x = d(z) dir. Madem ki dz <z
ve dz = z A dz dir. Buradan dz = x € I sonuglandirilir; bu da d(I) € 1
demektir.

(d) d0)=d(0A0)=d0A0=0Ad0O=0dir. (a)da x=1

aliirsa d1 <1 elde edilir.

X

(30]




Tanim 2.2.8 : L bir kafes ve d, L iizerinde bir tiirev olsun.

(a)x <y, dx < dy yi gerektiriyorsa d tiirevine monoton yada
izoton veya sira-koruyan denir.
(b) d bire-bir ise injektif yada monik tiirev diye adlandirilir.
(¢)Orten ise d ye bir epik tiirev denir.
Teorem 2.2.9 : L 1 tepe elemanli bir kafes ise her x € L i¢in asagidakiler

vardir:
(a)dx =(xAdl)Vdx;
(b) x = dl ise dx = d1 dir;

(¢)x < dl ise dx = x dir.

Kanit
(a) dx=d(xAD=WxA1)VEAd)=dxV (xAdl)
(b) x = dl varsayalim. (a) dan dx > x A d1 ve x = d1 den
x A dl =d1 oldugu i¢in dx = d1 sonuglanir.
(c) x < d1 olsun. O zaman dx =d(x A 1) =x A d1 =x elde edilir.

Onerme 2.2.10 : L bir kafes ve d, L iizerinde bir tiirev olsun.

y < x ve dx =X ise 0 zaman dy =y dir.
Kanit : y < xise y=x Ay dir ve bdylece,

dy=dxAy)=(@WxAy)VEAdy)=EAY)V (A dy) yazilir. Simdi
dy <y < x oldugundan x A dy = dy dir ve buradan dy =y v dy =y elde edilir.

(31]




Teorem 2.2.11 : L bir kafes ve d, L tizerinde bir tiirev olsun. O

zaman asagidaki ifadeler denktir.
(a) d birim tiirevdir;
(b) dEVy)=xVdy)A@dxVy);
(c) d bir monik tiirevdir;
(d) d bir epik tiirevdir.
Kanit -
(a) nin diger kosullar1 gerektirdigi agiktir.
(b) = (a) : (b) de y = x olmak yeterlidir.

(¢) = (a) : d monik olsun. Eger d # a gibi bir @ € L elemani
varsa da < a olgusundan da < a yazilir. x = da olsun, Syleyse

X < a dir ve buradan
dx=dxAa)=@WdxAa)VxAda)=dxVx=x

ve boylece dx = x = da dir. d monik oldugu icin de x = a
sonuglandirilir. Bu bir ¢eliskidir, dolayisiyla L de da # a seklinde

eleman yoktur, yani de birim tiirevdir.

(d) = (a) : d epik, yani d(L) = L olsun. Bu durumda x = dy
olacak sekilde her x € L igin bir 'y € L vardir.
dx = d(dy) = d’y = dy = x dir; gergekten,

d’y = d(dy) = d(y A dy) = (dy A dy) V (y A &%) = dy V dy = dy dir;

boylece her x € L igin dx = x bulunur, yani d birim tiirevdir. X
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Teorem 2.2.12 : 1. 1 tepe elemanl bir kafes ve d, L nin bir tiirevi olsun. O

zaman asagidakiler denktir.

(a) d monoton bir tiirevdir;
(b) dx=xAdl;

(¢) dxAy)=dxAdy;
(d) dxvdy<d®xVy).

Kanit : (a) = (b) : d monoton olsun. 1 tepe eleman oldugu icin  x <1 ve
buradan dx < d1 olur. Ve dx < x nedeniyle de dx < x A dl dir. Simdi

Onerme 2.2.9 (a) uyarmca dx =dx V (x A d1) =x A d1 sonuglanir.
(b) = (¢) : (b) yardimiyla
dx Ady=(xAdD)A(yAd)=(xAy)Adl=d(xAy) bulunur.
(¢) => (a) : (¢) dogru ve x <y olsun. O zaman .‘
x=xAyvedx=d(x Ay)=dx Adyden dx < dy oldugu goriiliir,
yani d monotondur.
(@) = (d):x<xVy,y < xVy vedmonoton oldugu i¢in
dx vdy < d(x Vy) yazilir.
(d) = (a) : x < y olsun. O zaman
dx v dy <d(x Vy)=dyvedxVdy=dydir, ki budx < dy demektir;

yani d monotondur.
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2.3 MODULER VE DAGILMALI KAFESLERIN
MONOTON TUREV ARACILIGIYLA
KARAKTERIZASYONU

Teorem 2.3.1 : L bir modiiler kafes ve d, L iizerinde bir tiirev

olsun. O zaman asagidaki kosullar denktir.
(a) d monotondur;
(b) dxAy)=dxAdy;
(c) dx=xise d(x Vy) =dx Vv dy dir.

Kanit : (a) = (b) : d monoton ise x Ay < xvex Ay <yden
dx A y) < dx ve d(x A y) < dy, boylece d(x A y) < dx A dy elde
edilir. Ote yandan, L modiiler ve dx A y < x oldugu icin asagidakiler

aciktir:
dxAy)=(dxAy)V(xAdy)
=({(dxAy)Vvdy) Ax
=(dyVvV(@dxAy)Ax
=((dyvdx)Ay)Ax
>dxAdyAyAx
=dx Ady

b)=@:x<yisexAy=xvedx=d(x Ay)=dx A dy dir.

Buradan dx < dy, d nin monoton oldugunu gosterir.

(a) = (¢) : dx = x olsun. Simdi L, yutma yasasi ve tiirev

tanimindan dy = dy vV (y A d(x V y)) sonuglanir. L modiiler oldugu
icindy =(dy Vy) Ad(x Vy)=yAdx Vy) elde edilir.
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Boylece;
dxvdy=dx Vv (yAdxVy))
=(dxVy)AdxVY)
=xXVy)AdxVy)
=d(x Vy)
bulunur.

(¢) = (a) : x < y olsun. d(dx) = dx oldugu biliniyor. Varsayimdan
d(dx v dy) = d(dx) v dy = dx V dy yazabiliriz. Ote yandan x < vy
d(dx v dy) = dy yi gerektirir, dolayisiyla dy = dx V dy, yani dx < dy dir.

Bir modiiler kafes ve d bir monoton tiirev ise genelde d(x V y) = dx V dy
gecerli olmayabilir.
Ornek 2.3.2 : L, Sekil 12 deki modiiler kafes olsun. b tarafindan iiretilen

dx = x A b tiirevi monotondur ve Teorem 2.3.1 uyarinca-d(x A y) = dx A dy

vardir. Ama d(a vV ¢)=dl =b,daV dc=0 oldugu igin d(a Vc) #da V dc dir.

Sekil - 12

Bununla birlikte dagilmali bir kafeste d monoton ise d(x V y) = dx V dy

saglanmaktadir.




Teorem 2.3.3 : L bir dagilmali kafes ve d, L lizerinde bir tiirev

olsun. O zaman agagidakiler denktir:
(a) d monotondur;
(b) dxAy)=dxAdy;
(c) dxvy)=dxvdy.

Kanit : Dagilmali bir kafes modiiler oldugu i¢in Teorem 2.3.1

uyarinca (a) < (b) dogrudur.
(a) = (c¢) : d monoton ise dx < d(x Vy) ve dy < d(x V y) dir.
L, yutma yasasi ve tiirev tanimindan dx = dx V (x A d(x V y))

oldugu gosterilebilir. Simdi L dagilmali bir kafes oldugu i¢in
dx = (dx Vx)A(dx Vdx Vy)=xAdxVy) ve aym sekilde
dy =y A d(x V y) yazilabilir. O halde ;

dxvdy =&AdAxVyY)V(yAdxVy))
=(xVy)AdxVy)=dxVy) elde edilir.

()= (@) :dxVy)=dxVdyolsun.x <yisey=xVyve
buradan (c) geregi dy = d(x V y) = dx V dy sonuglanir; baska bir

deyisle, dx < dy, d nin monoton oldugunu kanitlar.

X
Onerme 2.3.4 : L dagilmali bir kafes ve dy, d, L iizerinde iki

monoton tiirev olsun. O zaman
(diAdy) (x) = dix A dyx
(d] Vd2) (X) = d;x V dyx

olarak tanimlanan d; A dy ve d, vV d; L iizerinde monoton

tirevlerdir.
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Kanit : Tamimdan (d; V dp)(x A y) = di(x Ay) V da(x A y) yazilabilir.
d; ve d, tiirev olduklari i¢in de, di(x Ay) =di1x Ay ve di(xAy)=dyxAy

dir. Boylece
(divd)xAy)=(dixAy)V (dx Ay)
=(dxVdx)Ay
=(divd)X)Vy

ve benzer sekilde (d; V d2)(x A y) = (d; V d2) (y) A x elde edilir. Bunlar
kombine edildiginde,

(di Vd)EAY)=((d Vd)Xx) Ay)V ((d V d)(y) A x) olusur ki bu,

d; V dj nin L tizerinde bir tiirev oldugunu gosterir.

Ote yandan,

(divd)xVvy)=dixVy)Vvdi(xVy)
=(dix VvV dyy) VvV (d2x V day)
=(dxV dyx) vV (d1y V dyy)
=(di1Vdy) )V (d2Vdy)(y)

oldugu i¢cin Teorem 2.3.3 uyarinda d; V d; monotondur.

Teorem 2.3.5 : ([13])

L dagilmali bir kafes ve M(L), L iizerindeki tiim monoton tiirevlerin bir

kiimesi olsun. O zaman < M(L),V,A > bir dagilmali kafestir.

Kanit : ([13]).

Asagidaki teore Silmali kafeslerin bir karakterizasyonunu verir.
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Teorem 2.3.6 : L bir kafes olsun. O zaman asagidakiler denktir:
(a) L dagilmalidir.
(b) L nin her monoton tiirevi d(x V y) =dx V dy yi saglar. X

Son olarak tiirevler aracilifiyla modiiler kafesler karakterize

edilecektir.

Onerme 2.3.7 : L bir kafes ve d, L nin bir monoton tiirevi olsun.

dx =x;d(x Vy)=dxVdy yi gerektiriyorsa L bir modiiler kafestir.

Kantt : x, y, z € L ve x < z olsun. Her w € L igin d i
dw = w A z olarak tanimlayalim. d nin monoton oldugu agiktir. x < z
nedeniyle dx = x A z = x dir. Varsayimdan d(x V y) = dx V dy

vardir. Simdi

dxVy)=xVy)AzvedxVdy=xAz)V(yAz)=xV (yAz)dir.
Buradan xV (y A z) = (x V y) A z sonuglanir ki bu L nin bir modiiler
kafes oldugunu gosterir. X

Teorem 3.7.8 : L bir kafes olsun. O zaman agagidakiler denktir:
(a) L modiilerdir.

(b) L nin dx = x kosulunu saglayan her d monoton tiirevi

d(x vV y)=dx V dy yi gerektirir.

Kanut - ([12]).

<

L bir kafes ve a, L nin bir tiirevi olsun. d, fonksiyonunu
her x € L igin da(x) = x A a seklinde tammlayalim.
D(L) = {da : a € L} olsun. O zaman yukaridaki sonuglardan
asagidakiler elde edilir.
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Teorem 3.7.9 : L dagilmali bir kafes olsun. O zaman L ile D(L)

izomorftur X

Sonu¢ Teorem 3.7.10 : L dagilmali bir kafes ise D(L) de dagilmali bir
kafestir X

SONUC : Bu tezde bir kafes igin tiirev kavrami tanitiliyor. Esas olarak
monoton tiirevler inceleniyor ve cesitli kafes tiirlerinde monoton tiirevlerle
ilgili bazi 6nemli yapisal 6zellikler kanitlantyor. Bunlar arasinda d bir monoton
tiirev ve Fixq (L), L nin sabit elemanlarinin kiimesi ise Fixq (L) nin L de bir

ideal oldugu sonucu yer aliyor. Ote yandan Birkhoff'un M,-N; teoremi

disinda dagilmali ve modiiler kafesler monoton tiirevlerin sagladigr denk

kosullar araciligiyla karakterize ediliyor.

Bir kafes {iizerinde ¢esitli tiirevier tamimianarak bazi karakterizasyon

teoremleri elde edilebilir. Bunlardan bazilari soyledir:

(a) Genellestirilmis (o, ) tlrev yardimiyla modiiler kafesler

karakterize ediliyor.

(b) Farkli tiirev araciligiyla modiiller ve dagilmali kafesler
betimleniyor.

(c) f — izoton turev tamimlanarak modiiler ve dagilmali kafesler
betimleniyor.

(d) f — turevler aracihgiyla dagimali ve modiler kafesler
betimleniyor.

(39]
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