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ABSTRACT

THREE POSITIVE SOLUTIONS OF A SYSTEM OF FREDHOLM
INTEGRAL EQUATIONS

BILGEN, Hilmi Or¢un
MSc in Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ahmet YANTIR
July 2014, 65 pages

In some applications of physics and engineering, it possible to meet the
equations having unknown function under the integral sign from time to time in the
equation. This type of equation is called the integral equations. Differential equations,
however, are made up of derivatives of unknown function. Differential equations are
local since the derivative is determined by the value of a function at a point and its
immediate arround.

In this thesis we offer the sufficient conditions for the system of integral
equations

1

u;(t) = fgl-(t, s)fi(s, uy(s),u,(s), ...,un(s))ds, t €[0,1], 1<i<n,
0

The existence of at least three fixed points of the integral operator corresponding to
given equation is proved by Legget-Williams fixed poin theorem.

Keywords: Systems of Fredholm integral equations, positive solutions, Legget-
Williams fixed point theorem, differential equations.



OZET

FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMLERININ UC POZITIF
CcOzZUMU

Hilmi Orgun Bilgen
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Danmismani: Yrd. Dog. Dr. Ahmet YANTIR
Temmuz 2014, 65 sayfa

Fizik ve miihendislik uygulamalarinda zaman zaman bilinmeyen fonksiyonun
integral isareti altinda olan denklemleriyle karsilasilir. Bu tiir denklemlere integral
denklemler denir. Diferansiyel denklemler ise, bilinmeyen fonksiyonun degisik
tirevlerinden olusurlar. Tiirev, bir fonksiyonun bir nokta ve hemen yakinindaki
degerleri kullanarak bulundugundan, diferansiyel denklemler lokal (yerel)

denklemlerdir.

Bu tezde

1

u;(t) = fgl-(t, s)fi(s, uy(s),u,(s), ...,un(s))ds, t €[0,1], 1<i<n,
0

integral denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin varhi§i i¢in yeter sartlar
sunulmustur. Verilen denklem sistemine denk olan integral operatdrii olusturularak
bu operatoriin sabit noktalarmin varligi Legget-Williams sabit nokta teoremi

yardimiyla ispatlanmistir.

Anahtar sozciikler: Fredholm integral denklem sistemleri, pozitif ¢oziimler, Legget-
Williams sabit nokta teoremi, diferansiyel denklemler.



TESEKKUR

Bu calismanin belirlenmesi ve yiirlitiilmesi esnasinda ilgi ve alakasim
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER DiZiNi

Sembol Aciklama

C[0,1] [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlarin kiimesi

L'[0,1] [0,1] uzayinda integrallenebilir fonksiyonlar uzayi

P, c tizerinde negatif olmayan siirekli konkav fonksiyonlarin kiimesi
Kisaltmalar

A A kiimesinin kapanis1

hhh Hemen hemen heryerde

P koni



1 GIRiS

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun bir veya birden fazla integral
isareti altinda bulundugu denklemlerdir. Ancak, bu tanim yeterli bir tanim olarak
kabul edilmemektedir. Bdyle bir tanimdan yola c¢ikarak integral denklemlerin
tamamin1 i¢ine alacak bir teori kurulamamaktadir. Integral denklemler ¢ok genis bir
aragtirma sahasi ve ayrintili inceleme konusudur. Bu nedenle integral denklemler

niteliklerine gére ayr1 ayri incelenmislerdir.

Integral ~ denklemler ile matematiksel fizik ve mekanikte sikca
karsilagilabilmektedir. Ayrica diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde de bir ¢ozliim
araci olarak kullanilirlar. Bu nedenle diferansiyel denklemler ile integral denklemler
arasinda yakin bir iligki vardir. Integral denklemlerin, diferansiyel denklemler ile olan
yakin iligkisi ve diferansiyel denklemlerin miihendislikte ¢ok¢a kullanilmasi integral

denklemleri de 6nemli bir duruma getirmistir.

Diferansiyel denklemlerin bir problemi tek basina tanimlamaya yetmedigini
bilinmektedir. Bu yiizden sinir sartlarinin da diferansiyel denkleme eklenmesi
gerekmektedir. Ancak, integral denklemlerde ise ilave sartlara gerek duymadan
problemlerin tam olarak tanimi verilebilmektedir. Ayrica integral denklemler biitiin
uzay lizerinden integral alinmasini gerektirmektedirler. Bu yiizden de evrensel
denklemlerdir. Aranan fonksiyonun bir noktadaki degerinin o fonksiyonun biitiin

uzay iizerinden integralini i¢eren ifadeler cinsinden bulunmasi demektir.

Doga kanunlar1 diferansiyel denklemler yardimiyla ifade edilebilirler. Buradan,
yakin g¢evre incelendiginde evrenin tamaminda gegerli doga kanunlarmin
bulunabilecegi sonucu ¢ikarilabilir. Belki de biiylik diisiiniir Albert Einstein'in "Bu
tabiatin en anlasilmaz yonii, anlasilabilir olmasidir" soziiniin altinda yatan

gerceklerden bir tanesidir

Bazen problemler, tek bir denklem ile ifade edilemeyebilirler. Bunun yerine
problem, birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon iceren diferansiyel, integral veya bunlarin
dogrusal bilesimlerinden olusabilir. Bu tiir denklemlere Integro diferansiyel
denklemler olarak bilinmektedir. Bu tiir denklem sistemleri, birgok fizik ve

miihendislik alaninda ortaya ¢ikmaktadir



Integral denklemler ile bilinen ilk calismalar 19. yiizyihn ilk yarisinda
yapilmistir. Onceleri diizenli arastirmalar yapilmamustir. Ancak bu yiizyilin sonlarina
dogru daha diizenli arastirmalar yapilmis ve bazi sonucglar alinmaya baslanmistir.
1823 yilinda Abel in bir mekanik problemi ile ilgilendigi sirada ilk defa integral
denkleme rastladig bilinmektedir. Du Bois Reymond da 1888 yilinda yayimlanan bir
calismasinda "integral denklem" deyimini 6nermistir. 1822 yilinda da Vean B. Joseph

Fourier, trigonometrik seriler yardimiyla 1s1 problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan,

2 oo
foO = j; f sin(xy) () dy
0

2 [o0)
Foo = j; j cos(xy) () dy
0

formiillerine ait

(y) = Ejosin(x)f(x)dx ve (y) = zJoocos(x)f(x)dx
Py = T[O y Py = no y

denklemlerini vermistir. 1823 yilinda Abel mekanik problemlerinin genel formiilii;

a

D)0 f@=0 ve O<a<t

f) (x —y)?

0

olan bu integral denklemini formiile edip 1826 yilinda ¢ézliimiinii vermistir. Bu
denklemin « = 0ve «a =§ hali Abel' in karsilagtigi orijinal denklem olup bununla

ilgili tinlii esit zamanli problemi ise ilk olarak Huygens tarafindan ¢6ziilmiistiir.

Integral smirlarindan biri x gibi bir degisken olan ve bilinmeyen ¢

fonksionunun integralin hem i¢inde hem de disinda bulundugu



o) = f(x) + 2 f K(x,y) o) dy

integral denklemi ilk olarak Poisson tarafindan elde edilmistir. Burada ¢ ¢6ziimi A
nin kuvvetleri cinsinden verilmistir. Ancak ilgili serinin yakinsakligi Poisson
tarafindan gosterilmeyip 1830 yilinda Liouville tarafindan ispatlanmistir. Bir S
yiizeyi icerisinde AF = 0 Laplace denklemini saglayan ve S'nin smirinda belli bir
deger alan F fonksiyonunun bulunmasi problemi olan Dirichlet probleminin bir
integral denklem problemine esdeger oldugu 1870 yilinda Liouville tarafindan A
parametresinin bir ac¢ilimi olarak verilmistir. Bu ¢6ziim daha 6nceden Poisson ve
Liouville' in kullandig1 ardisik yaklastirma ydntemine karsilik gelir. Integral
sinirlarindan birinin degisken olan dogrusal integral denklemlerle ilgili caligmalar
ftalyan matematikci Vita Volterra (1860-1940) tarafindan yayimlanmustir.

o(0) = () + f K(x,y) 9() dy
0

integral denklemi 1900 yilinda ilk kez Eric Ivan Fredholm (1866-1927) tarafindan
incelenmistir. Fredholm' de Volterra' nin 1884 yilinda sundugu benzer yaklasim
problemlerini incelemis ve 1903' te bu konuda makalesini yayinlamistir. Ayrica
integral denklemlerle ilgili F.G. Tricomi (Tricomi, 1955), I. G. Petrovsky (Petrovsky,
1953) ve V. W. Lovitt (Lovitt, 1924) 'e ait kaynaklar bulunmaktadir.



2 ONBILGILER
2.1 Integral Denklemlerin Siniflandirilmasi
2.1.1 Dogrusal Olan veya Dogrusal Olmayan integral Denklemler

Integral denklemler, temel kavramlar bakimindan oncelikle, dogrusal integral

denklemler ve dogrusal olmayan integral denklemler olarak iki biiyiik sinifa ayrilirlar.

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere;

X

ulx) =f(x)+ f K(x,t) u(t) dt (2.1)

a

yapisinda bir integral denklem " dogrusal integral denklem™dir.

X

ulx) =f(x)+ J K(x,t) u™(t) dt (2.2)

a
integral denkleminde de wu(x) bilinmeyen fonksiyonunun n. kuvveti bulundugundan

"dogrusal olmayan integral denklem" olmaktadir.

Daha genel olarak,

X
ulx) =f(x) + f Dlx, t,u(t)] dt (2.3)
a
integral denklemi de "dogrusal olmayan integral denklemi" olmaktadir.

Bunlarin disinda birden ¢ok degiskeni bulunan;

b d
ulx,y) = f(x,y) + f f K(x,y; t1,t) u(ty, tp) dty dt, (2.4)



bigimindeki kismi integral denklemlerin de dogrusal olan1 veya dogrusal olmayani
bulunmaktadir. [1]

2.1.2 Tekil Olan veya Olmayan integral Denklemler

Integral denklemlerin bir siiflandiriimast da K (x,t) fonksiyonunun siirekli
olup olmamasiyla ilgilidir. K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu olmak iizere, a < x <b
a<t<b araliginda siirekli ise, integral denklem tekil (singiiler) olmayan bir
integral denklemdir. K(x,t) bu aralikta siirekli degilse, integral denklem tekil

(singtiler) integral denklem olmaktadir.

Ornegin, 0 <x<'1 olmak iizere,
X
o = [ g 25
f X) = (x_t)o( ( . )
0

bigimindeki bir integral denklem bu smifa girmektedir. Integral sinirlarinin en az

birinin sonsuz olmasi halinde de denklem, tekil integral denklem sinifina girmektedir.

flx) = f cosx(t) u(t) dt (2.6)
0
o(x) = k. f et o(t) dt (2.7)

2.1.3 Integral Denklemlerin Yapilarina Gore Simiflandiriimasi

Integral denklemleri yapilarina gore ii¢ sinifa ayirilabilir. Bilinmeyen fonksiyon
u(x) , gekirdek fonksiyonu K(x,t) olmak lizere,

b

o(x) = f K(x, £) u(t) dt (2.8)

a



bi¢imindeki integral denklem "I. cins integral denklemdir" dir. ¢(x) fonksiyonu

verilmis bir fonksiyon olup, bilinmeyen fonksiyon sadece integral icinde bulunur.

Benzer sekilde;
b
o(0) = F(0) + f K(x,6) u(®) dt 2.9)
a
denklemi de "l. cins integral denklem" dir. ¢(x) ve f(x) yine verilmis
fonksiyonlardir.
Bu denklemleri; @(x) — f(x) = Y(x) olacak sekilde;

b
W) = [ KCxt) u(t) dt
bicimine getirerek, (2.8) denklemi tipinde yazabiliriz.

Ornek verecek olursak;

x?t u(t) dt

ORNI)—\

1
x2=J(x—t)u(t)dt ve e¥=x-—
0

tipindeki denklemler de "I. cins integral denklemler" igin birer 6rnektir.

b

u(x) = fK(x, t) u(t) dt (2.10)
b

ulx) =f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.11)

a

bi¢cimindeki integral denklemler de "II. cins integral denklemler" dir. Bilinmeyen
fonksiyon u(x), integralin hem iginde hem de disindadir.



yine;

P

ulx) = fezx” u(t) dt

0

ve

1

X
ulx) =1+ > + f sin(x + t) u(t) dt
0
denklemleri de "II. cins integral denklemleri" ne birer 6rnek olarak verilebilirler.

@(x), f(x) ve K(x,t) fonksiyonlar1 bilinen fonksiyonlar olmak tizere,

b

p(ulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.12)

a

tipindeki integral denklemlerde "III. Cins Integral Denklemler" sinifin1 olustururlar.

yine,
2
xu(x)=1—e ¥ + f x2t?u(t) dt
0

denklemi III. cins integral denklemlere 6rnek olarak verilebilir.
2.1.4 Homojen Olan veya Homojen Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemleri, bilinmeyen fonksiyon olan u(x) fonksiyonuna gére homojen

olup olmadiklar1 seklinde siniflandirabiliriz

I1. cins integral denklemler i¢in; (2.10) ile verilen;



b

u(x) = fK(x, t) u(t) dt

a

integral denklemini "homojen integral denklemi" olarak adlandiracagiz.

(2.11) ile verilen homojenligi bozan f(x) fonksiyonunun bulundugu,

b

ulx) =f(x) + J K(x,t) u(t) dt

a
bi¢cimindeki denklemleri ise, "homojen olmayan integral denklemler” olarak

adlandiracagiz.

b

u(x) = fK(x, t) u(t) dt

a

homojen denkleminin, u(x) = 0 olan bir ¢éziimii bulunmaktadir. Bu ¢oziime "asikar
¢Ozlim" ya da "trivial ¢6zim" denir. Fakat bunun disinda baska bir ¢éziimiinlin var

olup olmadig1 ya da hangi kosullar altinda ¢6ziimiiniin olabilecegi arastirilabilir.

Homojen integral denklemler, daha genel olarak;

b

ulx) = f(x) + J K(x,t) u(t) dt

a

seklindeki bir integral denklemin f(x) = 0 olmasi durumuna uyan 6zel bir durumu
olarak da diistiniilebilirler. [1]

2.2 Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri
Integral denklemlerin diger bir smiflandiriimasi da, integral sinirlarinmn

degisken veya sabitlerden olusmasina gore yapilmaktadir. Dogrusal ve homojen olup

olmadiklarina bakilmadan;



X

p(x) = fK(x, t) u(t) dt (2.13)

a

X

u(x) = fK(x, t) u(t) dt (2.14)

a

P

ulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.15)

a

X

pulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.16)

a

bicimindeki denklemlere "Volterra integral denklemleri" denilmektedir. Bu tiir
denklemlerde, integralin iist sinirinda veya sinirlarimin birinde "x " degiskeni
bulunmaktadir. x degiskeni, x = b gibi sabit bir degere esit oldugunda ise;

b

p(x) = JK(x, t) u(t) dt (2.17)
b
u(x) = fK(x, t) u(t) dt (2.18)
b
ulx) =f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.19)
b
pulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.20)

a

bi¢imindeki denklemlere ise "Fredholm integral denklemleri” denilmektedir.



Fredholm ve Volterra intergral denklemleri arasindaki tek fark sinirlarin

degisken ya da sabit olmasindan kaynaklanmaktadir.
2.3 Integro Diferansiyel Denklemler

Integral denklemlerin diger bir tiirii de "integro diferansiyel denklemler" dir.
Integral denklemlerde bilinmeyen u(x) fonksiyonu, oldugu gibi diisiiniilmiistiir.

Ancak bu fonksiyonun tiirevlerinin de bulundugu bir integral denklem de olabilir.
X
u'(x) = F{x,u(x), f K(x, t,u(®),v'(t))dt} (2.21)
0

bigimindeki, u(x) in sadece birinci mertebeden tiirevinin bulundugu bir denklem,
integro diferansiyel denklemlere genel olarak bir 6rnek olabilir. Bir baska sekli de; n.

mertebeden tiirevin bulundugu, asagidaki denklemi de 6rnek olarak verebiliriz;

u® (x) = F{x, u(x), v’ (x), ., U V(x) }

+ j K{x,u(x),u'(x), .., u™x)}dt (2.22)

0

2.4 Parametreli Integral Denklemler

Bu boliime kadar verilen integral denklemlerde herhangi bir parametreden
bahsedilmemektedir. Ancak, A#0 , A+ 1 ve A bir parametre olmak iizere,
buraya kadar verilen integral denklemlere A parametresinin dahil edilmesiyle integral

denklem daha genel bir yaprya kavusacaktir. Ornegin,
X
u(x)=f(x)+41 f K(x,t) u(t) dt (2.23)
a

ve

b

ux)=fx)+41 f K(x,t) u(t) dt (2.24)

a

10



A parametresi reel veya kompleks olabilir. Ancak genellikle reel segilir.

2.5 Integral Denklemin Coziimii
b
ulx) =f(x) + /1[ K(x,t) u(t)dt

denklemi yardimiyla konuyu inceleyelim. Bu denklemde bilinmeyen fonksiyon u(x)
fonksiyonudur. Bu integral denklemini ¢6zmek demek, u(x) fonksiyonunu
belirlemek demektir. Oyle bir u(x) fonksiyonu bulunmalidir ki, integral denklemde

yerine yazilip gerekli islemler yapildiktan sonra esitlik saglanmalidir.

Ornek 2.1.
1
u(x) =——— ;
(1+x2)2
fonksiyonunun;
X
(x) = f ‘ t)dt
WO =15 1 ®

0

Integral denkleminin ¢dziimii oldugunu gdsterelim.

X

(x) = 1 f t 1 dt
ux_1+x2 1+ x2° 3

0 (1+t2)2

X
W=t L L
ulx) = 2 2'f 3
1+x= 1+x 21+ t2)2

1+t?=u dersek 2tdt = du olur.

buradan ,




-3
1 1 1 wuz't

_ _ = 1+x2

A T e L
2

1 1 1 1.,

= - = (=2 = 1

v = T Tr 2 CE )
1 1 1 2

u(x) =

1+x2_1+x25'(_\/1+x2+?

S RN 11
B e T+ 22 A2 14222

(x0) = 1 1 1 1
W =T e 14+x2 152 1+x2

1 1 1
u(x) = =
TR (a0

esitliginin saglandig goriiliir.
Ornek 2.2.

u(x) =sinx  fonksiyonunun;

N

) x 1
u(x) = sinx — 2 + Zf x.t.u(t)dt

0

integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gorelim.

u(x) = sinx — =+

AN

VA
2
ad J t.sintdt
— x.t.sin
4
0

s
2
- x .
u(x) = sinx ——+ xf t.sintdt
0

AN

12



t =u donisimi yaparsak sintdt = dv olur
buradan da ;

dt =du , —cost =v olur.

] x 1 r
u(x) = sinx — 2t Zx[(—t. cost — f —costdt)] |2

_ x 1 . 3
u(x) = sinx — 7 + Zx[(—t. cost + sint)] IS

x 1 T T T
u(x) = sinx ——+ —x[(— =.cos =+ sin=+ 0.cos0 — sinO)]

4 4 2 2 2
(%) = sinx — S 42 (-2.0+1+01-0)
u(x) = sinx 2 4x[ > . ]

() = sinx — =+ 2x (1
ulx) = sinx — 2 4x()

()_ . x+x
ux) = sinx 272

u(x) = sinx
integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu goéstermis oluruz.
Ornek 2.3.

ulx) =1 fonksiyonunun;

u(x) + f x. (e —1).u(t)dt = e* —x

0

integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosterelim.
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1
1+ f x. (et —1).1dt

1
=1+x.[—.ex—1—t—;.e°—0 ]
=1+ 1 !
=1+x[z-1-7]
=1+e*—x-1

denklemini sagladigini gostermis oluruz.

2.6 Coziim Cesitleri

II. cins dogrusal integral denklemin ¢oziimii, bilinen metodlar kullanilarak, ii¢

ayr1 sekilde elde edilmistir.

I. Metod: C.Neumann, J.Lioville (1837) ve Volterra’nin ortaya koyduklari

metoddur.

ulx) = f(x) + AfK(x, t) u(t) dt (2.25)

integral denklemi ile verilen u(x) fonksiyonunun, A nin bir integral serisi seklinde
ifade edilebilecegini gostermislerdir. Bu seride A nin ¢esitli kuvvetlerinin katsayilari,
x in fonksiyonlaridir. Bu seri ise, A nin her degeri igin yakinsaktir. Coziimiin elde

14



edilmesi icin kullanilan yol ise "ardisik yaklastirma metodu" dur. Volterra bu metodu

bir teorem olarak su sekilde ifade etmistir:

Eger f(x) ve K(x,t) fonksiyonlart [a,b] araliginda siirekli ise (2.25)
integral denklemi bu aralikta her A degeri i¢in, tam ve siirekli bir ¢6zlime sahiptir ve

bu ¢6ziim ardisik yaklastirma metodu ile belirlenir.

Il. Metod: Fredholm’un gelistirdigi metoddur. Fredholm’e gore, verilen u(x)
fonksiyonu, A nn iki integral serisinin oran1 seklinde ifade edilebilmektedir. Burada

sOzii edilen serilerin yakinsaklik yarigaplari sonlu degildir.

Fredholm un esas arastirmast;
X
ux)=fx)+41 f K(x,t) u(t) dt (2.26)
a

seklindeki denklemler iizerinde olup, daha ¢ok siireklilik kosullar1 ile ilgilenmistir.

Fredholm, (1.26) denkleminin bir tam ¢6ziimii i¢in,

u(x) = f(x) + Az K(x t) u(ty) At;

yaklasik bagintisinin yazilabilecegini gostermistir. Burada x in ard arda ty, t,, ..., t,
degerleri verilirse, u(t;) igin bir dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bunun ¢6ziim
kosulu da bilinmektedir. Bu A’nin bir polinomu seklinde olusacaktir. D(1)  bu

sistemin katsayilar determinanti olmak tizere, u(x) fonksiyonunun bir yaklagimida

D(ty, by, ..., tp.A)
D)

ux)=fx)+41

olarak ifade edilebilecektir. D(1) # 0 olmahdir. Ifadeden D(ty,ty, ..., tn, 1) Ve
D(A) nin, A nin birer polinomu olduklart anlagilmaktadir. A’nin paydayi sifir yapmasi
halinde, genel olarak c¢oziimii yoktur. Fakat metod bu durumda dahi ¢oziim
verebilmektedir. Bu ¢6ziim, bir integral denklem icin, n degiskenli n denklemden
olusan bir lineer cebirsel denklem sisteminin, n nin sonsuza yaklasmasi halindeki
limit durumu olarak bulunur.
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Fredholm kendi adiyla anilan integral denklem {izerinde yaptigi ¢aligmalarda,
bu integral denklemler i¢in, bilinen cebir kurallarinin gegerli oldugunu gostermistir.
Ayrica onemli bir teoremi de o6zdegerlerin dagilimi iizerinedir. Ozdegerler, A

degerleri olup, Fredholm denkleminin ¢6zlimii olmas1 kosulu da yoktur.

Fredholm, teorisini, integral denklemlerin sistemleri {izerine gelistirmistir.
Bunlardan bagka, c¢ekirdekleri siirekli olmayip, kendi deyimiyle zayif singiiler
denklemler {izerinde ¢alistig1 bilinmektedir. Lineer cebir kurallarinin tamamen gecerli

oldugu bir integral denklemde, c¢ekirdegin siirekli olmasit kosulunun gerekli

olmadigini, ancak;
X X
fflK(x, t)|? dx dt (2.27)
00

iki katli integralinin mevcut olmast kosulunun bulunmasi yeterli olacagini

gdstermistir. Ornegin,
1
u(x) — j In|x — t| u(t)dt = f(x)
0

integral denkleminin, x = t igin siirekli olmayan bir ¢ekirdegi bulunmasina ragmen,
(2.27) geregince,

11
Jflnzlx—tldxdt
00

iki katli integralinin sonlu olmas1 nedeniyle, denklem zayif singiileriteli bir denklem
olmaktadir.

Carleman bu kosul altinda, Fredholm serisinin kurulmasinin miimkiin oldugunu

ve bu fonksiyonlarin her zaman birer tam fonksiyon olduklarini gostermistir. Bu iddia

araligin smirli olmamasi halinde de gecerlidir.
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Bu konuda bir ispati Michlin vermistir. Fredholm teorilerini ve elde edilen
serileri, bagka integral denklem siniflarinda da kullanilmak tiizere genisletmistir.
Fredholm teorisinin devamli gelistirilmesinde karar adimmi ise F. Riese atmustir.
Fredholm denklemleri iizerine, tam stirekli operator teorisini kuran kisi Riese’dir. Bu

teori, J. S. Schauder tarafindan tamamlanmustir.
I11. Metod: Ortogonal gelistirme teorisi ile baglantilidir.
K(x,t) = K(x,t) = K(t,x)

ozelligini tasiyan ¢ekirdegin (simetrik ¢ekirdek) bulundugu integral denklemler
lizerine yapilan c¢aligmalari icermektedir. Bu konuda esas sonuglar, bu ylizyilin ilk on
yilinda D. Hilbert ve E. Schmidt tarafindan elde edilmistir. Bu sonuglar 6zetle soyle
ifade edilebilir:

Simetrik integral denklemler (simetrik ¢ekirdekli integral denklemler),
Fredholm integral denklemlerinin 6zel bir sinifi da olsa, simetrik integral denklemler
teorisini, bundan bagimsiz olarak incelemek ve gelistirmek olanagi vardir. Bu tiir

denklemlerin 6zdegerleri reeldir ve bunlara ait 6zfonksiyonlar ortogonaldir.
b
u(x) = /1[ K(x,t) u(t)dt
a

seklindeki her fonksiyonda u(x) ile, ¢ekirdegin 6zfonksiyonlar1 bir dizi meydana
getirirler. Burada, denklemin u(x) =0 gibi bir ¢6ziimii vardir. Fakat 6zdegerler
dedigimiz A4, 4,,...,4, sayilarinin mevcut olmasi halinde, bu denklem, bunlarin
herbiri igin, uy(x),u,(x), ..., u,(x) gibi sonlu sayida ¢oziimler verir. Bunlara ise

ozfonksiyonlar denir. Coziim ise C,, keyfi sabitleri gostermek iizere,

u(x) =Y C, Up(x) seklinde ifade edilir. Denklemle birlikte n tane baslangig
kosulu verilmisse, C,, keyfi sabitlerini belirtmek olanagini bulacaktir. [1]
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2.7 Integral Denklemler ile Diferansiyel Denklemler Arasindaki iliski

Baslangi¢ kosullariyla verilmis, bir diferansiyel denklem, Volterra tipinde bir
integral denkleme doniistiiriilebildigi gibi, bir integral denklem de bir diferansiyel

denkleme doniistiirtilebilir.

2.7.1 Diferansiyel Denklemin integral Denkleme Déniistiiriilmesi

n-—1 n-—2

) @100 T 4 0 () T+ Gt () 2+ an ).y = () (228)

n

ary
dxm

dogrusal diferansiyel denklemini alalim. Burada ( i = 1,2,3,...,n) olmak {izere
a;(x) fonksiyonlar i¢in bir baslangi¢ noktasi, bir diizgiin noktadir. Ayrica n tane

olan,
y(O) =Cp ) y,(o) =C, 'y(n_l)(o) =Cn-1 (229)

baslangi¢ kosullarinin da verildigini kabul edelim.

ay
T u(x) (2.30)

doniistimiint uygulayalim.

Bu ifade,
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P

fu(x)dx +cpq

0

d‘n—ly
dxn— 1

biciminde hesaplanirsa, tiirev mertebesi,bir mertebe diisiiriilmiis olur. Benzer sekilde
devam edilerek,

X

fd Zlnzz f[fu(x)dan 1] %

o

X X
T 32] f fu(x) dx dx + c,_4 J dx + c,_,
00 0

ve bu sekilde devam edilirse,

dy i [ 1 n—2 1 n-3
E = (Tl - 1) u(x)dx .dx m Cn-1-X m Cn—2-X

0 0

+ -+ Cl

bir kez daha integral alinarak,

x x

1 n-1 1 n-2
= (n) u(x)dx...dx +m.€n_1.x +m.€n_2.x + -
0 0

+c1.x+ ¢y

bulunur.

Burada da goriildiigii iizere sik sik ¢ok katli (n katl1) integrallerle islem yapmak

zorunda kalinilmaktadir. Bunu gostermek iizere,
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[ [

bicimindeki notasyonun kullanilmasi uygun bulunmustur. integraller arasindaki n
katlilik mertebesini belirtmektedir.

Yukarida bulunulan ifadeler (2.28) diferansiyel denkleminde yerine

yazildiginda ve gerekli igslemlerden sonra asagidaki bagint1 elde edilmektedir.

x x ) x (x B t)n—l

tek katli integral yardimiyla ifade edebiliriz. Buna gore,

X

u(x) + al(x).fu(x)dx + -+ an(x).f . (n) .. fu(x)dx wdx =Fx) (2.32)
0 0

0

bagimtisy, (2.31) yardimiyla,

u(x) + al(x).ju(t)dt
0

_ t)n—l

+ az(x).J(x — Out)de + -+ ay (x) f (’(Cn—!u(t)dt - F(x)
0 0

—1)

seklinde ifade edilebilecektir. Bu ise, belirli integral 6zelliklerinden yararlanilarak,

X

(x — t)?
u(x) + f[ a; (x) + a(x)(x — t) + az(x). TR
° (x _ t)n—l B
+ an(x)-m] u(t)dt = F(x)

olarak yazilabilir. Burada koseli parantez i¢indeki ifade K (x, t) fonksiyonu gozoniine

alinirsa,
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(x —t)n?

K1) = a1(0) + a0 =) + -+ an (0.~

olur. Bu ¢ekirdek fonksiyon olup, yerine yazilarak,

X

u(x) + f K(x, t)u(t)dt = F(x)

0

Seklindeki, 2. Cins bir Volterra integral denklemine varilir. Boylece (2.28 ) ile
verilen diferansiyel denklem, bir integral denkleme doniismiis olmaktadir. [1]

Ornek 2.4.
G A AN ©0)=1, y(0)=0 2.33
S-S —y=0 . yO=1, y'(0)= (2.33)

baslangi¢ kosullartyla birlikte verilen diferansiyel denklemini, integral denkleme

doniistiirelim.
d?y B
axZ u(x)
alalim.
y @I = [utds
0
Y@ =y'© = [ udx C ye= [uwa
0 0
f y'(x)dx = f J u(x) dxdx , y@I§ = f (x — Hu(t)de
0 00 0

ﬂ@—ﬂ®=f@—ﬂwﬂﬂ
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X
yx)=1+ f(x — tu(t)dt
0
bulunanlar1 (2.33) de yerine yazalim,;

u(x) — 5. f u(x) dx — 4.J(x —tu(t)dt =4

X

u(x) =4 +5. j u(x) dx + 4. J(x —tu(t)dt
0

0

ulx) =4+ f[S + 4. (x — t)Ju(t)dt
0

tipinde II. Cins bir Volterra integral denklem elde edilmis olur.

Ornek 2.5.
dy  dy ,
E—sznx.a+e y=x |, y(0)=1, y'(0)=-1

baslangi¢ kosullariyla birlikte verilen diferansiyel denklemini, integral denkleme

doniistiirelim.
d?y
Tz u(x)

alalim.
X

Y@l = [ uGodx

0

X

Y —y'(0) = f u(x) dx

0
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P

smw—&n=fw@m

0

X

y'(x) = fu(x) dx —1

0

y'(x)dx = u(x) dxdx — | dx
= | [uwisis- |
ﬂ@—ﬂ®=f@—ﬂuﬂm—x
x 0
y(x) = j(x —tu®)dt—x+1
0

X

u(x) — sinx U u(x)dx — 1

0

+ e*

J(x—t)u(t)dt—x+1 =x
0

X X
u(x) — sinx f u(x)dx + sinx + e* f(x —tu(t)dt —x.e*+e*=x
0 0

u(x) =x—sinx +e*(x—1) + f{ sinx —e*(x — t)}u(t)dt
0

olarak integral denkleme doniistiirtilebilir.
2.7.2 Integral Denklemin Diferansiyel Denkleme Déniistiiriilmesi
Integral denklemin bir diferansiyel denkleme doniistiiriilmesi de olanaklidir.

Bunu i¢in Leibnitz Formiili’nli uygulamamiz yeterlidir. Bu formiil, integral isareti

altinda tiirev alma islemini gergeklestirmektedir. Leibnitz formiili;
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B(x) B(x)

% f F(x, t)dt = f 6F§99cc, 2 dt + F{x, B(x)}(;—i — F{x,A(x)}fl—i (2.34)

A(x) A(x)

bi¢imindedir. Burada A(x) ve B(x) in sabitler olmasi halinde,

dA_, dB_
dx ' dx

olacagindan formiil,

B B
d JF t dt—faF(x't)dt
dx (x, ydt = 0x
A A
olarak kullanilir.
Ornek 2.6.
X
u(x) — f u(t) cott dt = sinx (2.35)

0

integral denklemi verilmistir. Baslangi¢ kosulu x = 0 igin u(x) = 0 olduguna gore,

bu integral denklemi diferansiyel denkleme doniistiirelim.

Coziim: Integral denklemde her iki tarafin tiirevi alinirsa;

X

fu(t)cot tdt =

0

d(sinx)
dx

du(x) d
dx dx

X
d
u'(x) — aj u(t) cott dt = cosx
0

olur, Leibnitz formiiliine gore;
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X

X

d

af u(t) cott dt = f 0.dt + u(x) cotx.1 = u(x) cotx
0

0

bulunacagindan (2.35) integral denkleminin,
u'(x) —u(x)cotx = cosx
seklindeki,birinci mertebeden bir dogrusal diferansiyel denkleme doniistiiriilmiis olur.

Ornek 2.7.

ulx) =x+ f xu(t)dt (2.36)
0

integral denklemini, diferansiyel denkleme doniistiirelim.

Coziim: Iki tarafin tiirevini alirsak,

) _ 4 42 dfx (t)dt
dx  dx’ T tax) ™
0

X
d
u'(x) =1 +/1—fxu(t)dt
dx
0

olur, Leibnitz formiiliinii uygularsak;

d X X
afxu(t)dt = fu(t)dt + xu(x)
0

0

bulunur.
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ux)=1+21 Uxu(t)dt + xu(x)l

olur. Ifadenin iginde halen integral bulundugundan, tekrar tiirev alarak

du’ d d [ d
”dix) = (D +2 —f w()de +A——{x u()}

dx

0
u'(x)=0+Aulx) +A{ulx)+xu'(x)}
elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde, (2.36) denklemine uyan diferansiyel denklem,
u'(x)—Axu'(x)—2Aulx) =0
olarak bulunur.

Ornek 2.8.

X

u(x) = arctanx — j x.t.u(t)dt (2.37)
0

integral denklemini, diferansiyel denkleme doniistiirelim.

Coziim: Yine her iki tarafin tlievini alirsak;

X

u'(x) = ﬁ — [f t.u(t)dt + x.x.u(x)]
0

X

- Jt.u(t)dt —x2.ux)

0

u'(x) =

1+ x2
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X

! - —ft.u(t)dt

! 2 =
u'(x) + x%.u(x) T
0

elde etmis oluruz. Denklemde halen integral bulundugundan, bir kez daha tiirev

alinmalidir.
1 ! 2 _Zx
u (X) + 2x.u(x) +u (x).x = m - x.u(x)
) 1 (). 4 B u() =
u’(x) +u'(x).x x'u(x)_(1+x2)2

seklinde bir diferansiyel denklemine doniistiirmiis oluruz.

2.8 Integral Denklem Sistemleri

Uygulamalarda ¢ogu kez, integral denklem sistemleri ile karsilasilabilinir.

Boyle bir denklem sistemi, i=1,2,...,n olmak {izere

n b
u;(x) =fi(x)+41 Z J K (x, u, (t)dt (2.38)
k=15

yapisindadir.

Tek bir integral denklemi ¢6zmek icin kullanilan teori ve ¢6ziim yontemleri,

integral denklem sistemleri i¢in de aynen kullanabilmektedir. Gergekten de,

b
f Ky (x, )2t
a

integrali var ise A parametresi,
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-1

n b

|/1I<[ Max > flKik(x.t)dedt}

PSiSn
k=1 a

esitsizligi ile belirtilecek sekilde yeterince kiiglik secilebiliyorsa, ardisik yaklastirma

ile yakinsak olacaktir.

Eger K (x, t) ¢ekirdegi dejenere tipinde ise (2.38) sistemi, bir dogrusal cebirsel
denklem sistemine indirgenebilir. Genel olarak, (2.38) sistemi dejenere ¢ekirdekli bir
sisteme indirgenebildigi zaman bu g¢ekirdek tipi i¢in uygulanan yontem, burada da

kullanilabilmektedir.

Bir integral denklem sistemi, izlenen yontem yardimiyla, tek bir denkleme
doniistiriilebilmektedir. G6z 6niine alinan x ve t degiskenleri, baslangic araligi [a, b]
nin, (b — a) olan uzunlugunun n kat1 uzunlukta olan bir aralikta da bulunacaklardir.

Bu aralig1 [a,nb — (n — 1)a] olarak segersek,
nb—(n—1a—a=nb—na+a-—a
=nb—na
=n(b—a)

olarak, yukarida s6zii edilen uzunlukta bir aralik oldugu goriilebilir. Bu yeni araliga

gore; a+(i—-1Db-a)<x<a+i(b—a)
a+(k—1Db—-a)<t<a+k(b—-a)
olacak sekilde; u;(x), f;(x) ve Kj;(x,t) fonksiyonlari

o(x) = u{x — (i = 1)(b — a)}
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F(x) = fifx = (i —1D(b—a)}
K, t)=Ky{x — (i—1D(b—-a),t—(k—1)(b—a)}

fonksiyonlart yardimiyla tek tiirlii ifade edilebilirler. Bu tanimlamalara gore (2.38)

sistemi de;
nb—(n—-1)a

®(x) = F(x) + 4 f K(x,t) @(t) dt

a

Integral denklemi yardimiyla, tek bir denklem olarak gosterilebilir.
2.9 Temel Tamim ve Teoremler

Tamim 2.9. B bir Banach uzay1 ve P c B olsun. Eger

(i)Heru,vePve af =0 icin au+ fv €P

(i)u,—u €Pise u=0

kosullar1 saglaniyorsa P kiimesine koni denir.

Tamim 2.10. E bir reel Banach uzay1 ve P, E iizerinde bir koni olsun. a: P — [0, o0)

dontistimii eger V x,y € Pvet € [0,1] i¢in
o siirekli
a(tx + (1 —t)y) = ta(x) + (1 —t)a(y),

ozelliklerini sagliyorsa o’ ya negatif olmayan, siirekli konkav fonksiyonel denir. P,

ve P(a,a, b) konveks kiimeleri asagidaki sekilde tanimlayalim.

P, ={x € P:|x|| < a},
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P(a,a,b) ={x € P:a < a(x),||x|| < b}
Teorem 4.2. (Leggett-Williams Sabit nokta Teoremi)

A: P, - P, tamamen siirekli bir doniisiim, & P {izerinde Vx € P, icin  a(x) < ||x||

0zelligini tastyan negatif olmayan siirekli konkav bir fonksiyonel olsun.
(i) x € P(a,a,b) icin{x € P(a,a,b): a(x) > a} # @ ve a(Ax) > a
(i) ||Ax|| < d, igin ||x]| < d;
(iii) a(Ax) > a,icinx € P(a,a,c) ile ||Ax|| > b.
Kosullarin1 saglayan 0 < d < a < b < ¢ sayilar1 var olsun.Bu durumda A

dontisimiinin ||x;|| < d,a < [|x2]l, [|[x3]] > d ve a(x3) < a kosullarin1 saglayan en
az ii¢ X4, X,,x3 € P. sabit noktas: vardir.
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3 FREDHOLM iINTEGRAL DENKLEMLERI
3.1 Giris

Bu bodlimde Fredholm ve Volterra tipindeki integral denklemlerinin
Ozelliklerini, ¢6ziim metodlarin1 gosterecegiz. (2.23) ve (2.24) ile belirtilen integral
denklemler go6zoniine alinacak olup, cesitlerine dolayli olarak deginece§iz. Bu
denklemlerin lineer ve K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun a < x <b ,a <t < b Kkare
bolgede siirekli ve tanimli oldugu kabul edilmistir. Aksi durumlar ayrica
belirtilecektir.

3.2 Sabit Cekirdekli integral Denklemler

Bir Fredholm integral denkleminde K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun sabit

oldugunu farz edelim. C, bu sabiti gostermek iizere,

K(x,t)=C

icin, (2.24) integral denklemi

b
ux)=f(x)+1 fC u(t)dt

seklinde olur. Bu denklem,

b

ux)=fx)+41 Cfu(t)dt

a
ve A C = p alinmak suretiyle,

b

ux)=f(x)+u fu(t)dt

a

olarak yazilabilir. Bu tiir denklemlere uygulamada ¢ok rastlanmaktadir.

Belirli integralin, sinir degerleri sabitler oldugundan bu integralin sonucu
sonlu bir deger olacaktir. Bu degeri A ile gosterecek olursak,
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b

A= fu(t)dt (3.1)

a

oldugu farzedilip, (3.1) bagintisi

u(x) = f(x) +ua (3.2)

seklini alir. Boylece u(x) fonksiyonunun yapisi hakkinda bilgi edinmis oluyoruz. Bu
¢0zlimii olan bir fonksiyon ise integral denklemini saglamas1 gerekir. (3.2) de yerine
yazilirsa,

FOO) +pA = f() + p [L (D) + pAldr)

olup buradan,

b b
A 1—,ufdt‘=Jf(t)dt

veya

1

b
A= mlf(t)dt (3.3)

bulunur. A nin, bir degerinin olmasi igin 1 —pu(b—a) # 0  olmalidir.Diger
taraftan, f(x) fonksiyonu verilmis oldugundan,integralde bilinmektedir. A igin bu
deger (3.2) de yerine yazilirsa, ¢oziimii olan u(x) fonksiyonunun

b
1
ulx) =f(x)+u m]ﬂt)dt

b
uC) = £0) + Tt | FOe

olarak bulunur. u = AC oldugunu hatirlarsak,
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b
Ac
uG) = ) + == f F(D)dt (3.4)

olarak bulunur. Buradan da goriilmektedir ki esitligin sag tarafinda hep bilinen
degerler bulundugundan istenilen u(x) fonksiyonunun ¢6ziimii hesaplanabilmektedir.
Bu nedenle (3.4) sonucuna, sabit ¢ekirdekli integral denklemlerin ¢oziim formiilii
seklinde bakmak yanlis olmayacaktir. Bu durum ancak Fredholm denklemleri icin
s6z konusudur. Volterra denklemlerinde integral sinirlarindan birinin x olmasi
nedeniyle, (3.3) de goriilen A bir sabit deger degil, x in bir fonksiyonu olur ki bu da

yukaridaki islem yapmamiza engel olur.

Ornek 3.1.

2
u(x) = x3 + Af 3u(t)dt (3.5)
0

integral denklemi, K(x,t) =3 olan, sabit ¢ekirdekli bir integral denklemdir. Bu
denklemi yukarida agiklandig1 sekilde ¢ozelim.

Coziim:

2

A= fu(t)dt

0

olarak alirsak

u(x) =x3+314 (3.6)

olur. Bu (3.5) de yerine koyulursa,
2
x3 + 314 =x3 + BAJ(H + 324)dt
0

gerekli islemleri yaptigimizda,
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2 2
A=ft3dt+3/1Afdt
0 0

4

A_t
4

2

A
0+3/1

A(1-31) =4
olur. Buradan,

4 4
T 1-31

bulunur. (3.6) da yerine yazarsak, (3.5) denkleminin ¢6ziimii olan

122
1-32

u(x) = x3 +

fonksiyonu elde edilir.

Ornek 3.2.
3
u(x) =sinx+5 J u(t)dt
0

integral denklemini (3.4) sonucundan faydalanarak ¢ozelim.

Coziim: Bunun i¢in asagidaki hesaplamalar1 yapalim:

AC -
1-AC(hb—a) 1-53 14

3

3
ff(t)dt = fsint dt =1 — cos3
0

0

bu degerleri (3.4) de yerine yazdigimizda ¢6ziim,;

, 5
u(x) = sinx — 12 (1 — cos3)

olarak bulunur.
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3.3 Dejenere Cekirdekli Integral Denklemler
Bir integral denklemde, K (x, t) ¢ekirdegi,
K(x,t) =r(x).s(t)
seklinde ise, bu ¢ekirdek fonksiyona Dejenere Cekirdek denir.

Bu sekilde bir ¢ekirdek fonksiyonu olan integral denklem,

b
ux)=fx)+41 f r(x) s(t) u(t) dt (3.7)

olsun. Bu bir Fredholm integral denklemidir. Bu denklem; r(x) , t’ den bagimsiz
oldugu i¢in

b
ulx) =f(x)+Ar(x) f s(Hu(t)dt

seklinde yazilir. Boliim 2.1.2 de uyguladigimiz ¢6ziim yontemiyle diisiinecek olursak;

ayni sekilde A integral sabitini gostermek iizere,

b

A= fs(t)u(t)dt

a

alirsak (2.7) denklemi,

u(x) = f(x) + 1Ar(x) (3.8)

bulunur. Bu da istenilen ¢oziimii gosterir. Oyleyse (3.7) integral denklemini
saglamasi gerekir.

Buna gore,

b
f(xX)+AAr(x) = f(x) + Ar(x) f{f(t) + AAr(t)}s(t)dt
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olup, gerekli sadelesme islemleri yapilip ifade yeniden diizenlenirse,

b b
al1-2 f r(O)s(O)dt| = f F(B)s(E)dt

ve 1— Af:r(t)s(t)dt # 0 olmak iizere,

P f®s@de
1AL r(@®)s(t)de

bulunur. Bu esitligin sag tarafinda bulunan integraller; f(x),r(x),s(t) bilinen
fonksiyonlar olduklarindan hesaplanabilir. Dolayisiyla A belirlenebilecektir. Bu
sonug (3.8) de yerine yazilirsa u(x) fonksiyonu,

AL F(®)s(©)de
1- [ r(©)s(t)de '

ux) = f(x) + (x) (3.9)

olarak bulunur. Bu sonug, dejenere ¢ekirdekli bir Fredholm integral denkleminin
¢Oziim formiilii olarak da kullanilabilir.

Ornek 3.3.

3
u(x) = x% + f e?*+ty(t)dt (3.10)
0

integral denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim:

K(x, t) — er+t — er.et

olarak almirsa K(x,t) cekirdek fonksiyonu, dejenere tipte olur. Burada,

r(x) = e?* ; s(t) = et
dir. (3.10) denklemi,
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3
u(x) = x% + ezxfetu(t) dt

0

seklinde yazilir ve

3

A =fetu(t)dt

0

denilirse,

u(x) = x? + Ae?* (3.11)

olur. Bu ¢6ziimii denklemde yerine yazarsak,

3
x? + Ae?* = x? + e%* j et{t? + Ae?'}dt
0

ve diizenlenirse,

3 3
A =Jtzet dt+AJe3tdt
0 0

olur. Integralleri ayr1 ayr1 hesaplarsak;

3
3
f t?etdt = (t* — 2t + 2)et| 0= 5e3 —2

buradan,
1
A=5e3-2 +§A(e9— 1)

_1563—6
T 4—¢9

bulunur. Bu degeri (3.11) da yerine yazarsak ¢6ziimii aradigimiz u(x) fonksiyonunun
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15e3 -6

— a2 2
U(X) =x°+ W e*

olarak bulunur.
Ornek 3.4.

Y

2

u(x) =x+3+ f sinxcost u(t)dt (3.12)
0

dejenere ¢ekirdekli integral denklemini ¢6ziiniiz.

Céziim:
Burada,
r(x) = sinx ,  s(t) =cost

dir. (3.11) integral denklemi

T

2
u(x)=x+3+ sinxj cost u(t)dt

0

seklinde yazilir.

T
2

A =Jcost u(t)dt
0

denilirse,

u(x) =x+ 3 + Asinx

bulunur ki bu da aranilan ¢oziimdiir. (3.11) de yerine yazacak olursak
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x+ 3+ Asinx = x + 3+ sinx | cost{t + 3 + A sint}dt

o — iy

gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra,

s V3
2 2

A= f(t + 3)cost dt + Af sint cost dt (3.13)
0 0

yazilabilir. Integralleri ayr1 ayr1 hesaplarsak;

V3

H 4
T+

f(t + 3)cost dt = —

0

T
2
] 1
sint cost dt = >
0

bulunur, yerlerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa,
A=m+4
elde edilir. Buradan da u(x) fonksiyonu
u(x) =x+3+ (m+4)sinx

seklinde bulunur.

3.3.1 Dejenere  Cekirdegin  Genel  Hali(Pincherle-Goursat
Cekirdegi)

Dejenere cekirdegin daha genel hali,
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i=1

olarak go6zoniine alalim.
b
ux) =fx)+1 fK(x, Hu(t)dt
a

integral denkleminin K (x, t) ¢ekirdek fonksiyonu bu tiirden bir fonksiyon olsun.

Denklem,

b
u(x) =f(x)+41 f{rl(x)sl(t) + 1, ()5, (t) + -

+ 1, (x)s, () u(t)dt (3.14)

seklinde olacaktir. Bu denklem, r;(x) fonksiyonlart t den bagimsiz olduklari i¢in

integral disina ¢ikarilabilir ve belirli integral kurallar1 geregince,

b
u(x) = f(x) + A | (x) f s;(Ou(t)dt + -

b
+ 1, (x) J sy u(t) dt (3.15)

sekline ¢evrilebilir.

b b b

A = jsl(t)u(t)dt ; Ay = fsz(t)u(t)dt Joey Ap = fsn(t)u(t)dt

a a a

ile gosterirsek, (3.15) denklemi

u(x) = f(x) + A{Ar1(x) + Ay (%) + -+ A1 (%)} (3.16)
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seklinde de yazilabilecektir. Bu ise ¢oziimii aranilan u(x) fonksiyonunu verir. Bu

da denklemi saglamas1 gerektiginden,

fQ) + 2{A1r (%) + Azrp(X) + -+ + Apr (X) )=

b
fx)+2 f {r (0)s1(®) + - + 17 () s, OHF () + 1 {A1r1(0) + -+ + Ay (O} dt

yazilir. Bu ifadeyi diizenlersek;

fX)+ 1A () +AAn(x) + -+ 1A,m(x) =
b
f(x) +Ar(x) f s1(OU @) + 1A (6) + -+ A A (D) }dt
b
+A1,(x) f S;(O{f () + 1A () + -+ AA, (D)} dt + -+

b
+ A1, (x) f SO @)+ 1A () + -+ 1A, 1,(t)}dt

elde edilir. Sadelestirmeler yapilir ve 1;(x) fonksiyonlarinin katsayilar1 karsilikli

olarak esitlenirse;

b
A = jsl(t) {fO)+A1A () + -+ 1A, ()} dt
b
A, = Jsz(t) {fOO+ 1A (1) + -+ AA,7,(t)}dt (3.17)
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b
A, = fsn(t) {Ff)+ 1A () + -+ 1A, (t)}dt

a

bulunur. Bu belirli integraller tek tek ayrilirsa, pek ¢ok belirli integral olusur. Bu

integralleri, asagida oldugu sekilde gosterelim:

b b b
B, = f s@OF@©dt  ; By = f SOF©dt  ; By= j s2(Of (©)dt
b b b
Co= [0@n@d 5 Go= [@n@d i o= [ @R
b b b
Co= [ £On@d 5 G = [ 5OnOE 5 Cn= [ s@n@Od
b b b
G = [ sn(On @t - G = [ SOn@d; G = [ sOnR©a

Bu gosterilis tarzina gore (3.17) bagmtilari,
Al :Bl +/1A1€11+/1A2C12+"'+/1Ancln
A2 :BZ +/1A1C21+AA2622+"'+AAnCZn

ATL = BTl + AAlcnl + AAzcnz + -4+ AAnCnn

seklini alir. Bu bagintilar ise yeni bir diizenlemeyle,
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(1 -1 C11)A1 —AC12A; — A Ci345 — -+ — A C1pAy = By

_A C21A1 + (1 - A C22)A2 - A 623143 — e /1 CZTLATI. == Bz

(3.18)

_A CnlAl - A anAz - A Cn3A3 — et (1 - /1 Crm)An == Bn

den olusan bir lineer sistem halinde yazilabilir. Bu sistemin ¢ézlimiiniin olmasi igin

Cramer teoremi geregince, D(A) bu sistemin katsayilar determinantin1 gostermek

uzere,
1 - ACll _AC]_Z ------ _Acln
py=| Aa 1= = Ao | 2 ¢
—ACpy ACpy o . 1—AC,,

kosuluna baglhidir. Bu taktirde A4, A,,...,A, sabitleri,birbirinden bagimsiz olarak
hesaplanabilir. Buna Karakteristik Determinant denir. D(4) # 0 kosulu
gerceklesiyorsa, integral denklemin bir ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziim  (3.16)
bagintisindan yazilabilir. Buradan goriildiigii gibi bu tiir bir integral denklemin

¢Oziimii, lineer cebir kurallar1 uygulanarak bulunabilecektir.

Cramer teoremi geregince , i = 1,2,3,...,n olmak iizere

D;(1)
= —— 3.19
yazilir. Burada D;(A) determinantlari, D(A) determinantinda i. Siitun elemanlari
kaldirilarak, yerine B; lerden olusan silitunun konmasiyla elde edilen
determinantlardir. Bu sekilde hesaplanan A; degerleri, (3.16) ifadesinde yerlerine
yazilarak u(x) ¢oziimi bulunmus olacaktir.
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(3.18) ile belirtilen karakteristik sistem, matrisel olarak da asagida oldugu sekilde

gosterilebilir:
1 0 .. O Ciy Cip - Cip Ay B,
0 O 1 Cnl C‘I‘LZ Cnn An BTI.

olmak tizere, (3.18) sisteminin matrisiel ifadesi,
(1-1C).A=8B
seklinde olacaktir.

Ornek 3.5.

ulx) — A1 f sin(x — t) u(t)dt = cosx (3.20)
0

integral denkleminin ¢éziimiinii yapalim.

Coziim:
K(x,t) = sin(x — t) = sinx.cost — cosx. sint
olarak dejenere ¢ekirdegin genel halindedir. Burada,
r(x) = sinx ; s,(t) =cost ; 1,(x) =—cosx ; s,(t) =sint
dir. Buna gore ¢ekirdek fonksiyon,
K(x,t) = 11(x).51(6) + 12 (x).52(8)
yapisindadir.

Yukarida inceledigimiz ¢6zliim teknigini, probleme uygulayalim:

A

ulx) — A1 f{sinx cost — cosx sint}u(t)dt = cosx
0

44



T

s
ulx) — A1 [sinx f cost u(t)dt — cosx Jsint u(t)dt] = cosx
0

0

seklinde yazilabilir.

T

s
A = fcost u(t)dt ; A, =Jsint u(t)dt
0

0

denirse,
u(x) = cosx + A(A;sinx — A,cosx) (3.21)
bulunur. Bu ¢6ziim olan fonksiyon ise, denklemi saglamasi gerektiginden,

cosx + A(A;sinx — A,cosx)
TL'

= cosx + A f sin(x —t).{cost + A(A;sint — A,cost)} dt
0

ve sadelestirmeler yapilarak igleme devam edilirse,

T

A;sinx — A,cosx = j(sinx cost — cosx sint)(cost + AA;sint — AA,cost)dt
0

T
=jsinxcoszt dt
0

Vs
— f cosx sint cost dt
0

Vs

s
+ 14, f sinx cost sint dt — 1A, f sinxcos?t dt
0 0

s VA

—A4Aq j cosx sin’t dt + 1A, J. cosx sint cost dt
0 0
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bulunur. Buradaki integraller, t ye bagli oldugu i¢in bu ifade

Aisinx — A,cosx

T
= sinxf cos®t dt
0

V1 V1 T
1 1
— Ecosxf sin 2t dt + 14, Esinxf sin 2t dt — cosx J sin’t dt]
0 0

— 14, [sinxf cos?t dt — Ecosxf sin 2t dt]
0 0

seklinde diizenlenir ve belirli integraller tek tek hesaplanirsa;

T

T T

s s
f cos’t dt = > : f sin2tdt =0 ; jsinzt dt = >
0 0 0

olup,

s s s
A;sinx — A,cosx = Esinx — 1A, 0 cosx — AA, Esinx

= (E — 1A E) sinx — 14 Ecosx
—\2 22 2

bulunur. sinx ve cosx li terimlerin katsayilar1 karsilikli olarak esitlenirse,

Al == E - /15142
T
AZ - /1 EAl
ve bu da diizenlenerek,

A +Aca, =2

1 27272
T
_AEAl + AZ - O
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sistemi elde edilir. Katsayilar determinanti,

T
1 =1 12772
D) =| 2 l=1+ 7 *0
—E/’l 1

olup, sistemin bir ¢ozlimii vardir. (3.19) a gore A,, A, sabitleri hesaplanabilir.

T T

—_ = T
D;(A) = |2 2’1 =3
0 1
T
1 — 2
D,W=| , ?%==2
—5/1 0
olup, bunlardan
T
3 D, (1) 3 > 21
1 = = =
D(A) A2m2 4 4 A%2x2
1+~
2
T
D,(2) Z A A2
2 = = =
D(A) 22 4 4 Q22
1+~

seklinde hesaplanmistir. Bulunan bu degerleri (3.21) de yerlerine yazarsak, u(x)
¢Oziimiinii bulmus oluruz.

27 Am?

—4 T 1272 Sinx ——4 T 272 cosx

u(x) = cosx + 1

veya

s
u(x) = cosx + T2 (2 sinx — A cosx)
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sonucuna varilir. Bu ifade daha kisa olarak,

u(x) = TR (2 cosx + Am sinx)
seklinde yazilabilir.
Ornek 3.6.
s
ulx) =x+1 j(x cost + t%sinx + cosx sint)u(t)dt (3.22)

-1

integral denkleminin ¢éziimiinii yapalim.

Coziim:

K(x,t) = x cost + t? sinx + cosx sint

olarak dejenere ¢ekirdek tipinin en genel halindedir. Verilen integral denklemi,

s 77.' T
ulx) =x+A1x f cost u(t)dt + A sinx f t?2 u(t)dt + A cosx f sint u(t)dt
-1 —TT -1
seklinde yazar ve
s Y T
A = jcost u(t)dt ; A, = Jtz u()dt ; Az = fsint u(t)dt
—TT —TT -1

denirse, u(x) fonksiyonu

u(x) =x+ A{A;x + A,sinx + Ascosx} (3.23)

seklini alir. Bu ¢6ziim olmasi1 gereken fonksiyon oldugundan (3.22) denklemini

saglamasi gerekir. Buna gore,

x + A{A;(x) + A,sinx + Azcosx} =
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s
x+ A f(x cost + t% sinx + cosx sint)(t + AA;t + AA,sint + AAzcost)dt

-1

olmalidir. ifade sadelestirilir ve diizenlenirse,

s
A = f(/lAlt + AA,sint + AAscost + t) cost dt

—TT

s
A, = f(/lAlt + AA,sint + AAscost + t) t2dt

-7

s
A; = f(AAlt + AA,sint + AAscost + t)sint dt

-7

olur. Buradan, yeni bir diizenleme ile

s s s
(1-2 j t cost dt)A; — 14, f sint cost dt — 145 f cos’t dt
—TT —TT -1

s T

Vs s
= j t cost dt — 1A, J t3dt + (1 — A | t?sint dt)A, — 1A, J t? cost dt
-1

-1 -7 -1

A

s T s
= f t3dt — 1A, f t sint dt — 1A, f sintdt+ (1 -2 f cost sint dt)As
-1 -1 -1

-1
T
= jt sint dt
—TT

bulunur. Buradaki integralleri ayr1 ayr1 hesaplayalim;

cos’tdt =m

Tll\:]

Vs s
f tcostdt=0 ; fsint costdt=0 ;
-1 -1

49



t? cost dt = —4m

T T T
f t3dt =0 ; f t’sintdt =0; f
—T1T -1 -1

T T
f t sint dt = 2w ; f sintdt =7
—T1T

—TT

bunlar, yukarida yerlerine yazilirsa,
A1 - AT[A3 = 0
Az + 4A7TA3 = O

—2AnA, — AmA, + A; = 2m

denklem sistemi elde edilir.

1 0 —Am
D)=| 0 1 4| =1+42221%2#0
—2Ar —Amr 1
olarak sistemin ¢oziimii vardir. (3.19) geregince,
D, (1) 1 10 —Ar 2Am?
A TR TSy 2 A Rl oy P
2 —Am 1
D,(N) ~ 1 1 0 —Am

2 =D 1t2emz| 00

D.(1 1 1 0 0
4, = s(D _

21
2.2 2.2
D(A) 14 2A%m Codm —Am 2 1+ 2A%xw

bulunur. Bunlar (3.23) de yerine konarak, integral denklemin ¢6ziimii olan u(x)
fonksiyonu

2Am? 8Am? ) 2m
W) =X+ T T Ty e S Ty e O
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veya

2Am )
1T 20222 (Arx — 4Am sinx + cosx)

u(x)=x+1+2

seklinde bulunmus olur.
3.4 Coziicii Cekirdek (Resolvant)

Bir Onceki paragrafta sozii edilen D(A) determinantinda, i. Siitunun
kaldirilarak yerine, sistemin ikinci yaninda bulunan  B; B, ..., B, sabitlerinin
konmasiyla elde edilen determinant D;(A) ile gosterilmisti.Bu determinantin, i.
siitun elemanlarina gére Laplace ac¢ilimini yapalim. Bu elemanlara ait escarpanlar A

ile gosterilirse

D(A)—ZB

yazilabilecektir. Buna gore (2.17) ile verilen A; sabitleri,

D;(A) <
=5 Dszl (3.24)

seklinde hesaplanmigtir. Onceki uygulamalarda da yaptigimiz islemler, gercekte bu
sekilde olmustur.B; sabitleri hatirlanacag gibi,

b

5= [ sor@ar

a

seklindeki belirli integraller olarak tanimlanmistir. Buna gore, (3.24) bagintisi,

n b
A= %Z [ sor@a

olur. Bununla,

o1



n b
u@) =fl)+1 ) n(x) | si®u®)de
2]
denklemine gidilirse,
u() = ) +2 ) (04

|

i jsl(t)f(t)dtJ

=f(x)+4 Zn:ri(x)[

b
1
_f(x)'i'mf

a

o o] ]

| |

“Z HOPWY J|sl(t> el
I |

olup, buradaki ilk koseli parantez i¢i D (x, t; 1) ile gosterirsek

b

A
ulx) = f(x) + m D(x,t; A)f(t)dt

veya

ux)=fx)+41 f D(A) f(t)dt

yazilabilir. Burada ki

D(x,t; 1)
D(A)

orant [ (x,t; 1) ile gosterilir.

ve buna Coziicii ¢ekirdek veya Resolvant denir.
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[(x,t;4) = % (3.26)

bununla (3.25) denklemine gidilirse, integral denklem
b
ulx)=fx)+41 f [(x, ;1) f(t)dt (3.27)

seklini alir.

3.4.1 Cekirdek ile Coziicii Cekirdek Arasindaki iliski

b
ulx) = f(x) + Af K(x,t)u(t)dt

integral denkleminde t = y koyarak, integrasyon degiskenini y ile gosterelim.

b
() = FG0) + 2 f K (x, y)u(y)dy

olur. (3.27) bagintisiyla karsilastirilarak,

b b

FGO) +2 f K(x y)u(y)dy = £(x) + A f CCx, & D)f (©dt

a a

yazilabilir. Sadelestirmeler yapilir ve u(y) yerine de ( 3.27 ) ifadesi konursa,

b

fK(x,y)

a

b b
f» +/1f Lt y; /Df(t)dt‘ dy =f [(x, t; ) f(O)dt

a a
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b b

b
f Ky |fO) +2 f Ot y: D (D)t | dy — f PG, £ )F(D)de = 0

a a

b b
J. K(x,y) + /’If K, y)T(y, t; )dy —T(x, t; )| f(t)dt =0

bulunur. Burada f(t) # 0 dir. Oyleyse ifadenin sifira esit olabilmesi, kdseli
parantezin sifir olmasi ile miimkiin olur. Cilinkii belirli integral olarak da sifir
olacaktir. Buna gore,

b
K(x,y) + f K(x,y)T(, & )dy — T(x, 1) = 0
a

bagintisindan,

b
PGt ) = KGod) + 4 [ KGoyr0, 6 )dy
a
bagintisina varilir. Bu K (x, t) ¢ekirdegi ile I'(x, t, 1) ¢oziicii ¢ekirdegi arasindaki
iliskiyi belirleyen bagimntidir.[1]

3.4.2 Coziicii Cekirdegin Tekligi

Teorem 3.7.T(x,t;A) olarak tanimlanan ¢oziicii ¢ekirdek, bir integral
denklemde tek tiirlii belirir.

Ispat: Aksini iddia ederek, I; ve T, gibi iki ¢oziicii ¢ekirdegin mevcut
olabilecegini kabul edelim. Bu takdirde,

b
ulx) =f(x) + )\f [ (x, t; D)dt

b
ulx) =f(x) + /1] I, (x,t; 1)dt
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bagintilarinin her ikisinin de mevcut olmasi gerekir. Bu iki ifade taraf tarafa
cikarilirsa, burada, A #0 ve f(x)# 0 olduklarindan, bu belirli integral ancak
ve ancak
Fl(X, t; }\) - FZ (X, t; )L) =0
halinde sifira esit olur. Bu ise,

Fl (X, t, )\) = Fz (X, t, }\)

denk olacagindan, ger¢ekte bu sonu¢ I ile T, nin birbirinden farkli olamayacagini

dolayisiyla ¢oziicii gekirdegin tek tiirlii belireceginin ifade eder.[1]
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4 FREDHOLM INTEGRAL DENKLEM SISTEMLERININ UC
POZITIF COZUMU

Son yillarda smir deger problemlerinin pozitif ¢oziimleri {lizerine bir ¢ok

calismalar yapilmustir [2 — 6].

Fredhom integral  denklem sistemleri Agarwal, O’Regan ve Wong [7]

tarafindan incemistir:

1
u;(t) = jgi(t, s)fi(s, uy(s),u,(s), ...,un(s))ds, t €0,1], 1<i<n, 4.1)

0

Tek, iki ve ¢oklu ¢oziimlerin varhigi i¢in Leray-Schauder[8] alternatif metodu

ve koniler tizerinde Krasnosel’skii [9] sabit nokta teoremi yardimiyla elde edilmistir.

Sun ve Zao Legget-Williams [10] sabit nokta teoremi yardimiyla (4.1)
denkleminin en az {i¢ ¢Oziimiinliin var olabilmesi i¢cin f; dogrusal olmayan
fonksiyonlar1 ve g; cekirdek fonksiyonlarmin saglamasi gereken kosullar1 elde
etmislerdir.

4.1 Ug pozitif ¢oziimiin varhg

Kolaylik i¢in tezin ana teoreminde saglanmasit gerekli sartlar asagida

listelenmistir.
(C1) Her bir1 <i < nigin
gi(s) = gi(t,s) =0; VvVte[0,1] ve s€e[0,1] (hhh)
gi(s) € L'[0,1], t €[0,1],
[0,1] — L[0,1]

t —» g doniisiimii siirekli olsun.
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(C2)Vv1i<i<n igin
gi(t,s) = M;H;(s) = 0, t € [xq,x5], s € [0,1]. (hhh)
olacak sekilde M; € (0,1), H; € L1[0,1] ve bir [x;,x,] € [0,1] aralig1 var olsun.
(C3) 1<i<n i¢in
gi(t,s) < Hi(s), V t€[0,1], se€[0,1]. (hhh)

(C4) f;:[0,1] X [0,00)" - [0,0), 1<i<mn, siirekli olsun ve

n
d
fl-(s,ul Uy, ...,un) < —, s €[0,1], Z u,<d ve
! TLDi
k=1
n
a a
fio (S, up, Uz, vy Up) > 7 S € [x1,x5], Zuk € [a,M]
o k=1

olacak sekilde 0 < d < a sayilari ve iy € {1,2,...,n} sayilari var olsun

Burada
1 X2
o= gy [oeots c,= pay [au@os v w=pinm,
0 X1

(C5) Asagidaki kosullardan birisi saglansin

filtus,uz,...un) <t

) , 1<i<n,
H1) hmZ};L:luww MaXee[o1]  Zk=1Y%k nD;
H2) t e [0,1] ve Xji-qu, < cise
c
fitt,uq, uy, o upy) < —, 1<i<n

nDi -

olacak sekilde ¢ > a/M sartin1 saglayan c sayisi vardir.
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Sun ve Zao nin ana sonucu asagidaki teoremdedir.

Teorem 4.3. (C1)-(C5) kosullar1 saglansin Bu durumda (4.1) integral denklem

sisteminin en az ii¢ pozitif ¢oziimii vardir.

Ispat: Legett-Williams sabit nokta teoreminin kosullarinin saglandigini gosterecegiz.

Bunun i¢in (4.1) integral denklem sistemine denk bir operator tanimlayacagiz.

n
lall = ) el
k=1

normu ile normlanmis E = (C[0,1])" Banach uzaym ele alalim. Burada
u= (ulluzl ---;uTL) €EE ve |uk|0 = maXtE[O,l]Iuk(t)l'

P={u=(u,uy, .., uy) €EE:u;(t) 20 icin t€[0,1], 1<i<n}
kiimesini ele alalim. Bu kiimenin koni oldugu agiktir.

u = (uq, Uy, ..., Uy) € P igin
n
a(u) = kzl min_ ui(o),

ve
Sw)(t) = (Suq,Suy, ...,Su,), te[o1],

dontisiimlerini tanimlayalim. Burada

Su;(t) = Jgi(t, s)fi(s, u,(s), u,(s), ...,un(s))ds, te[01], 1<i<n.

0

ile tanimlanir.
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ann a(u) < ||lu|l ; Yu€eP  ozelligini saglayan negatif olmayan siirekli
konkav bir fonksiyon oldugu ve S:P — P tamamen siirekli bir doniisiim oldugu

agiktir.

Eger S operatoriiniin {i¢ sabit noktasinin varligini ispatlarsak (4.1) denklem

sisteminin ti¢ pozitif ¢ézlimiiniin varligini ispatlamis oluruz.

Oncelikle (H1) kosulunun saglandigmi varsayalim.Bu durumda c > a/M

olacak sekilde bir ¢ sayisi vardir. S: P. > P.. Bunu gostermek icin

fit, uq, uy, ..., uy) 1 )
im max m < , 1<i<n
Zl;.ozl Uk—c0 tE[O,l] Zk=1 uk nDl

oldugunu kabul edelim. Bu durumda 7; > 0 vardir ve 0; < 1/nD; vardir. Oyle Ki
egeru, =0 (1< k<n)ve Jy_,u, >1;ise

ﬁ(t, U, Uy, ...,un)

max < 0;
te[0,1] D=1 Uk

= i

1<i<sn

yani
filt,ug, Uy, o uy) <0 poqu t€[01], e, =201 <k<n)ve Yjp_juy>T;
1<i<ni¢in p;sayilarini
Bi = max{f;(t,uy, uy, ..., uy): t € [0,1], u, € [0,7;],1 <k <n}

ile tanimlayalim. Bu durumda

filt,ug, Uy, o uy) <0 poq U +B; Y tE[0,1] iginveu, 20(1<k<n)
¢ say1sini
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S { np;D; a}
comaxymax ——————
1=isn1 — TLO'lD M

olacak sekilde alalim.

u = (ug, Uy, ..., Uy) EP. ise 1 <i<nigin

1
Sulo = max [ 9:C6 (5 1), 1(5), () ds
0

1 n
< . . .
< trérﬁ)l(] f gi(t,s) [al kzluk(s) + S| ds
O =

n

= 8 f 9iltss) [@Z'uk'o A

k—l

= (aillull + B max f gi(t,9)ds
0

C
< (O'iC + ﬁi)Di < E

bu durumda ||Sul| = ¥™,|Su;], < c.

Daha sonra (H2) nin saglandigini kabul edelim; yani 1 <i<n ve her t€

[0,1] igin  f;(t, uqs, Uy, ..., u,) < r/nD;, kosulunu saglayan r sayisi var olsun.

u, =0(1<k<n)ve Yi_jux <r,icin S:P. - P. doniisiimii

1

Sulo = max. | 916 (51 (), 1(5), () ds
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elde edilir. Sonug olarak
n
Isull = ) Isuilo <.

olarak bulunur. Bu da gosteriyor ki (C5) kosulunun saglanmasi durumunda S:P, — P,

doniisiimii i¢in ¢ > a/M olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir.
r=d ise S Py den P, ye icine bir doniisiim oldugunu gosterecegiz.

fueP(a,a,a/M):a(u) > a} # 0 ve a(Su) > a olacak sekildeki biitiin u lar i¢in
stirekli bir fonksiyon olan u € P(«a, a,a/M).

a,%) ca(u) > a}

a+a/M a+a/M at+a/M

Maxa/M a*e/M)efuen(
2n 2n 2n

u = (uq,uy,...,uy) € P(a,a,a/M)

Biitiin t € [xq, x,] i¢in

a
MZ IuII—Z|u lo = Z mln u(t)—a(u)>a
.X' XZ

i=1 1

min Su; (t) = mm fglo(t S)flo(s u;(s), u,(s), .. un(s))ds

t€lxq,x2]

X2

>ter[gcmglc fgio(t,s)fio(s,ul(s),uz(s),...,un(s))ds
X1
X2
> a i f (t,s)ds =
G, | gt o)ds =a.
X1

olarak bulunur. Dolayisiyla
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a(Su) = Z min Su i(t) = r[mn ]Sul (t) >a.

Exl 2

Egeru € P(a,a,c) ve ||Sul|l > a/M ise gostermeliyiz ki a(Su) > a dir.
Bununigin 1 <i <n olmak tizere u = (uy, Uy, ..., uy) € P(a,a,c) ve

||Sul|| > a/M igin

1

min Sul(t) = mm jgl(t $)fi(s,u1 (), uz(s), ., up(s))ds

te [xl xz

> Miin(s)ﬁ-(s,ul(s),uz(s), e Un(8))ds
0

1

> M; rnax jgl(t s)fl(s u(s), u,(s), .. un(s))ds

0

= M;|Su;lo
bulunur. Dolayisiyla
n
a(sw) =) min Su() > ZM IS, = MZISu lo = M|ISull > M= =
te[xq,x2] M

i=1
elde edilir. O halde Leggett-Williams sabit nokta teoreminin biitiin hipotezleri
b=a/M saglanmis olur. Yani § doniisimiiniin en az i¢ pozitif ¢oziimiiniin
varligini gostermis olduk. Bu ¢6ziimler

u= (U, Uy, o, Up), V= (V1,0Vy ..,V) vew = (Wi, Wy, ..., W)

oyle ki
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n

n
lull < d,a < E min _v;(t), lw]| > d ve min _w;(t) < a
t€[x1,%2] — t€lxy,%2
i=1 i=

ispat1 tamamlamis olduk.
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