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In this thesis; we study the diamond-alpha dynamic equations on regular time
sacales. In order to define diamond-alfa dynamic equations, we first present the
concept and main calculus results of time scales. The definitions of delta(A) and
nabla(V) derivatives and delta and nabla integrals are introduced. Their alpha linear
combination, dimond alpha derivative(¢,) and diamond alpha integrals are
presented. Next the diamond alpha exponential function is introduced. Finally we
investigate some class of diamond alpha dynamic equations on regular time scales.
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OZET

ZAMAN SKALASINDA DiAMOND- a DINAMIK DENKLEMLER

Omer Faruk CELIK
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Danigmani: Yrd.Dog¢.Dr. Ahmet YANTIR
Agustos 2016, 58 sayfa

Bu tezde, diizgiin zaman skalasinda diamond-o dinamik denklemleri
arastirdik. Diamond—a dinamik denklemleri tanimlayabilmek i¢in ilk 6nce zaman
skalasinda temel kavramlar ve zaman skalasinda analiz ana hatlariyla sunuldu. Delta
ve nabla tiirev, delta ve nabla integral tanimlar1 verildi ve bunlarin lineer
kombinasyonu olarak diamond—o tiirev(¢,) ve diamond—o integral olusturuldu.
Sonrasinda diamond-—a lstel fonksiyonun tanimi verildi. Son olarak diizgiin zaman

skalasinda diamond—a dinamik denklemlerin bazi1 durumlari arastirildi.

Anahtar sozciikler: Zaman Skalasi, Diamond—a Tiirev, Diamond—o Integral,

Diamond-—a Ustel Fonksiyon , Diamond—o Denklemler
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER DiZiNi

Sembol Aciklama
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y/ Tam Sayilar

T Zaman Skalasi

N Dogal Sayilar

C Kompleks Sayilar

Q Rasyonel Sayilar

R\Q Irrasyonel Sayilar

o Ileri sigrama operatérii
o Geri sigrama operatorii
U [leri sigrama fonksiyonu
fa Hilger (A) tiirev

fv V tiirev

Af Ileri fark operatérii

Vi Geri Fark Operatorii
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Crd Sag yogun stirekli fonksiyonlarin kiimesi

Cu Sol yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Cn Hem sag hem sol yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
f 0 Diamond-—a tiirev



1 GIRiS

Uygulamali matematik, okyanuslardaki dalgalarin hareketinden, gii¢
kaynaklarindaki elektrik akimlarina kadar ger¢ek diinyanin anlagilmasinda
matematigin kullanilmasiyla ilgilenir. Matematik dili kullanilarak gergek diinya
sistemlerine uygun matematiksel modeller tanimlamasi saglar. Bilim adamlar1
diinyadaki sistemleri, var olan matematik teknikleriyle ¢oziilebilen modellerle
calisabilirler. Uygulamali matematikte temel amag yeni tipteki matematiksel modeller
icin teoriler gelistirmektir. Bu da daha fazla tipte olaylarin calisilmasint ve gercek
hayatta daha fazla uyan modellerin tercih edilmesini saglar. Uzerinde ¢okga calisilan
matematiksel modeller, siirekli degiskenli olanlardir. Bu modeller arkasindaki genel
matematilsel teori diferensiyel analizdir. Diferensiyel analizin gelismesine paralel
olarak ayrik degiskenlere bagli modeller de kullanilmaya baglanmistir. Ayrik

degiskenli fonksiyonel denklemler i¢in standart terim de, fark denklemleridir.

Diferensiyel denklemler ve fark denklemleri teorisi arasindaki ayriliklar
matematiksel modellemenin se¢iminde zorluklarin ortaya ¢ikmasina sebep
olmaktadir. Hem siirekli hem de ayrik degiskenli denklemler olan hibrit dinamik
sistemler alaninda calisilmaya baslanmistir ancak bu alandaki ¢aligmalar ayrik ve
stirekli degiskenleri ayn1 anda iceren gergek diinya sistemleri i¢in yeterli degildir. Bu
tiir sistemlere standart bir yaklagim, bu modelleri siirekli ve kesikli degiskenlerle ilgili
farkli tanim bolgelerine ayirmaktir. Diger bir yaklasim ise modeli ayrik degiskenlerin
parcalarini yaklagimimlarla doldurarak ve ya siirekli degiskenleri ayrik duruma
getirerek sadece siirekli ya da sadece ayrik degiskenlere indirgemektir. Ancak bu
yaklagimlar, modeller i¢in dogru olmayabilirler. Modelin, siirekli ve ayrk
durumlarinin davraniglar1 arasinda farkliliklar olabilir. Ayrik durumdan stirekli
duruma gecerken degiskenin davramisindaki degsikliklerin tanimlanmasinda
problemler ortaya cikabilir. Hilger, stirekli ve ayrik degiskenleri ayni anda igeren
modellerin calisilmasini saglayan bir teori bulmak i¢in zaman skalasi teorisi

Kurmustur.



Zaman skalasi, 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan doktora teziyle [11]
tanitilmis ve Aulbach ve Hilger tarafindan bilim diinyasina sunulmustur [4]. Zaman
skalasi, ‘’Bilinmeyen fonksiyonun yeni tiirevlerini igeren diferensiyel denklemler
tanimlayarak ve yeni kalkiiliisii kullanarak alistigimiz diferensiyel denklemler
teorisini ve diskrit denklemler (fark denklemleri) teorisini birlestiren ve genellestiren
bir denklemler (dinamik denklemler) teorisi gelistirilebilir[12],[14]’" wvurgusu

yapilarak olusturulmustur.

Zaman skalasi1 iizerinde calisilirken zaman skalasini reel sayilar kiimesi
aldigimizda stirekli analiz, tam sayilar kiimesi aldigimizda ise ayrik analiz ortaya
cikmaktadir. Siirekli analizdeki ve ayrik analizdeki hemen hemen her sey (stireklilik,
tiirev, integral, sinir deger problemi ve tiimevarim gibi kavramlar) zaman skalasinda
tekrar tanimlanmigtir ve yeni kavramlar olusturularak bildiklerimizi daha ileri bir
diizeye tagima imkani saglanmistir. Bu sayede R de tanimli diferensiyel denklemler
veya Z de tanimh fark denklemleri i¢cin ayr1 ayri calismak yerine, reel sayilar
kiimesinin kapali bir alt kiimesi olan T zaman skalasinda tanimlanan genel bir

denklem g6z 6niine alinabilir.

Diferansiyel denklemlerin, fark denklemlerinin ve kuvantum denklemlerinin
(h-fark ve g-fark denklemleri) zaman skalasina tasinmasi[13] ile elde edilen
denklemin genellestirilmesi dinamik denklem olarak adlandirilir. Diferansiyel
denklem ve fark denkleminin dinamik denklem catisi altinda toplanmasi zaman
skalasinin birlestirme, ek olarak kuvantum denklemlerinin de dinamik denklem
olarak diigiiniilmesi ise zaman skalasinin genisletme 6zelligini ortaya koyar. Bu iki
ozelligi ile zaman skalasi lizerinde dinamik denklemlerin ¢alisilmasi, diferansiyel ve
fark denklemlerinden iki ayri1 sonu¢ elde edilmesini engeller [5]. Ayrica zaman
skalas1 sadece R ve Z i¢in degil ayn1 zamanda miimkiin diger uzaylar i¢in de sonug

verme imkani1 saglar.

Bu tezin ikinci boliimiinde zaman skalasi1 kavrami, zaman skalasi {izerinde A

ve V tiirevler ve bu tiirevleri tanimlayabilmek icin gerekli operatdrler tanitilmis ve tez



icerigini anlasabilir kilmak icin temel tammm ve teoremler verilmistir. Uciincii
boliimde ise diamond—o dinamik denklemler ele alinmistir. Bu amagla oncelikle A ve
V tiirevler ve integraller yardimi ile Diamond-—a. tiirev ve integral tanitilmistir. Tezin
ana boliimii olan dordiincii boliimde ise diizgiin zaman skalalari izerinde diamond—o

dinamik denklemler ele alinmistir.



2 ZAMAN SKALASINDA ANALIZ

Bu boliimde ilerideki calismalara temel teskil edecek olan zaman skalasinin
tamimi, delta(A) tiirevi, delta integrali, delta tistel fonksiyonu ve temel 6zellikleri ile
nabla(V) tiirevi, nabla integrali, nabla iistel fonksiyonu ve temel 6zellikleri hakkinda
bilgi verilecektir. Zaman skalasi analizi ile baglantili daha fazla bilgi i¢in [1,2,4,5]

referanslar1 okuyuculara destek saglayabilir.

2.1 Temel Kavramlar

Tammm 2.1. Zaman skalas1 (Time scale) reel sayilarin bos olmayan kapali
keyfi bir alt kimesidir ve T ile gosterilir[5]. R,Z,N,N, =N U {0} kiimeleri
sirastyla, reel sayilar, tam sayilar dogal sayilar ve negatif olmayan tam sayilar olarak
adlandirilir ve zaman skalasina 6rnek olarak verilebilirler. Farkli olarak [0,1] , [2,3] ,
N U [0,1] ve Cantor kiimesi gibi kapali alt kiimeler de birer zaman skalasidir.
Q R\Q,C, (0,1) kiimeleri ise zaman skalas1 degildir. Bir T zaman skalasi, reel

sayilarin standart topolojisine sahiptir.

Tamim 2.2. T bir zaman skalas1 olmak lizere, t € T igin
o: T — T ileri Sigrama operatorii
o(t) =inf{s € T:s > t}
p: T — T geri sigrama operatorii
p(t) == sup{s € T:s < t}
ile tanimlanir[5].
Eger t noktasi, T zaman skalasinin maksimum noktasi ise a(t) = t , t noktasi
T nin minimum noktas1 ise p(t) = t olarak tanimlanir. Eger o(t) > t ise t noktasina
sag yayimig nokta, eger p(t) < t ise t noktasina sol yayilmis nokta denir. t noktasi
hem sag yayilmis nokta hem de sol yayilmis nokta ise ayrik(yogun) nokta adini alir.
t <supT ve o(t) =t ise t noktasma sag yogun nokta, eger t > infT ve p(t) =t
ise t noktasina sol yogun nokta denir. Hem sag yogun hem de sol yogun noktalara

yogun nokta ad1 verilir. Bu nokta tanimlar1 agagidaki gibi gosterilebilir:
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® ty: yogun

t; p(t) =t =0a(t)
2 J o t,:  sol-yogun, sag-yayilmis
ty p(t) =t <a(t)

o 3 tz:  sol yayilmis, sag-yogun
ts pt) <t=oa(t)

® ® ®

ty: yayilmisg
i p(t) <t<a(t)

o (t) ileri sigrama operatorii ile tanecik fonksiyonu u(t) , p(t) geri sigrama
operatorii ile geri tanecik v(t) fonksiyonu tanimlanir:

w:T — oo, t > ut) =o0(t)—tve

viT — oo, t > v(t) =t — p(t) seklindedir[8].

Simdi T iizerinde A tiirev ve V tiirev tanimlayabilmemiz igin yine T den
iiretilen T* ve T, kiimelerini tanimlayalim. Eger T sola yayilimli bir m supremum
degerine sahip ise o zaman T* = T —m ; diger durumlarda ise T* = T seklinde
tanimlanir. T saga yayilimli bir n infimum degerine sahip ise 0 zaman T, =T —n ;
diger durumlarda ise T}, = T seklinde tanimlanir[5]. Ozetleyecek olursak;

T* = {']I‘ — supT, supT < oo ve supT sol yayilimli ise

T, diger durumlar
— {']I‘ —infT, —oo < infT ve infT sag yaytlimli ise
k= T, diger durumlar

seklindedir.

Ayrica T¥ = T* N T, seklinde tanimlhidir ve Diamond-alfa (0,) tiirev bu
kiime iizerinde tanimlanur.

Burada f: T — R bir fonksiyon olmak iizere f?: T — R fonksiyonu vt € T
icin f°(t) = f(a(t)) seklinde tammlanir ve f° =foo  seklindeki bileske



fonksiyondur ve fP:T — R fonksiyonu Vt € T i¢in fP(t) = f(p(t)) seklinde
tanimlanir. Burada fP = f o p seklindeki bileske fonksiyondur[5].

Ornek23. T=R veT =7 icin g, p, 1, v operatdrlerini inceleyelim.

i. T=R olsun. vVt € R igin
o(t) =inf{s e R:s >t} = inf(t,0) =t
p(t) ==sup{s € T:s < t} = sup(—oo,t) =t
ut)=oc(t)—t=t—t=0
vit)=t—pt)=t—t=0
p(t) =t =0(t) oldugundan ve Vt € R igin saglandigindan R tiim
noktalarinda yogundur ve her zaman u(t) = v(t) = 0 dir.
ii. T =7 olsun. vVt € Z igin
o) =infls€eZ:s>t}=inf {t +1,t+2,..,0} =t +1
p(t) :=sup{s € Z:s <t} =sup {—oo,..,t —2,t—1}=t—1
p =) —t=(t+1)—-t=1
vit)=t—-pt)=t—(t—1)=1

veVt € Zigin p(t) <t < o(t) oldugundan Z tiim noktalarinda yayilimlidir ve her
zaman u(t) = v(t) = 1dir.

Yukaridaki iki durumda da u(t), v(t) fonksiyonlar: sabittir. Her iki fonksiyon
da zaman skalasinda tiirevlerde kullanilir. Sabit ya da degisken olmasi farkli sonuglar

olusturacag i¢in bu iki fonksiyonun zaman skalasinda ayr1 bir 6nemi vardir.

Ornek 2.4. Asagida tamimlanan her bir T zaman skalasi igin o, p,u,v

operatdrlerini bulalim.

i. teT={2":ne€Z}u{0}olsun. t = 2" igin,
o(t) = inf{s € Z : s > t} = inf {2"*1,27%2, o0} = 2"*1 = 22" =2t
1 t
p(t) = sup{s € Z:s < t} = sup {—o,...,2""2 21} = pn-1 = > 2" = 5
u®) =ot)—t=2t—t=t

_ _ t t
V(t)—t—p(t)—t—i—i



ii. ’JI‘={%:neZ}U{O}ve‘v’tE’H‘olsun.tziiginnz%olur.

(t) =inf{s € Z:s >t} =inf ! ! - .t
o(t) = inf{s 1S = in {n—l'n—Z""}_n—l_l_l_1—t
t
1 1 1 1 t
t) = €EZ:s<t}= , = = =
p(6) = supls s<t) SuP{ n+2n+1} n+1 1+1 1+t
t
t t?
t)y=(t)—t=———-t=
u() = a(t) T—: 1T—:
t t?
t)y=t—plt)=t———=
v(©®) PO 1+t 1+t

iii. T={V¥n:neZ}u{0}veveeTolsun.t=3niginn =t olur.
o(t) =inf{s€Z:s >t} =inf{§/n+1,3\/n+2,...}= Wn+1=13e3+1
p(t) = sup{s € Z:s < t} = sup {...,i/n—Z,i/n—l}= Wn—1=13e3-1

u® =a)—t=Y3+1—t
vit)=t—pt)=t—Jt3 -1
iv. T={n3:n€Z}u{0}vevte Tolsun.t=n3i¢inn = Vtolur.

o(t) =inf{s €Z:s >t} =inf{(n +1)3, (n+2)3, ..} =(m+1)% = (Vt + 1)3
p(t) =sup{s€Z:s<t}=sup {..,(n—=2),(n—13}=(m-1)3 = t-1)3
pt) =c@®) —t=RFt+1)3 -t
v(t) =t —p(t) =t — (¥t - 1)

2.2 A veV Tirev

Bu boliimde farklr iki fonksiyon ile tanimlama yapacagiz. Bunlardan birincisi
o ileri sigrama operatdrii ile tanimlanan A tiirev, digeri ise p geri sicrama operatorii

ile tanimlanan V tiirevdir. Teoremlerin ispatlarini sadece A tiirev i¢in yapacagiz.



Tamm 2.5. f: T — R bir fonksiyon ve t € T*olsun. Bu durumda verilen her
€ >0 ve t noktasinin bir U= (t—=6,t+8)NT (§ >0) komsulugundaki her s
elemani i¢in
F(e@®) = F&]| = F2®).[0(t) = s] < &.]a(t) — s
olacak sekilde bir f2(t) sayis1 mevcut ise, bu sayiya f fonksiyonunun t noktasindaki
A (Delta) tiirevi denir. Bununla birlikte her teT* icin f2(t) tiirevi mevcut ise f’ye
T iizerinde A tiirevlenebilirdir denir ve f2: T — R fonksiyonu f nin T* iizerindeki

A tiirevi olarak adlandirilir[5].

Tammm 2.6. f/: T — R bir fonksiyon ve VteT; olsun. Bu durumda verilen
her € > 0 ve t noktasinin bir U = (t — §,t + §) N'T (6§ > 0) komsulugundaki her s
elemani i¢in
I[f(p@®) = F®]| = FT®.-[p(t) —s] < &.|p() — s
olacak sekilde bir fV(t) sayis1 mevcut ise, bu sayiya f fonksiyonunun t noktasindaki
V(Nabla) tiirevi denir. Bununla birlikte her teT), i¢in fV(t) tiirevi mevcut ise f’ye
T}, iizerinde V tiirevlenebilirdir denir ve fV: T, — R fonksiyonu f’nin T}, iizerindeki

V tiirevi olarak adlandirilir[1].

Ornek 2.7. A —tiirevin tek oldugunu gdsterelim. Bu amagla f: T — R bir
fonksiyonunun Vte T noktasinda f2(t) ve f2(t) gibi iki tane tiirevi oldugunu kabul

edelim. O zaman t noktasinin bir U komsulugu ve Ve> 0 i¢in

f(e@®) = fF(&] = F2®).[o(®) = 5| < ; lo(®) —sl, (a(®) #s)

ve

[f(e(®) = ()] = fA(®).[o(®) = 5] < 5-lo(@®) =sl, (a(t) # s)

yazilabilir. Bu esitsizliklerden hareketle,

. B fle@®) =) fle®)-fls) .
IF2@) = FA®)| = |20 - 0 =s ‘T en=s ~®
fle@®) - f(s) fle@®)—f(s) . € &
= o(t)—s _fA(t)‘-l_ o(t)—s A SE 27 °¢




olur. Buda f2(t) = f2(t) demektir. O halde A tiirevi tekdir.

Ornek 2.8. Eger, f: T — R fonksiyonu Vte T igin f(t) = c ise f2(t) = 0

dir. Gergekten A tiirevin tanimindan, Ve > 0 i¢in,
|f((e(®) = f(s) =0.(a(t) =s)| = |c —¢c| =0 < &.|o(t) — sl

olup, Vs € T igin yukaridaki esitsizlik dogrudur.

Eger, f: T — R fonksiyonu her te T i¢in f(t) =t olarak tanmimlanirsa,
f2(t) = 1 dir. Gergekten de bu durumda £ > 0 igin,
|f(cr(t)) —f(s)—1.(a(t) — s)| =|o(t)—s—(a(t) —s)| =0<e.|a(t) —s]|
dir.

Ornek 2.9. f: T — R, f(t) = t? olarak tanimlanan fonksiyonun Vt € T igin
A tiirevini bulalim.
Ve>0,Vs € (t—¢gt+¢), a(t) #sigin
f(a(®) = £() = fA®).[(a(®) — ]| = [(a2(t) = s2) = f2(®). (6(t) — 5)| =
lo(t) — s|. |(a(t) +5s)— fA(t)| < elo(t)—s| = |(0(t) +s) —fA(t)| <e
olur. & keyfi pozitif bir say1 oldugundan mutlak deger 6zelliginden f2(t) = a(t) +t

olarak bulunur.

Ornek 2.10. t € T* (¢t # infT) noktas: i¢in g(t) =t < o(t) ifadesinin
saglandigini, fakat o sigrama operatoriiniin t de A tiirevinin olmadigimi gosterelim.

Ve > 0igin 3§ > O vardirki s € U = (t — 6,t + §) oldugunda

|(a(a(t)) — 3(s)) = o4(®). (a(t) - s)| < e |a(t) — s
olur. Ancak s € (t — §,t] ise
|(J(J(t)) - J(s)) — FA). (a(t) — s)| < e |o(t) —s|
ifadesinde o(s) =s — t olur. se[t, t + &) ise a(s) =s - a(t) > t olur. Boylece;

a2 (t) degeri, sagdan ve soldan yaklasildiginda farkli degerler aldigindan t € T igin

o(t) nin A tiirevi yoktur.

Teorem 2.11. f: T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Bu durumda;

9



i. f,tnoktasinda A tiirevlenebilir ise f, t noktasinda siireklidir.
ii.  f,t noktasinda siirekli ve t sag yayilmis nokta ise 0 zaman f, t noktasinda A
tirevlenebilirdir ve

flo®) - f®

ACp) —
o= e

seklindedir.
iii. Eger, t noktasinda sag yogun ise f fonksiyonunun t noktasinda A

turevlenebilir olmasi ancak ve ancak

Y f@®) —f(s)
m————-
s>t t—s

limitinin sonlu olmasi ile mimkiindir. Bu durumda A —tiirev

fA(t) A Eirgf(tz :]SC(S)

seklindedir.
iv. f,tnoktasinda A tiirevlenebilir ise
fle®) = f® +u®.f4©)
seklindedir[5].
ispat:
i. f,t noktasinda A tiirevlenebilir olsun. € keyfi pozitif bir say1 oldugundan ¢ €
(0,1) alalim ve &* sayisini
e =e[L+]f20 +2u@®|]”
seklinde tanimlayalim. Bu durumda, €* € (0,1) dir. Tiirev tanimina gore Vs € U igin,
f(a®) = f(s) = [o(®) = s]. FA®)| < &*.|a () — s
olacak sekilde t noktasinin bir U komsulugu vardir. Vs € U N (t — €*,t + €*) igin
If@®) = fF&I = [{f(a(®) = f(s) = fA®). [0 () — s}
—{f(e®) = fF®O — u@®.fAO} + (£ = ). fAO)]
< e |o(t) —s| +e.u) + |t —s|.f2(1)
<e . [u@®+It—sl+ |20
<e 1+ |FA0]+2u®)] =¢

olur. Bu da f fonksiyonunun t noktasinda siirekli oldugunu gosterir.
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ii. f, t noktasinda siirekli ve t sag yayilmis nokta olsun. Siireklilikten
1 FE®) = f) _ fo®) = f(&) _ f(o(®) = f(5)
s>t o(t)—s o) —s u(t)
olur. Buradan & > 0 verildiginde Vs € U igin,
fle®)—f) fle®) = f(s) -
o(t) —s () h
olacak sekilde t noktasinin bir U komsulugu vardir. Dolayisiyla Vs € U igin,

flo®) - f©®
u(t) '

o(t)—s

< e lo(t) —s|

[f(e®) - F()] -

saglanir. Bunun anlami1

fle(®) - f(©®
u(t)

Ao =
demektir.

lii.  f,t noktasinda A tiirevlenebilir olsun. t sag yogun nokta ve & > 0 verilsin.

f, t noktasinda A tiirevlenebilir oldugundan, Vs € U igin,

[f(e®) = ] = FA©®.[0®) =5l < e.la(®) = 5]
olacak sekilde t noktasinin bir U komsulugu vardir. Vs €U igin o(t) =t
oldugundan,

[[f(c(®) = F()] = FA@®).[t —s]| < e. |t — 5]

yazilir. Burada s € U, t # s oldugundan yukarida ki esitsizligin her tarafin1 |t — s| ye

bolersek
f@© —f(s)
——s / )| <
oldugunu goriiriiz. Bu da,
fA(t) — lslirtlf(tz :]SC(S)

esitligini verir.
iv. Eger o(t)=t ise u(t)=0(t)—t=t—t=0 dirve
fle®) = f(&) = f(&) +u(®).f4()

yazabiliriz. Diger taraftan eger o (t) > t ise 0 zaman (ii) den

11



fle(®) - f©®

= = O+ @20

fle(®) = f(© +u®.

olur ki bu da (iv) ispatin1 tamamlar.

Teorem 2.12. f: T — R bir fonksiyon ve t € T olsun. Bu durumda;
i. f,tnoktasinda V tiirevlenebilir ise f, t noktasinda siireklidir.
ii.  f,t noktasinda siirekli ve t sol yayilmis nokta ise 0 zaman f, t noktasinda V

tirevlenebilirdir ve

f@) = f(p(©)
v(t)

'@ =

seklindedir.
iii. Eger, t noktasinda sol yogun ise f fonksiyonunun t noktasinda V

turevlenebilir olmasi ancak ve ancak

Y f(©)—f(s)
m———
st t—s

limitinin sonlu olmasi ile mimkiindir. Bu durumda

HORSIO)
—S

V — .
fH@) = lim—

seklindedir.

iv. f,t noktasinda V tiirevlenebilir ise

fle@®) = f©® —v®-f7 ()
seklindedir[5].

Ornek 2.13. T = R veya T = Z olsun. Bu durumda A tiirev;

i. EgerT=Rise
fA(®) = lim f—(tz — ﬁ ©_ e,
ii. EgerT =Zise
OO O _fCED=FO _ 1y = aree

u(t) 1
olarak bulunur.

12



Ornek 2.14. f: T —» R fonksiyonu igin asagidaki tanimlar1 kullanarak (i) ve

(i) i¢in f2(¢) tiirevini, (iii) ve (iv) i¢in £V (t) tiirevini bulalim.
. f® =0, T: ={Z:neNju{ohteT

1
. f@)=2T: =N2={Vn:neNy },teT

1 f(t) = t3,T: ={§:neNo},te11‘

1
iv. fO=t3T: =N ={¥n:neNy},teT

Coziim:

i. f@®)=a(), T: = {l:n € N} U {0},t € T\{0} igin her nokta yogun

n

oldugundan sag yayilmistir.

(=1 = =0 =0 t="
%_1 1—-t 1—t
1
__1-t _
olo®) =T =133
1—-t
() -0®  To7F T t
_olo —0 _1-2t 1-—-t _
i) = u(t) B t2 C1-2.t
1—-t

bulunur. Ozel olarak t = 0 i¢in

FO-f© _, o) _ T3

A . _
a(t)—?_r)r& 0—s $s50 S s =1
olur.
ii. f(t)=tT: =N2={Vn:n€eN,},t €T kimesine ait her nokta yogun
olup,
o(t) =t2+1=u) =c)—t=+t?2+1-t
t)) — f(t vtz +1) — f(t t2+1—t?
fA(t)zf(G()) f()zf( ) f()= N e
u(t) V2 +1-—t V2 +1—t
bulunur.

13



iii. f@)=t4T: = {2 :n €N, },t € T her noktada yogun olup

20—1 1
2 2
2t — 1) 1
f(t)—f(p(t))_tz_(tz ) _tz_tZH_E_Zt_
v ! - -

2t—1
p)=——=v()=t-p) =t-

7@ =

1
iv. f(©=t3T: =N ={¥n:neNy}teT,hernoktayogun olup

p() =3B —1=v(t)=t—pt)=t—3Jt3 -1
fO-fp®) _t - VeE—1) -

2 1
=3 —1)3+ (t3—1)3.t + t2
v(t) t—Vt3 -1 )3+ ( )

IMGE

olarak bulunur.

Ornek 2.15. Vn € N igin,

n
1
H, =0, H”:ZH (n €N)

k=1
ifadesi Harmonik Sayilar olarak adlandirilir. Buna gére zaman skalasini,

T = {H,:n € Ny} seklinde alalim. O zaman Vn € N igin
o(Hy) = Hpyq, p(Hp) = Hy_q, p(Ho) = Hy, ve u(Hy) yi bulmak igin

u(Hy,) = o(H,) — Hy

(H)—(1+1+1+ L. 1) (1+1+1+ +1)— !
) = 2 3T T T 2 3T ) T nAa

olur. Simdi T {izerinde tanimlanan f: T — R fonksiyonunun A —tiirevine bakalim.

f(a(t))—f(t):fA(H)z

fA(t) — f(G(Hn)) - f(Hn) _ f(Hn+1)1_ f(Hn)

u(t) p(Hy)

n+1
=+ D(f(Hn+1) — f(Hp))

olacaktir.
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Teorem 2.16.

i. fiT->R , tim t €T iizerinde A —tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

og(p(t)) =t sartim1 saglayan her t € Ty i¢in V —tiirevlenebilirdir ve

Y@ = Ap®)

seklindedir. Buna ek olarak f2, T¥ iizerinde siirekli ise herhangi bir t € T, noktas1
icin £Y(t) = f2(p(t)) saglanur.

. fiT->R , tim t € T, lzerinde V —tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

p(a(t)) =t sartim saglayan her t € T¥ igin A —tiirevlenebilirdir ve
fA@) = fY(a(®)
seklindedir. Buna ek olarak fV, T, iizerinde siirekli ise herhangi bir t € T* noktas:
icin fA(t) = fY(o(¢)) saglanur.
Ispat: [5]

Teorem 2.17. f,g: T — R fonksiyonlar1 t € T* iizerinde A tiirevlenebilir

olsunlar. Bu durumda

I. f+4+9:T—-R, tnoktasinda A tiirevlenebilirdir ve

(f + ) = fA(&) + g
seklindedir.

Ii.  Vcsabitiicin cf: T — R fonksiyonu t noktasinda A tiirevlenebilirdir ve

() =c.f2)
seklindedir.

iii.  f.g:T - R fonksiyonu t noktasinda A tiirevlenebilirdir ve
F. 94O = fA(0).90 + f(e(©).g*©®)

= f(©).g%(®) + (). g(a(®))
seklindedir.

iv. Eger f(t).f (a(t)) + 0 ise, % , t noktasinda A tiirevlenebilirdir ve

N A
(f> R NI C0)
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seklindedir.

v. Eger f(t).f (a(t)) # 0 ise, g , t noktasinda A tiirevlenebilirdir ve

({)A RO (Ol (ON R0
g 9®.9(s(®)
seklindedir[5].
Ispat: f,g: T — R fonksiyonlar1 t € T* iizerinde A tiirevlenebilir olsunlar.
i. €>0 olsun. Bu durumda, VseU; i¢in (f fonksiyonunun A

tirevlenebilirliginden),

f(e(@®) = £(s) = FAD). (0(®) = 9)| < ; lo(t) — 5|

ve Vs € U, i¢in (g fonksiyonunun A —tiirevlenebilirliginden),

€
19(a(®) = g(s) = g* (). (6(t) — 5)| < 5-lo(®) —s|
olacak sekilde t noktasimin U; ve U, komsuluklar1 vardir. U = U; N U, olsun. Bu

durumda her s € U i¢in
|(F+9)(e@®) — (f + () = [F2@®) + g* D). (6 (t) — )|
= |f(e(@®) = f(s) = FA(®). (a(®) —5) + g(a(®)) — g(s) — g*(®). (6 (2) — 5)|
<|f(e@®) = f(s) = f2®).(a(®) — )| + |g(a(@®) — g(s) — g*(®). (c(t) — )|
< ; l6(t) — s +§. l6(t) — s
= e.]o(t) — s
yazilabilir. Béylece f + g: T — R, ¢ noktasinda A tiirevlenebilirdir ve ¢ noktasinda

(f + 9)2(®) = F2(t) + g(¢) saglanur.

ii. f, A tirevlenebilir oldugundan tanimdan Ve > 0 igin t nin bir U komsulugu
vardir ki ¢ # 0 i¢in
[f(a(®) = f(s) = fA®). (6(®) = 5)| < I%I lo(t) — s
yazilabilir. Tirevlenebilir iki fonksiyonun c¢arpiminin A tiirevlenebilirliginden
(Burada c yi sabit bir fonksiyon gibi diisiinebiliriz.)

(cf). (6(®) = (c)(s) = (/D). (o)) — 5]
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= [c(a(®). F(o(1) = c(s). £ (5) = A(B). FA(). (o(8) = )]
=|c(£(e(®) = £()) = 0.£2(0).(o(t) = 5)
= Icl. If(a(t)) — £(s)]

=lcl..lo(t) —s| = &.|a(t) — 5]

| |
dir. Burada c(a(t)) = ¢, c(s) = c ve c2(t) = 0 dir. Buda
(cH2(t) = c. fA(t) oldugunu verir.

ii. €€(0,1) alahm ve & =e[lf(®O+|g(c®)]|+ |gA(t)|]_1 seklinde &*
tanimlayalim. Bu durumda &* € (0,1) olur ve asagidakiler olacak sekilde t nin Uy,U,
ve U; komsuluklar1 vardir. Tim s € U; igin

£(0(®) = £(5) = FA(D). (a(8) = )| < £ 0 (®) — 5|
ve tim s € U, igin

lg(a(®) — g(s) — g*(®).(a(t) = 5)| < €".]a(t) — ]
dir. f, t noktasinda A tiirevlenebilir ise sitireklidir. Tiim s € Us; igin

f®—=fs) ¢

yazilabilir. Simdi U = U; N U, N U ve s € U alalim. Bu durumda,
|F9)(0(®) = F) = [FADg(e®) + F()FA D] (0(®) — )|
=|[f(e(®) = £() = FAWD- (a(®) — 9)]g(a(®))
+[g9(a(®) — g(s) — g*(®). (a(®) = ]f(®)
+[9(c(®) — g()g*(®). (a(®) = ].[f(s) — f(B)]
+(a(t) = ). g%(©). [f(s) - FO]|
< &' |o(t) —s|. |g(a(t))| + e o) —s|. |f@®)] + €. |a(t) — s|
+ &*. |o(t) — s|. |gA(t)|
= e".|o(®) = sI.[lg(c®)| + IfF O] + & +|g*®)]]
<& |o@® —sl.[1+|g(a®)] + IfF O + |g*©®)]] = . 1o (®) — s

olur. Bu da t noktasinda (fg)® = f2g + f°g* esitligini verir.

iv.  f,t noktasinda A tiirevlenebilir ise

lim M fA(t)

st t —
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dir. Buradan

11 _fla®) = f(s)
fle®) FO _ . fe®)f6)
s>t t—s st o(t)—-s

:<H flo®) - f(s)) <1 -1 ) SO
s»t o) —s =t f(6®)f®)  fe®)F®

yazilir.

V.
(g)A (t) = (f%)A t) = f(t).( ) ©) + FA@). ( (t)> °(a(D))
:f(t)_<_L> fA( t).

g(a(i))-g(t) g(c®) (t))
_ g-(t) ) A
/ (t)'<g(o(t)).g(t) ! ()g( ©)

_f®.90 - f®.9°©®
9(®.9(c(®)

elde edilir.

Teorem 2.18. f,g:T —» R fonksiyonlar1 t € T* iizerinde V tiirevlenebilir
olsunlar. Bu durumda
i. f+4+g9:T—-R, tnoktasinda V tiirevlenebilirdir ve
F+'®=r"®O+g"®
seklindedir.

ii.  Vcsabitiigin cf: T — R fonksiyonu t noktasinda V tiirevlenebilirdir ve

H'E) =c.fY ()
seklindedir.

iii. f.g:T - R fonksiyonu t noktasinda V tiirevlenebilirdir ve
F.'® =£'®.90 +f(p(®)-g"(®)

=f(@©.4"® + 7). g(p®)
seklindedir.

iv.  Eger f(t).f(p(t)) # 0 ise, ]lc , t noktasinda V tiirevlenebilirdir ve
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NP A0
7 ©=-7orem

seklindedir.

v. Eger g(t). g(p (t)) # 0 ise, g, t noktasinda V tiirevlenebilirdir ve

(z)v o =109~ f©.8°®)
9®.9(p(®)
seklindedir.
Ispat:[5]

Ornek 2.19. x, y, z fonksiyonlar1 t noktasinda A tiirevlenebilsin. Bu durumda
t noktasinda
(xyz)® = xPyz + x9y"z + x°y°z"
oldugunu gosterelim ve bu durumu n tane fonksiyon i¢in genellestirelim.
(xy2)* = (x9)°z + (x)72% = (x®y + x7y")z + x7y° 2"
= x%yz + x9yz + xy°z*

olur. Simdi bu formiilii n tane fonksiyonun ¢arpimi i¢in genellestirelim.

(X1Xp%3 . o . xp) = XD x50 o oy X058, . xp . +xIxS. x0T xh
olur. Bunu daha da kisa olarak,
n A n k-1 n
| | _ | | o|.A | |
k=1 k=1 \i=1 i=k+1

seklinde gosterebiliriz.

Ornek 2.20. f fonksiyonunun (n + 1) inci dereceden A tiirevini bulalim.

2= D2=FAF+fof2=(f + £Of2 bulunur.

Buradan n € N i¢in
S = 2 (PR
k=0

elde edilir.

Teorem 2.21. c keyfi bir sabit ve m € N olsun. Bu durumda
19



i f@=(C—c)mise
m—1
A1) = 2 (o(t) —c).(t —c)m V1

1
(t—c)m

i. g = ise

m-1
1
g% (0 = - ; COED AL

seklindedir.
Ispat:[5]

Ornek 2.22. Asagida verilen ifadeler i¢in A ve V tiirevlerin nasil
bulundugunu inceleyelim.

1

i. f(®)=t3T= Ng icin f fonksiyonunun A tiirevini bulalim.
a(t) =Vtz2+1 olup f(t) =(t—0)? formunda yazilirsa, m = 2,a = 0 olur. Bu

durumda istenenler yerine yazilirsa,
1

FAO) = (3 = ) (0(0) = 0)7. (6= 0)> 1

v=0
1

- z (M)v 1Y

v=0

=t+4t?+1
i. f()=t3T= %NO i¢in f fonksiyonunun V tiirevini bulalim.

1
p(t)=t—§, m=2a=0

1O = ()7 = ) (p(t) = 0. (¢ = 0y i
v=0

N o 1

= (t—i) .t —Z.t—z

1
v=0
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Sonug¢ 2.23. t€TX ve f:T — R olsun. Bu durumda f fonksiyonunun t
noktasinda A tiirevinin var olmasi V tiirevinin de var oldugu anlamina gelmez. Ayni
sekilde f fonksiyonunun t noktasinda V tiirevinin var olmasi A tiirevinin de var
oldugu anlamina gelmez[ 14].

Ispat: T = [—2,—1] U [0,1] zaman skalas1 igin

F(£) = {tsin(%), t+0
0 , t=0

fonksiyonu olmak iizere bu f fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir ve 0 € T noktasinda
sag yogun, soldan yayilimlidir. f, t noktasinda siirekli ve t noktasi sol yayilimli ise 0
zaman f, t noktasinda V —tiirevlenebilirdir. Bundan dolayr f fonksiyonu 0

noktasinda V —tiirevlenebilirdir. Fakat 0 noktasinda

y f@®) —f(s)
m———-—-—--
s>t t—s

sonlu bir limiti yoktur. Boylece f, 0 noktasinda A —tiirevlenebilir degildir.
T =[-2,—-1] U [0,1] zaman skalasi alindiginda ayn1 f fonksiyonu i¢in A

tiirevi olup V tiirevi olmamaktadir.

Tamm 2.24. f:T - R fonksiyonunun ikinci A ve V tiirevleri icin, f2 nin
(T*)* = T** iizerindeki A tirevinden ve fY min (Ty); = T,z Ttzerindeki V
tirevinden bahsedecegiz. f2 nin (T¥)* = TK* iizerindeki A tirevi f4 =
(FO2: T > R seklinde, benzer sekilde daha yiiksek mertebeden tiirevler,
AT 5> R seklinde tammlanir. £Vnin (Ty)y = T2 iizerindeki V tirevi fVV =
(fY)V: T,z > R seklinde, benzer sekilde daha yiiksek mertebeden tiirevler,
f V":Tyn = R seklinde tammlanur. Ayrica t € T igin,
a(a@®)=0’®) ve p(p®)=p*®)
veya genel olarak n € N i¢in p"(t) ve o™(t) yukarida ifade edildigi gibi
tanimlanabilir. Ayrica yukaridaki tanimlamalar i¢in,
p°(t) =o’(t) =t
=
T+ =T
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esitlikleri vardir.

Ornek 2.25. Keyfi bir zaman skalas1 i¢in asagidaki fonksiyonlarin sirasiyla

ikinci mertebeden tiirevlerini bulalim.
. 2 a
i fO=1 O =0 O =(r®) =0
. 2 v
i f@=tfO=1"0O=(0) =07=0

i O =1 0 =t+o(@, 20 = (FPO) =T+ o)
=1+ o(t)

Ornek 2.26. Asagida belirli bir zaman skalasiyla verilen fonksiyonun

sirasiyla ikinci mertebeden V tiirevini bulalim.
f)=t? T= %NO ise £V tiirevi bulalim.

p(t) =t —= olup f7(t) = 2.t — 2 idi.

v v

Sonug 2.27. f ve g fonksiyonlar: ikinci mertebeden tiirevlenebildikleri halde

f. g c¢arpim fonksiyonu genelde ikinci mertebeden tlirevlenemeyebilir.

i. Eger f ve g fonksiyonlarinin A tiirevleri de A tiirevlenebiliyorsa, yani ikinci
mertebeden A tiirevlenebilir ise ve 9, A tiirevlenebilir ise
((F. D =g+ 120" =fg+ [ g" +fo7. g%

— fAA-g + (fAO' +f"A)-gA + faa_gAA
seklindedir.

ii. Eger f ve g fonksiyonlarmin V tiirevleri de V tiirevlenebiliyorsa, yani ikinci
mertebeden V tiirevlenebilir ise ve f7, V tiirevlenebilir ise
((f PN =" g+fP.gN" =f".g+f".g"+[PP.g"
=g+ P+ fPY).g" + fPP. g™
seklindedir.
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Teorem 2.28(Leibniz Teoremi). S,E") ile k tane o, n — k tane A igeren tiim

kombinasyonlarin kiimesini gosterelim. Eger, VA € S ,En) icin 4 mevcut ise Yn € N

i¢in,
n
K
=) D 1] g
k=0 \ pes™
saglanir.

Ispat:[5]

Ornek 2.29. Eger, T =R ise VA € S,En) i¢in fA = f(™=K) olacaktir. Burada

f™, f fonksiyonunun klasik n. tiirevi olarak ifade edilir. Bu durumda S,E") kiimesi

!
|S’En)| 4 (Z) ~n —T;c)!.k!

seklinde olacaktir. Dolayisiyla

Z A = Z FO1 = f-k) z 1= (:)f(n—k)

n) n) [€D)]
A€S A€Sy; A€S,

olarak bulunur. O halde,

n n
k n -
G =D D g =) (1) fr g™
k=0 Aesl(cn) k=0

olur.

2.3 A veV Integral

A ve Vintegrallenebilir fonksiyonlari tanimlamak igin iki temel tanim ile
baslayacagiz. Bu konu ile baglantili daha fazla bilgi i¢in [3,10] referanslart
okuyuculara destek saglayabilir.
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Tamm 2.30. Eger f: T — R fonksiyonunun T iizerindeki tiim sag yogun
noktalarda sag tarafli limitleri var(sonlu) ve T iizerindeki tiim sol yogun noktalarda

sol tarafli limitleri var(sonlu) ise bu f fonksiyonuna regulated fonksiyon denir.

Tamm 2.31. Eger f: T — R fonksiyonu, T iizerindeki sag yogun noktalarda
stirekli ve T tizerindeki sol yogun noktalarda sonlu limite sahip ise bu f fonksiyonuna
rd-szirekli fonksiyon, sol yogun noktalarda siirekli ve T deki sag yogun noktalarda
sonlu limite sahip ise bu f fonksiyonuna ld-siirekli fonksiyon, hem sag hem sol yogun
noktalarda siirekli ise bu f fonksiyonuna rl-sirekli fonksiyon denir. f: T — R
fonksiyonlarin kiimesi rd-siirekli, |d-stirekli, rl-siirekli ise sirasiyla

Cra = Crq(T) = Crq(T,R)
Cia = Cq(T) = Cq(T, R)
Cr = C(T) = G (T, R) = C4(T,R) N Cy(T, R)
ile gosterilirler. Tiirevleri de rd-siirekli ise C',.4, |d-siirekli ise C1,, , rl-siirekli ise

C1,, seklinde gosterilir.

Ornek 2.32. o, p, 1 operatorlerinin siirekli, rd-siirekli ve regulated olup
olmadiklarini inceleyelim.

o operatori i¢in:

i. o(t) =inf{s € Z : s > t} her zaman siirekli degildir.
ii. Sag yogun noktalarda o(t) =t oldugundan o(t) nin sag yogun noktalarda
stirekliligi vardir. Sol yogun noktalarda ise o(t) sonlu olup o (t) rd-siireklidir.
iii. o(t) € T oldugundan sag ve sol yogun noktalarda sonlu limite sahiptir. Bu
yiizden o (t) regulateddir.

p operatorii i¢in:

i. p(t) =sup{s € Z:s < t} her zaman siirekli degildir.
ii. Sag yogun noktalarda p(t) <t oldugundan siirekli degildir. Sol yogun
noktalarda ise o(t) = t olup p(t) rd-siirekli degildir.
iii. p(t) € T oldugundan p(t) regulateddir.

U operatorii i¢in:
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i. u(t) =a(t) —t olup o(t) her zaman siirekli olmadiginda u(t) her zaman
stirekli degildir.
ii. p(t) sag yogun noktalarda siirekli ve p(t) = 0 dir. Sol yogun noktalarda ise
o(t) —t < oo olmasindan u(t) < oo sonlu limite sahiptir. u(t) rd-stireklidir.
iii. wp(t) regulateddir.

Teorem 2.33. f: T — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

i. f sirekli ise rd(ld,rl)-stireklidir.
ii. frd(ld,rl)-stirekli ise f regulateddir.
iii. o operatorii rd-siirekli(p operatorii 1d-stirekli)dir.
iv. f sirekli bir fonksiyon olmak iizere g: T — R fonksiyonu regulated veya
stirekli ise f o g bileske fonksiyonu ayni 6zellige sahiptir.[5]
Ispat:

I. f siirekli ise her noktada sonlu limiti vardir. Dolayisiyla rd- siirekli dur.

ii. f rd-siirekli ise f nin sol yogun noktalarda sonlu limiti var ve sag yogun
noktalarda siirekli fonksiyonun siirekli oldugu noktalarda sonlu limiti olacagindan f
regulateddir.

lii. o operatoriiniin rd- stirekli oldugu 6nceki 6rnekte gosterildi.

iv. f regulated ise sag ve sol yogun noktalarda sonlu limite sahiptir. Sag yogun
noktalar i¢in o(t) =t oldugundan, f(t) = f(o(t)) yazilabilir ve f = f olur.
Dolayistyla f¢ de sonlu limite sahiptir. Sol yogun noktalar igin t sol yogun nokta
olsun. Bu durumda o(t) ya sag yogun ya da sol yayilimlidir. o(t) sag yogun ise f
regulated oldugundan £°(t) = f(o(t)) < o olur,

v. f siirekli ve g regulated olsun. t sag veya sol yogun ise g(t) < co dur ve

f(g(®)) < o olup f o g bileske fonksiyonu siirekli veya regulated olur.
Tammm 2.34. f: T — R, D (Tiirevlenebilirlik Bolgesi) {izerinde siirekli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda T*\D kiimesi sayilabilir ve sag yayilmis nokta

icermiyorsa f fonksiyonuna t € D noktasinda pre-tiirevlenebilir denir (D c T*)[5].
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Teorem 2.35. Kompakt bir aralik iizerinde tanimli her regulated fonksiyon
stirhidir[5].

Ispat: f:[a,b] — R fonksiyonu sinirh olmasm. Vn € N igin |f(t,)| >n
olacak sekilde t, € [a,b] vardir. {t,:n € N} c[a,b] oldugundan {t,, }ren

seklinde yakinsak bir alt dizisi vardir. Yani 3¢, € [a, b] i¢in ;}Elgo tn, =to olur. T
kapal1 ve {tnk:k € N} Cc T olmasindan t, € T dir. klim tn, =to oldugu icin t,

yogun nokta olamaz ve dolayisiyla bu t, noktasina alttan ve ya iistten yakinsayan
birer dizi vardir. Bu durumda t — ¢, i¢in, f(t) nin regulated olmasindan sonludur.

Bu da bir ¢eligkidir.

Teorem 2.36.(Ortalama Deger Teoremi) f ve g fonksiyonlart T de taniml
ve ikisi de D iizerinde pre-tiirevlenebilir reel degerli fonksiyonlar olsunlar. Bu
durumda vVt € D igin

IFA(0)] < g*@®)
ise Vr,s € T,r < s i¢in,

If(s) =fF(MI < g(s) —g()

esitsizligi saglanir[5].

Sonug 2.37. f ve g, D bolgesinde pre-tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda

I.  Eger U ug¢ noktalar1 r, s € T olan kompakt bir aralik ise

F@ -1 ={ sup [PPol}ls -7

teUKND
esitsizligi saglanir.
ii. VteDicin f2(t) = 0ise, f sabit fonksiyondur.
iii. Vvte€ Digin f2(t) = g®(t) ise, 0 zaman Vt € T igin
g =f@®)+C
dir. Burada C sabittir.
Ispat: [5]
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Tammm 2.38. f:T — R  fonksiyonu regulated olsun. Bu durumda F
fonksiyonu f nin pre-antitiirevi ve C keyfi bir sabit olmak ftizere, f fonksiyonunun

belirsiz integrali

ff(t)At =F({t)+C

seklinde tanimlanir. Cauchy integrali vr,s € T igin

[ rac=re) - Fo)

seklindedir. Bir F:T — R fonksiyonu, Vvt € TX i¢in FA(t) = f(t) sartim

sagliyorsa F fonksiyonuna f: T — R fonksiyonunun antitiirevi denir.[5]

Ornek 2.39. T=7Z ve a # 1 olsun. Bu durumda
f atAt
T = Z oldugundan f2(t) = Af(t) yazilir. Buna gére a # 1 sabiti igin

at A at at*l — gt
a—1 a—1 a—1

at
fatAt= +C
a—1

belirsiz integralini hesaplayalim.

esitligi yardimiyla

olur. Burada C keyfi bir sabit sayidir.

Ornek 2.40. Eger T=7Z , k#1 ve a€ R olmak iizere asagidaki
esitsizlikleri gosterelim.
I.

(t a) 1
kA —
f(t+a) t= K +C
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Coziim:
I

A <(t + a)k“) _(t+a+ DFF — (t + a)k*?

k+1 k+1

U=y

=ﬁ[(t+a+1)"—((t+a)(t+a—1)(t+a—2)...(t+a—k))]

— +

=ﬁ[(t+a+1)(t+a)(t+a—1)...(t+a—k+1)

+

—(t+a)(t+a—-1D(t+a—-2)..(t+a—k))]

[y

=m[(t+a)(t+a—1)...(t+a—k+1).((t+a+1)—(t+a—k))]

— +

:m[(t+a)(t+a—1)...(t+a—k+1).(k+1)]

—+

= (t+a)*
Bu esitligin her iki tarafinin integralini alirsak,

(t + a)k*?
kA —
f(t+a) t % r1 +C

bulunur.

ii.  Benzer sekilde,

A( t )z(t+1)_( t )_(t+1)“+1 t*t (@t + Dt -t (t—a)

a+1 a+1) \a+1) T(a+2) T(a+2) T'(a+2)
_(a+Dt*  (a+Dt* ot ot
T T(a+2) _(a+1)F(a+1)_F(a+1)_(a>

oldugundan, ifadenin saglandigini goriiriiz.

Teorem 2.41.(Antitiirevlerin Varhgi) Her rd-siirekli fonksiyon antitiireve
sahiptir.(Her Id-siirekli fonksiyon anti tiireve sahiptir.) Ozel olarak t, € T ise, t € T

igin f fonksiyonunun antitiirevi olan F fonksiyonu

F(t):= f f(D)AT

seklinde tanimlanir.

Ispat: [5]
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Teorem 2.42. Eger f € C,4 Ve t € T¥ ise asagidaki integral
a(t)
| r@s=wore
t

seklindedir.[5]
Ispat: Bir nceki teoremden f nin F gibi bir antitiirevi vardir ve
a(t)
| r@ac=Fe®) - F©) = OF® = kOF ©
t

seklindedir.

Teorem 2.43. Eger f € C;y Ve t € Ty ise asagidaki integral

t

[ r@ve=vro
p(t)
seklindedir.

Ispat: [5]

Teorem 2.44. Eger a,b,c e T,a ER ve f,g € Crq (f,g € C;yq) Olsun. Bu

durumda;
i.

b b b
] [F(6) + g(D]At = j FOAE+ f g(DAt

b b b
( f F(6) + g(O)]Ve = f FOVE+ f g(t)w>

b b b b
f @)®At = a f f(OAL ( f @)Vt = a f f(t)Vt>

b a b a
aff(t)At = —bff(t)At (! f(OVt = —bff(t)w>
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iv.

ff(t)At = ff(t)At+ff(t)At <ff(t)Vt = ff(t)Vt+ff(t)vt>

V.

S

b
F(o(©)g* At = (fg)(b) — (fg) (@) — f FA0)g(DAL

N —
CR—_—

b
flp@®)g" At = (fg) () — (fg)(a) — f f V(t)g(t)Vt)

<.

b
£ O = (Fg)(b) - (fg) (@) — j A0 g(o(0)at

/‘\Q“c‘

b b
f f@®g" OVt = (fg)(b) — (fg)(a) — f fv(t)g(p(t))Vt>
i

f)At =0 <] fVt = 0)

Ispat: [5]

Q‘\g <

Teorem 2.45. Vt € [a, b) olsun. Bu durumda
. |f(@®)| < g(t) ise asagidaki esitsizlik

b
< fg(t)At

b
f f(OAE

seklindedir.

ii.  f(t) = 0ise asagidaki esitsizlik
b
f f(At =0
a
seklindedir.
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Ispat: [5]

Teorem 2.46. a,b € T ve f € C,4 olsun. Bu durumda;

i. EgerT=Rise

b b
f f(H)At = f f(Odt

dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

Eger [a, b] yalnizca yogun noktalar igeriyorsa,

f Z u@®f ) a<bise
t€la,b)
b
[rwac={ o a=bise
a
— Z u@®)f(t) a>bise
\  té[ba)
iii. Egerh>0i¢inT = hZ = {hk: k € Z} ise,
( %_1
Z fk)h  a<bise
o
=n
b
[ rwac={ o a=bise
@ a
71
- Z fk)h  a> bise
L k=g
iv. Egeri¢inT = Z ise
( b—-1
f(t) a<bise
b t=a
Jf(t)At=< 0 a=bise
a
a—1
—Z f(® a>bise
\ t=b




seklindedir.

Ispat: [5]

Teorem 2.47. a,b € T ve f € Cy4 olsun. Bu durumda;

Eger T = R ise

/

b
F(OVt = f f(Odt

dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

Eger [a, b] yalnizca yogun noktalar igeriyorsa,

b
[ reywe=

Egerh > 0i¢in T = hZ =

b
J FOVE =4

( z v(t)f(t) a<bise
te(a,b]
\ 0 a =bise
— Z v(t)f(t) a>bise
\ te(b,a]
{hk:k € Z} ise,
,

b
h
Z fk)h  a<bise

Egericin T = Z ise

k=%+1
0 a=bise
a
h
- Z fk)h  a> bise
=
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b
Z f(t) a<bise

t=a+1

b
ff(t)At=< 0 a=bise
a

— 2 f(t) a>bise

\ t=b+1
seklindedir.
Ispat: [5]

Ornek 2.48. a € T alalim. Burada, T keyfi bir zaman skalas1 olmak iizere,
t
fms:t—a (t—a)=tt—-at=1-0=1)
a
seklindedir. Ayrica t € T olmak lizere T = R ise

t t
tZ
As = | sds =—
J~S S J~S S )
a a

seklindedir. Eger T = Z ise

t -
<« (t— 1)t

fsAs=Zs=o+1+2+---+(t—2)+(t—1) =

a s=0
seklindedir. Eger T = hZ ise

t t t
t 71 £-1 £-1 t
jsAs= f(sh)h=ZShZ=hzzS=h2<0+1+2+~--+<ﬁ—1)>
a k=0 k=0 k=0

£ Ntl 1

— h2(_ _ [ _
=h <h 1)h2 7 (£t

seklindedir. T = [0,1] U [2,3] ise

olarak bulunur.
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Teorem 2.49. f, 2, fV fonksiyonlar siirekli olsunlar. Bu durumda asagidaki

ifadeler;
.
[t 14 t
f f(t,s)As| = f(a(t),t) + f f2(t,s)As
i,
[t 1v t
[ rwsns| =reow.pen+ [ 17 @ sras
i,
t A t
[f (&, 9)Vs| = f(a(6),a(®)) +ffA (t,s)As
iv.
t v t
[rwsws| =rew.0+ [ £ @svs
seklindedir.

Ispat: [5]
2.4 A veV Ustel Fonksiyon

Bu kisimda zaman skalasi {izerine tanimlanan genellesmis A ve V {istel
fonksiyonlarin tanimlarim1 ve Ozelliklerini verecegiz. Zaman skalasinda {istel

fonksiyonlarla ilgili sonuglara ulagsmak i¢in [5,6] kitaplarina bakilabilir.

Tamim 2.50. h > 0 i¢in Hilger karmasik sayilar

1
C,L=9z€eC: ——
h {z A= h}

ile tamimlanir. h = 0 ise C, = C ile verilir.

Tanim 2.51. h > 0 i¢in Hilger tam sayilar1
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th{ZE(C: —%<Z<%}

ile tanimlanir. h = 0 ise Z, = C ile verilir.

Tamm 2.52. h > 0 olmak iizere silindir (£,) ve v —silindir (§,,) doniistimleri:
i & Chy — Ly igin §4,(2) =~ Log (1 + zh),
i, &:Cp > Zy isin §,(2) = —+ Log(1 — zh),

ile tanimlanirlar. h = 0 i¢in Vz € C olmak iizere &,(z) = &,(z) = z dir.

Tamim 2.53.
i. Eger p: T — R fonksiyonu ¢t € T* i¢in
1+p@®p@) #0
kosulunu sagliyorsa p(t) fonksiyonuna regresif denir. Tiim rd-siirekli ve regresif
fonksiyonlarm ailesi R ile gosterilir. p € R ise s,t € T igin genellesmis A iistel

fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanir:
t
ep(t,s) = exp ffu(r) (p(r))Ar
S

ii. Eger q: T — R fonksiyonu t € T}, igin
1—v(t)q(t) #0
kosulunu sagliyorsa q(t) fonksiyonuna v — regresif denir. Tiim ld-siirekli ve v —
regresif fonksiyonlarin ailesi R,, ile gosterilir. ¢ € R ise s, t € T i¢in genellesmis V

iistel fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanir:

t
eq(t,s) = exp f S (a(@)Ve

Tanim 2.54.

i. p € R icin birinci mertebeden lineer y2(t) = p(t)y(t) dinamik denklemine

regresif dinamik denklem denir.
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ii. p €R, igin birinci mertebeden lineer yV(t) = p(t)y(t) dinamik denklemine

v-regresif dinamik denklem denir.

Teorem 2.55.
i. to €T ve y2(t) = p(t)y(t) dinamik denklemi regresif olsun. Bu durumda A
tistel fonksiyonu e, (t, to)

yA(©) = p®y (), y(ty) =1

baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir.

ii. ty €T ve y'(t) = p(t)y(t) dinamik denklemi v-regresif olsun. Bu durumda
V iistel fonksiyonu &, (t, ty)
y'(®) =p@®y@®), y(t) =1
baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir.

Ispat: [5]

Teorem 2.56.

i.  p fonksiyonu siirekli ve regresif olsun. Bu durumda

ep(t, to) = é pP (t, to) y

1+pPv

ii.  q fonksiyonu siirekli ve v-regresif olsun. Bu durumda

é,(t,tg) =e 4o (t,to)

1+q%u
esitlikleri saglanir.

Ispat: [5]

Teorem 2.57. p € R N R, olsun. Bu durumda

1

- p _ .
b e (t.5) = 1+pP(to)v(to)’

1 p —
1+pP ()v(t) ep(t,to) Ve e, (to,to) =

i 80(t,to) = 1= p(()eq(t,to) Ve & (to, to) = 1— plte)v(to)
esitlikleri saglanir.

Ispat: [5]
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3 DIAMOND-a DINAMIK DENKLEMLER

Tezin bu kisminda ilerideki ¢alismalara temel teskil eden standart A ve V
tirevlerinden bagimsiz olarak diamond—a tiirevin tanimi verildi ve A ve V tiirevleri
ile baglantili diamond—a tiirevin temel Gzellikleri incelendi. Bu konu ile baglantili

daha fazla bilgi igin [6,7,9,15,16,17] referanslar1 okuyuculara destek saglayabilir.
3.1 Diamond-a Tiirev

Tamm 3.1. T bir zaman skalasi, f: T — R bir fonksiyon ve t € T¥ olsun. Bu
durumda « € [0,1] olmak iizere Ve > 0 verildiginde 3§ > 0 igin ¢t noktasinin bir U

komsulugundaki her s elemani igin u;s = a(t) — s ve vz = p(t) — s olmak tlizere

|alfo(®) = F($)ves + (1 = DIfP() = F()Ipes — FO*ObtesVes| < elptesvisl

esitsizligi saglanirsa f%(t) ifadesine T¥ iizerinde f fonksiyonunun diamond- e tiirevi
denir[7].
Diamond-a tiirevi tiirevlerinde oldugu gibi tek tiirlii belirlenir. Gergekten

Ve > 0 verildiginde t’nin U; ve U, komsuluklarindaki her bir ¢,(t) ve ¢,(t)
degerler olmak iizere Vs € U, i¢in

la[f7@) = fF()]ves + (1 = ) [fP () — F()]ptes — P1(E) pesVes| < lpesvesl
ve Vs € U, igin

la[f7@) = fF()]ves + (1 = ) [fP () — F()]ttes — P2(6) pesVes| < luesvisl

yazilabilir. Ve > 0 i¢in g, = Zolsun. Bu taktirde Vs € U = U; N U, igin

|p1(t) — ¢2(t)||.utsvts| = |1 (O thesVes — P2 (t).utsvtsl
= lalf?@®) = f()]ves + X = D[fP () — f()]ues — P1(8) tesVes
—(alf?@) = f()]ves + (1 = ) [P (&) = f()]pes — P2 (O tesves)|
<la[f?(t) = f()]ves + (1 = )[fP () — f()]ues — P1 (O pesVes]
+Halfo@®) = f($)]ves + (1 = a)[fP(€) — f($)]ptes — P2 (O pesves|
< &ullesVes| + elbesVes| < €lptesves]
elde edilir. Boylece |¢,(t) — ¢, (t)| < & ve e = 0 iken ¢, (t) = ¢, (t) olur[14].
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Teorem 3.2. a € [0,1] olmak iizere f fonksiyonunu t € T de A ve V
tiirevlenebilsin. Bu durumda f fonksiyonu t de ¢, tiirevlenebilirdir ve
fla(@®) = aft(®) + (1 —a)f'(t)
seklindedir[7].
Ispat: f2(¢t) ve fV(t) tiirevleri mevcut olsun. Boylece Ve > 0 verildiginde
t’nin U; ve U, komsuluklarindaki Vs € U; i¢in
[F7®) = F()] = FAWO 1| < elpes]
ve Vs € U, icin
ILFP () = ()] = FY()ves| < elvgs]
yazilir. Bu takdirde Vs € U; igin
|a[fo(t) r f(S)]Vts T afA(t)Vts.uts| < agltutsvtsl
ve Vs € U, igin
|(1 r a) [fp (t) - f(s)].uts - (1 - a)fv(t).utsvtsl < (1 - a)glﬂtsvtsl
elde edilebilir. Boylece Vs € U = U; N U, i¢in
|alf7 (&) = fF(ves + (1 = a)[fP (1) = F()ues — [af2(t) + (1 — @) fV(0)]pesves]
< [alf7@®) = f()]ves — af () veshes|
+ (1 = )P (&) = f()]pes — (1= @) f V() hesVes]
< aelpgsves| + (1 — a)elpesves| < €lpesvesl
olur. Buradan £« (t) tiirevi vardir ve f%(t) = af2(t) + (1 — )£ (t) bulunur.

Tanim 3.1’ den ve Teorem 3.2° den yararlanarak diamond-a tiirevi igin

asagidaki tanimlamay1 verebiliriz.

Tamim 3.3.( Diamond-a Tiirev)
T bir zaman skalasi ve f(t), T tizerinde A ve V tiirevlenebilir olsun. Bu
durumda 0 < a < 1 olmak iizere t € T icin £(t) fonksiyonunun f%«(t) tiirevi
fla(®) = af*(®) + (1 —a)f(t)
olarak tanimlanir. Boylece f 0, tiirevlenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul f

fonksiyonunun A ve V tiirevlenebilir olmasidir[15].
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Bu tanmimda a = 1 almrsa, f°2(t) = f2(t) ve a = 0 almirsa, f°«(t) = fV(t)
bulunur. Bu da a = 1 i¢in diamond-a tiirevinin A —tiirevine , a = 0 i¢in diamond-a.
tirevinin V tiirevine esit oldugunu gosterir. Ayrica a = % oldugunda, kombine

dinamik tiirevler, herhangi bir ayrik zaman skalas1 iizerinde bize merkezi bir formiil

Verir.

Sonug 3.4. t € T noktasi yogun olsun. Bu durumda f'(t) varsa
fle@®@ =0 ==
seklindedir[7].

w sonlu bir deger olarak

Ispat: t € T noktasi yogun ve f'(t) = }lin(l)f

limiti mevcut olsun. t noktasinin yeterli kiigiik bir U komsulugundaki Vs, t € U i¢in

h = s — t alinirsa

f+h)—-f® . fO-fE)
A = l1m

s-t t—s

£(6) = lim

h—0
olur. Bu da f2(t) , aym1 zamanda fV(t) demektir. % i¢in Teorem 3.1.1. goz 6niine

alinirsa

fle@ =af*®O+ A -a)f' @) =af )+ A —a)f'(t) = f'(t)

bulunur.

Teorem 35. f,9:T—R birer fonksiyon ve t €T noktasinda

0 ,—tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda

i. f+g9: T — Rfonksiyonut € T noktasinda ¢, tiirevlenebilirdir ve

(f +9)°«(®) = fo=(t) + g°=(t)
seklindedir.

ii. ¢ herhangi bir sabit sayr olmak iizere, cf: T — R fonksiyonu t € T

noktasinda ¢, tlirevlenebilirdir ve

(cf)P(t) = cf %=(t)
seklindedir.

. f.g:T — R fonksiyonu t € T noktasinda ¢, tiirevlenebilirdir ve
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(f. @)@ = fl=()g(@®) + af () g*(®) + (1 — ) fP()g" ()
seklindedir.
iv. gt)g®t)g”(t) # 0 olmak iizere 3:']1‘ — R fonksiyonu t € T noktasinda

0, tiirevlenebilirdir ve

(l)% ) =— (9°(®) + g* () g"* — ag® () g*(t) = (1 — 1) g” (D) g" (t)
g g (t)gr(t)

seklindedir.

v. g®)g°(t)g”(t) # 0 olmak tizere i:']l‘ — R fonksiyonu t € T noktasinda

0, tiirevlenebilirdir ve

(1)% o - 097 OF® — af (09" DD — (1= Of* )" V"V
g g(®)g° ) g (o)
seklindedir[7].

Ispat:

L (e =af + 9O+ A - + )"
= af*(0) + ag* (O + (1~ Of () + 1~ a)g"(©)
= af*(0) + (L~ @)f () + ag*(® + (1~ a)g"(©)
= f*(0) + g"(®)
(e))*() = aleNH*(®) + 1~ (N ©)
= acf(8) + (1~ @)ef () = ¢ (af (D) + A~ )f () =

cf % (t)
(f9)’=(t) = a(fg)* () + 1 = a)(f)' ()
= af*()g(t) + af 7 (®g*®) + (1 —a)f () g(t)
+ (1 -a)fP()g" ()
= fle(®)g(®) + af (g () + (1 — a) P () g" (1)

iv.
1\ %a 1WA 1Y
(5) ©=q(;) ®+a-a() ©
__, 9O G- g'(@®)
909°® FIGYEG)
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g4 () g"(®) g"(®)
BTG ORASRPTOrI 0
9o 9O g0

g)gr®) g®gr@®  ggr @)
o ag* O+ A -a)g"(®) ag*®+ A -a)g" (@)
o g(Dg° () - FIGYRG)

ag* () g’ () + (1 —a)g" (1) g’ (©)

g g ) gr(t)
_ (7@ +g°®)g"(®) — ag*®)g°®) — 1 — 0)g"()g" ()
g)ge(t)gr(t)

ERPTOYHO)

-1-a)

Oa 0

L) o=(r:) ©

e ioraro () o+a-orol) o
g g g
= () = (@)
g
(70 + gP(0)g™ () — ag”()g” (D) — (1 — D)g" (D) g"(®)
taftn POLAOYE0)
) (97O + 9P (©)g°(®) — agt(Dg” () — (1 — a)g"(Dg? (©)
t{1-a)ff @) POrAGYE0)
_Fe(0g° (09" (©
FOYAGIEO
af T O[(97(0 + 9°(0)g°(©) — agh(Dg”(®) — (1 — )g"(Dg? (®)]
_I_
FOYAGIEO
L G- 0P O[(e7(0 + 97 0)g"(®) - eg"Dg7(® = (1 = g Dg"®)]
POYAGIEO
1e0g°(05°(©) - af (09”9 (®) - (1~ OFP©g° (D" ®)
FOYACIEO

Teorem 3.6. f: T — R bir fonksiyon ve t € T noktasinda ¢, tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur[16]:
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i O =afO+ A -af (0
i fl7) =affO+A-a)f7(®)
iii. A% () = af*(O) + (1 - a)f77() ve fA%(8) # f<4(D)
iv.  fYa() = af" () + @A —a)fT(e) ve fT0(t) # foa7(1)
V. flata(t) = a2 f2(0) + a(l — o) (£ + FT) + (1 — a)?f 7 (2)
# a0 + (1 - a)?f 77 ()

Teorem 3.7.f: T — R , [a,b] lzerinde siirekli ve [a,b) lizerinde ¢,
tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda f (a) = f(b) ise
fle(@) <0< fO(a)

esitsizligini saglayan t’, T € [a, b) noktalar1 vardir[16].

Teorem 3.8.f:T — R , [a,b] lzerinde siirekli ve [a,b) ilizerinde ¢,
tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda
fle@D)(b—a) < f(b) — f(a) < fl«(r)(b —a)

esitsizligini saglayan t’, T € [a, b) noktalari vardir[16].

Sonu¢ 39.f:T— R , [a,b] lizerinde siirekli ve [a,b) ilizerinde 9,

tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda Vt € [a, b) igin;

i.  fY(t) > 0ise fartan bir fonksiyondur.
ii.  f%(t) <0 ise fazalan bir fonksiyondur.
iii.  f%(t) = 0 ise f azalmayan bir fonksiyondur.
iv.  fP(t) < 0 ise fartmayan bir fonksiyondur.
Ispat: [7]

3.2 Diamond-a integral

Tanmm 3.10. a,t € T ve h: T — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢,
integrali @ € [0,1] igin
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fh(r) 0, T=a f h(t)At+ (1 — a) f h(t)Vt

seklinde tanimlanir. ¢, integral A ve V integrallerinin lineer kombinasyonudur.

Genelde t € T i¢in

Oa

t
f h(t) 0, T = h(1)

saglanmaz[7].

Teorem 3.11. a,b,t e Tvec € R, f,g: T — R olsun. Bu durumda

t

f[f(r) +9@] 0g =ff(r) b+ [ 9@ 0t

a

t t

jcf(r) Oar=cjf(r) 00T

a a
1.

!f(T)OaT=—tff(T)°aT

iv.
t b t
[r@eer=[r@o c+ [r@ o
a a b
V.
ff(r) 0,7=0
bi¢imindedir[7].

Ispat: Integral tanimindan;
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t

f (@) +g(@] et =a f (@) + g@lar+ (1 — @) f [F (D) + (@7

aff(r)Ar+afg(r)AT+(1—a)ff(r)\71+(l—a)fg(r)Vr

a
t

aff(r)Ar+ (1—a)ff(r)VT+afg(r)AT+(l—a)fg(r)Vr

a

=ff(f)0af+ftg(f)<>af

fcf(r) Oar=fcf(r)Ar+fcf(r)VT=c< tf(T)AT+ff(T)|7T>
=ff(T) Oa T

iii.
t

]f(r) Oar=aff(r)Ar+(1—a)ff(r)VT

a

= —atjf(T)AT+(1—a)tJf(T)VT=—tff(T) 0q T

iv.

ff(r) Oar=aff(r)AT+(l—a)ff(r)VT

b t b t
(Z!f(‘[)AT-F(ZbJf(T)AT+(1—C()Jf(T)VT-I-(l—a)bjf(T)VT

b b t t
=a|fMAt+(Q—-—a) | fOVt+a | f(DAT+(1—-a) | f(DVT
/ Jrorese] /
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b t
=aff(r><>ar+bff<r)<>ar

V.

ff(r)()ar=aff(T)Ar-i-(1—a)ff(r)|71=a.0+(1—a).0=0

Teorem 3.12. f ve g, [a, b] lizerinde siirekli fonksiyonlar olsunlar. Bu

durumda

i. EgerVt € [a,b]igin f(t) = 0ise

b
ff(r)()aTZO

esitsizligi vardir.

ii. EgerVt € [a,b]igin f(t) < g(t) ise
b b
[r@ocr<[o@ o

iii. EgerVt € [a,b]igin f(t) = 0 oluyorsa, bu durumda f(t) = 0 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

b
ff(r)()aT:O

olmasidir[9].

Sonug 3.13. a, b € T olsun. Bu durumda;

i. a<bolsun. f:T — R her sabit fonksiyon a noktasindan b noktasina ¢,

integrallenebilir ve

b
ff(r) 0gt=c(b—a)

seklindedir.
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ii. [a, b] ilizerinde f: T — R igin her monoton fonksiyon a noktasindan b
noktasina ¢, integrallenebilirdir.

Iii. [a,b] lizerinde f:T — R i¢in her siirekli fonksiyon a noktasindan b
noktasina ¢, integrallenebilirdir.

Iv. [a,b] tizerinde f:T — R i¢in sadece sonlu sayida bir cok siireksiz
noktalarda her sinirli fonksiyon a noktasindan b noktasina ¢, integrallenebilirdir.

V. [a,b] tlzerinde f:T — R igin her diizenli fonksiyon a noktasindan b
noktasina ¢, integrallenebilirdir.

Vi. [a,b] tizerinde f:T — R icin sinirhh bir fonksiyon, a noktasindan b
noktasina ¢, integrallenebilir olsun. Bu durumda f, [a, b] nin her [c, d] alt araliginda
0, integrallenebilirdir.

vii.  f, a noktasindan b noktasina ¢, integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda |f| fonksiyonu da ¢, integrallenebilirdirdir ve

b b
[ r@oet|< [I1r@10.r

seklindedir[15].
3.3 Diamond-a Ustel Fonksiyon

Tanim 3.14.(Kombine Ustel Fonksiyon)

0, dinamik denklemler, A ve V dinamik denklemlerin bir konveks
kombinasyonudur. Biz burada ¢, dinamik denklemler de iistel fonksiyonu
tanimlayabilmek i¢in A ve V fdistel fonksiyonlarin kombinasyonunu tanimlayacagiz.
Bu kombine iistel fonksiyonu ig¢in iki farkli fonksiyon tanimlayacagiz. Bu
fonksiyonlar1 ,E, Ve ge, ile gosterelim.

PERNR,, t,ty €T ve a € [0,1] olsun. Bu durumda

Birincisi ve en ¢ok bilinen tanim:

oEp(tite) = ae,(t, ty) + (1 — a)é,(t, to)

seklindedir. Ornegin;
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T=7Z ve p(t) = 2 olsun. t, = 0 alirsak e (t,0) = (E)t

p 2 Lo p\“ 2/
yA(t) = %y(t), y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii olur. Ayrica
é,(t,0) =25, y'(t) = % y(t), y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

olur. Bu durumda konveks kombine iistel fonksiyon t € Z olmak iizere
t

3
oEp(t,0) = a (E) + (1 —a)2t
seklindedir.

Ikincisi ve A ve V iistel fonksiyonlara benzeyen tanim:

et to=em| @ [ Eun(p@)ar+ 1= ) [ fn(p@)7e
to to

seklindedir ve bu tanimdan asagidaki sonuglari elde edebiliriz:

L aep(tity) =ef (e, to)éz(;l_a)(t, to);
i, In(gep(t,ty) = aey(t, to) + (1 — a)é,(t, to);
. gep(t,s) gep(s,ty) = qep(t, to)
Bu 6zelliklerin ispati ve diamond-o istel fonksiyon ile ilgili sonuglar i¢in [8]
numarali referansi incelenebilir.
«Ep V& 4e, fonksiyonlarinin her ikisinde de @ = 1 alindiginda A —{stel
fonksiyon, a = 0 alindiginda V —iistel fonksiyon olusur. e,Vve &, baslangic deger
problemlerinin birer ¢oziimidir. Ancak 4E, Ve e, lstel fonksiyonlari bir dinamik

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii degildir.
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4 DUZGUN ZAMAN SKALASINDA DIAMOND-a DINAMIK
DENKLEMLER

Bu bolimde diizgiin  zaman skalalar1 {izerinde diamond-o dinamik
denklemleri ele alacagiz. Bu amagla oncelikle diizglin zaman skalasi ve atomik
diizglin zaman skalasi tanimlarini verecegiz. Tezin bu bdliimiinde ana amacimiz
atomik diizglin zaman skalalar1 tizerinde Teorem 4.16. da (4.1) ve (4.2) ile verilen
baslangi¢c deger problemlerinin cakisik olduklarini ve her ikisinin birden ayni tek

¢oziime sahip olduklarint gostermektir.
4.1 Diizgiin Zaman Skalasi

Tanim 4.1. T bir zaman skalasi olsun. Bu durumda

I. Vt €T i¢in a(p(t)) =t, ii. VtET i¢in p(a(t)) =t

ozellikleri saglaniyorsa T Yye diizgiin zaman skalast denir[8].

Teorem 4.2. T diizgiin bir zaman skalasi olsun. Bu durumda o ve p

-1

operatorleri T iizerinde birbirlerinin ters operatorleridir.(c ™1 = p ve p~! = o)

Ispat:[8]

Teorem 4.3. T diizgiin bir zaman skalasidir ancak ve ancak asagidaki iki
kosul saglanir:
i. infT noktas1 sag yogun nokta ve supT noktasi sol yogun noktadir.
ii. T —{infT,supT} kiimesindeki tiim noktalar ya iki tarafli yogundur ya da iki
tarafli yayilmistir.
Ispat:[8]

R, cZ(c > 0), ¢%, Q, ve [—&0]u q%(e > 0) kiimeleri diizgiin zaman
skalasina ornektirler. Bununla birlikte T = [a,b] U [c,d] diizgiin zaman skalasi

degildir.
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Teorem 4.4. T diizgiin bir zaman skalas1 olsun. Bu durumda
TE=Tk=T, =T veo(T) =p(T) =T

olur.
Ispat:[8]
Diizgiin zaman skalasi lizerinde tanimli {istel fonksiyonlarin ¢, tiirevi asagida
verilmistir:
Teorem 4.5. T diizgiin bir zaman skalasi, t,t, € T ve p € R N R, olsun. Bu
durumda;
0 (1 -a)p”(0)
“(t, ty) = t N t,ty),
ep ( 0) lap( )+ 1 +V(t)pp(t) ep( 0)
A0 ap’(t) A
“(t, ty) = (1 — t e t,t
éy" (8, to) l( @)p(t) + 7 MOrEo é,(t, to)
olur.

e, (t, to), iistel fonksiyonu yla(t) = q(t)y(t), y(ty) = 1 O, baslangi¢ deger
probleminin tek ¢6ziimiidiir. Burada

(1 - a)p”(t)
1+v(®)pP(¢)
bigimindedir. Ancak bu durum genel olarak dogru degildir, ¢dziim tek olmayip

q(t) = ap(t) +

sonsuz olabilir.
Ispat:[8]

Ornek 4.6. T = ¢Z, ¢ > 0 ve a € (0,1) olmak iizere
yoe(t) =0, y(tp) =1
0, baslangi¢ deger problemini ele alalim. Bu durumda;
y,(t) = 1 siirekli fonksiyonu yukaridaki baslangi¢ deger probleminin bir
¢cozimiidiir.

Bundan baska a@ € (0,1) olmak lizere g = —ﬁ icin y,(t) = e4(t,t,) ifadesi

de ayn1 baslangi¢ deger probleminin bir ¢dziimiidiir, soyle ki;
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teT=cZ igin t=cn,ne€Z'dir.a(t)=t+c, p(t) =t—c, u(t) =c,v(t) =c
olur. Bu durumda
q® 1
1+qgPv (1-a)c

olur. Gergekten;
1 1
au(p(®))  at

1+qu:1+(—%)(t_p(t)):1+<_l>czat—c

1
q(t) = O q(p®) = -

at at
1
qf . Tat 1 _ 1 _ 1 _ 1
1+qgryv at—C~ at—c c—at _ Y (1-a)
1 at C(l “)
elde edilir.
0 [ q°
yle(t) = @q +(1-a) qu] ep(t, to)
& va-0— Jent.0
L oau A ")) it
[ a (1-a)
=|-—+—|e,(t,t
i ac+(1—a)clep( )
=0
oldugundan, g = — j igin y,(t) = eq (¢, to) ¢dziimdiir.

Yukaridaki ornekte goriildiigi gibi y®«(t) = q(t)y(t),a € (0,1) dinamik
denkleminde tek ¢6ziim elde edilememektedir. Eger tek ¢oziim elde etmek istiyorsak
iki smir ya da baslangi¢c kosulu koymamiz gerekmektedir. Bu durumu asagidaki

ornekle aciklayalim.

Ornek 4.7. T = N U {0} ve @ = 0.5 olsun. Bu durumda;
fle@® =af*®+ 0 -a)f"(®)
Pt = 5 £ +31°0)
2f%(t) = A+ f7(D)
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=y(t+1) -y +y)—y(t-1)
=y(t+1)—y(t-1)

0, dinamik denklemi y®«(t) = %y(t) olarak alalim. Boylece;

2y%«(t) = y(t)
yE+1D -yt -1 =y
yE+1D)=y®O+yt-1)
olur. Bu denklemi ¢6zebilmek i¢in y(t — 1) = at alalim.
y(t) = at* ve y(t + 1) = a'*? olur. Yukaridaki denklemde yerlerine koyarsak;

tH2 _ gt+l _ gt —

a

a’at —alat—at =0

at(a®>—at-1)=0
at#0, a*—-a'-1=0

1++5 1-+/5
T2 o T

a;

olup, bu durumda;

t+1
1 5 1—-+5
yi(t) = < +2\/_> ) yo(t) = < 2\/—)

t+1

¢oziimlerini elde ederiz. Buradan genel ¢oziim;
y(@) = 11 () + 2y2(t)

1+v5\ 1-+5
y(t)=cl< > ) +C2< 5 >

t+1

olarak bulunur. Tek ¢o6ziime ulasabilmek igin iki sinir ya da baslangi¢c kosulunu

yerine koymamiz gerekmektedir. Kosullar1 y(0) = 1 ve y(1) = 1 olarak alalim. Bu

durumda;
148 0+1 1—+3 0+1
y(0) =¢ t+ ¢ =1,
2 2
148 1+1 1— 8 1+1
y(l) = + Co =1
2 2
iki bilinmeyenli denklem sistemini elde ederiz. Denklem sistemini ¢cozersek;
1 1
G1=—= , C=——
s NG



olarak bilinmeyenleri elde ederiz. O halde baslangi¢ kosullarini saglayan tek ¢6ziim

1 <1+\/§>t+1 1 <1_\/§>t+1

V5

y(t) =ﬁ > >

olarak bulunur. Bu ¢6ziim Fibonacci dizisinin genel formiiltidiir.
Diizgiin zaman skalasinda ¢6ziim bulmay1 gelistirebilmek adina bize verilen
kapali aralig istedigimiz sekilde bélmeye c¢alisalim. Bu durumu yeni bir tanim ile

ifade etmeye ¢alisalim.

Tanim 4.8. T diizgiin bir zaman skalasi, I bos olmayan sinirlt bir indis kiimesi

’]I‘=U’]Tl

i€l

olsun. T’nin

olacak sekilde D = {T;,i € I} parcalanisin1 ele alalim. Eger asagidaki kosullar

saglanityorsa D ‘ye T zaman skalasinin sirali sonlu pargalanist denir:

i. Viel\{maxI}i¢in T; N T;,; = @ ve minT; = minT, max T,,q,; = max T

iken maxT; = minT;, {;

ii.  Tium T;,i € I diizgiin zaman skalast;

iii. Tumt € T}, c noktalart i¢in t noktas1 ya ayrik nokta ya da yogun nokta;

iv. Ve>0 icin bos olmayan (s;—¢,s;)NT; vya da (s;,s;+¢e)NTi,,
kiimelerinden en az biri sadece ayrik noktalardan ibaret olmak tizere

S={s;:5;,=T;NT;j;1,i =1,2,..n—1}

kiimesi vardir.

Herhangi bir i € I icin T; € D ye atomik zaman skalas: denir. Eger D = {T}
ise T zaman skalasina atomik zaman skalasi denir[8].

S={s;:5; =T;NT;;q,i =1,2,..n — 1} kiimesine de D bdlgesinde degisim
noktalar1 kiimesi denir.

T diizgiin zaman skalasinin bir D pargalanis1 sonlu ya da sonsuz olabilir. Biz
calismamizi sonlu D pargalaniglar1 ile sinirlandiracagiz. Sonsuz parcalanis
durumunda ise Tanim 4.8. de (i) stkkim1 “* Vi € I\{maxI} i¢cin T; N T;,, = @ ve
max T; = minT;,; oluyorsa’’ olarak degistirmemiz gerekir.
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Uyan 4.9. T zaman skalasinin par¢alanisindan segilen herhangi atomik zaman
skalas1 T;’nin asikar olmayan parcalanis1 yoktur. Yani atomik T; zaman skalalarinin

pargalanislar1 sadece D = T; seklindedir[8].

Uyan 4.10. Bir diizgiin zaman skalasinin atomik zaman skalalar1 cinsinden

tek bir pargalanisi vardir ¢linkii herhangi iki pargalanigidir[8].

Ornek 4.11. Atomik zaman skalas1 i¢in asagidaki siklar1 inceleyelim:

i. T=R_U q_Z bir atomik zaman skasidir. Ger¢ekten T = T, U T, i¢in

T, =R_U{0}veT,:= ﬁ alirsak sonlu atomik zaman skalas1 olusur.

ii. gq€Zq>1 olsun. Bu durumda T = Q, = {—q*,0,q% k € Z} bir atomik

zaman skasidir. Gergekten T =T, UT, i¢cin T; := R_U {0} ve T, := W alirsak
sonlu atomik zaman skalasi olusur.

iii. T =Zolsun. T =T, := Z oldugundan T bir atomik zaman skasidir.

Herhangi bir diizglin zaman skalas1 sonlu ya da sonsuz sekilde ayristirilabilir.
Bizim simdiki ¢alismamiz sonlu ayristirilan diizgiin zaman skalasi {izerinedir. Sonsuz

ayristirilan diizgiin zaman skalasi i¢in asagidaki rnegi verebiliriz:

Ornek 4.12. T,,, = [2n,2n + 1] ve

Tyner = {20+ 1+ 0.5p,2n + 2 = 0.5p,p € ¢%0)} igin

T = U(TZn UTzn41)

neN

olmak tizere T diizgiin zaman skalast sonsuz ayristirilabililirdir.
4.2 Diamond-a Dinamik Denklemler

Bu béliimde ¢, ile iiretilmis lineer denklemlerden bahsedecegiz. Burada ¢,
dinamik denklem A ve V dinamik denklem seklinde yazilarak birinci mertebeden

lineer ¢, dinamik denklem olusturulur.
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Tamm 4.13. T bir zaman skalasi ve I € T olsun. Bu durumda
F:1 X R? — R bir fonksiyon olmak iizere I iizerinde birinci mertebeden ¢,

dinamik denklemin kapali formiilii

F(6y(®),y%(®) =0
seklindedir. F fonksiyonu y(t) ve y®z(t) ile lineer bir fonksiyon ise ¢, dinamik

denklemine lineerdir denir.

Lineer ¢, dinamik denklemi, f ve p diizgiin zaman skalasi iizerinde birer
fonksiyon olmak iizere y®e(t) = p(t)y(t) + f(t) seklindedir. 0, tiirev tanimindan
fle@® =af*®+ QA -a)f" ()
oldugunu biliyoruz. Diizgiin zaman skalasinda  f2(t) = f¥(o(t)) ve
(@) = fA(p(®)) oldugu igin 0, tirev
fle@®) = af* () + A = a)f" ()
=af () + (1 - a)f*(®)
=af" () + A -a)f"(®)

seklinde yazilabilir. Bu durumda
aff(®) + (1 —a)f** () = p(Oy @) + f(t)
afv (@) + (1 - a)f"() = p®y) + f(t)
yazilarak birinci mertebeden ¢, dinamik denklemini sadece A dinamik denklemi ya

da sadece V dinamik denklemi bigiminde yazariz[8].

Tamm 4.14. t € TY | Lg,"‘: C(T,R) — C,(T, R) olmak tizere Lg“operatérﬁ
Ly () = y**(0) = p(®)y(©)
seklindedir. Vvt € TX icin L;),"‘y(t) = f(t) ifadesini saglayan y € C,;(T,R)

fonksiyonuna Lg,“y = f denkleminin ¢6ziimiidiir denir[8].

Sonug 4.15. Lg,“operatérii C,;(T, R) tizerinde lineerdir:

Va,b € Rve y;,y, € C (T, R) igin
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L;}g“(a% + by,) = aL;“)ﬁ + bLopayz
ifadesi saglanir[8].
Ispat: Va,b € R ve y;,y, € C,,(T,R) igin
L3 (ay, + by,)(® = (ay,(0) + by, (D))" = p(©)(ay: (&) + by, (®))
= ay,"«(t) + by, **(t) — p(D)ay, (t) — p(E)by2(¢)
= ay,"«(t) — ap(£)y; (£) + by, '“ () — bp(D)y2(t)
= aLO“yl + bLg;"y2

p

Sonuc 4.16. y; ve y, , L;))"‘y = 0 denkleminin ¢6ziimleri olsunlar. Bu durumda
Y1 Ve y, nin herhangi bir lineer kombinasyonu da Lﬁ,"‘y = 0 denkleminin ¢6ziimiidiir.

Va,b € Ricin L¥%y; = 0 ve L)%y, = 0 ise Ly*(ay, + by,) = 0 olur[8].

Tanim 4.17. Lg,"‘y = f denklemi, f(t) = 0 ise yani Lg,“y = 0 ise homojen
denklem, diger durumlarda yani f(t) 0 durumunda homojen olmayan denklem
olarak adlandirilir[8].

Sonu¢ 4.18. Homojen bir denklemin ¢oziimii ile homojen olmayan bir

denklemin ¢ézlimiiniin toplam1 homojen olmayan bir denklemin ¢6ziimiidiir.
Ispat: vw,v € C,;(T,R) igin L%"‘W =0ve Lg,"‘v = f olsun. Bu durumda
Oa _ 1% Oa., _ —
Lyfw+v)=Liw+Liv=0+f=f

olur. Bu da homojen olmayan bir denklemin ¢6ziimii oldugunu gosterir[8].

Teorem 4.19. T bir atomik zaman skalasi, t, € T*, y, bir sabit, p e RN R,

olsun. Bu durumda iki sinir deger problemi

teT*, a€0,1]icin Ly =0, 4.1)

y(to) =y » a(l— a)}’(/)(to)) =a(l-a)y,

ve

55



s € T igin ap(s)y*(s) + (1 = p?(u(s))y (s) = p?(s)y(s) = 0
y(@(s0)) =yo » a(l—a)y(se) = a(l—a)y,

4.2)

cakisir[8].
Ispat: Buradaw = 0, = 1 ve «a € (0,1) i¢in ii¢c boliimde ispat yapilacaktir.
i. a = 0olsun. Bu durumda (4.1) baslangi¢ deger problemi
y'(@®) =p®y®) , y(to) = o
problemine, (4.2) problemi

(1 =p?()u(s))y*(s) = p(s)y(s) =0 , y(a(s0)) = ¥o
problemine doniisiir. o(s) = t alinirsa s = p(t) olup
(1-p®u(p®))y*(p(®) — p®y(p(®)) = 0
yazilir. Diizgiin zaman skalasinda y'(t) = y2(p(t)) ve u(p(t)) =v(t) olur. Bu

ifadeleri yukaridaki denklemde yerlerine yazarsak;

') =p@®y©®) , y(t) =
formunu elde ederiz.
ii. a =1 alalim. Bu durumda (4.1) problemi
YA =p®y@®) , y(to) =¥o
problemine doniisiir. (4.2) problemini pu(t) =0 ve u(t) # 0 durumlarina gore
inceleyelim. p(t) = 0 alinirsa o(s) = s olacagi igin (4.2) dinamik denklemi y2(s) =
p(s)y(s) olur. u(t) #0 igin u(s)y**(s) = y2(a(s)) —y*(s) olur ve yerine
yazarsak
y2(0(5)) = p(0(5)) (1()y*(s) = ¥(5)) = 0
olur. Burada t = o(s) alinirsa y2(t) = p(t)y(t) elde edilir. Baslangi¢ kosulu igin
y(to) = y(a(so)) =y, olur.
iii. a€(0,1)ves =p(t)olsun.t = a(s) olur ve T diizgiin zaman skalas1
oldugundan ¢, dinamik denklemini

fle@®=af*®+A-af*® =af"®+ Q0 -a)f ()

seklinde yazabiliriz.
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u(t) = 0 igin v(t) = 0 olur ve (4.2) dinamik denklemi y2(s) = p(s)y(s)
sekline doniisiir. Bu durumda Va € (0,1) igin y2(s) = y"(s) = y®«(s) bigimindedir.
Son olarak u(t) # 0 igin v(t) # 0 olur ve Vs € T noktalarini yayilmis nokta olarak
secelim. Boylece (4.2) baslangi¢ deger probleminin dinamik denklemi

u()y*a(s) = y2(a(s)) = y2(s) = y*(0) — y*(p () = ¥* () — ¥"(®)
olur ve yukaridaki denklemler ile sadelestirirsek,

ay?(t) + (1 — )y" (1) — p(t) (v(O)y"(®) = y(p(1))) = 0

seklini alir. Diizenlersek y°«(t) = p(t)y(t) ifadesini buluruz.

Teorem 4.20. T bir atomik zaman skalasi, t, € T*, y, bir sabit, p € RN R,
olsun. Bu durumda iki sinir deger problemi (4.1) ve (4.2) a € (0,1) igin tek ¢dzlime
sahiptirler ve bu ¢oztimler aynidir[8].

Ispat: a = 0 i¢in (4.1) ve (4.2) problemleri

y'(®) =p®)y (), y(to) = o
V baslangi¢ deger problemine doniisiir ve bu denklemin ¢oziimii tektir.
a = 1 icin benzer sekilde (4.1) ve (4.2) problemleri
yA(®) = p®y(®),¥(t) = ¥o
A baslangi¢ deger problemine doniisiir ve bu denklemin ¢oziimii tektir.
a € (0,1) alalim. Bu durumda v(t) =0 ve v(t) # 0 seklinde iki farkli yoldan
gidecegiz.

Eger v(t) = 0 ise atomik zaman skalasinda u(t) =0 ve o(t) =t = p(t)
olup dinamik denklem y2(t) = y¥(t) = p(t)y(t),y(ty) = y, olur. Buda a = 0 ve
ya a = 1 durumlar1 demektir.

v(t) # 0 olsun. Bu durumda u(t) # 0 olur. (4.2) problemi

aly®?(s) = y2(s)] + y(s) —p?(s)y°(s) = 0
ay®(t) + (1 — )y (p(1)) — p()y(t) = 0
ay®(t) + (1 —a)y"(t) —p()y(t) =0
y*e(®) —p(®O)y(t) =0
Lop"‘y =0
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olup (4.1) dinamik denklemini elde ederiz. Bu durumda (4.2) dinamik denklemini
regresif formda

1 —p?(s)u(s) p’(s)
A(s) + As) — s)=0
y )Y (s) W(s)y( )
seklinde yazabiliriz. O halde ¢6ziim tektir.
~ey — 1EPIOuE) sy PY6) . .
Burada p(s) = e Ve g(s) el alinirsa Va € (0,1) igin

1
1—u(s)p(s) + p?(s)g(s) =1 - ~#0

¢Oziimiinii elde ederiz.
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