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OZET

ESITSIZLIKLERLE ILGILI OLIMPiYAT PROBLEMLERI UZERINE

Abdulsamet BASDAS
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimi
Tez Damismant: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
Mayis 2016, 62 sayfa

Bu tez esas olarak alt bdlimden olusmaktadir. Birinci bolimde, tezimiz ile ilgili
anlasilirhigi saglamak icin 6n bilgiler verilmistir, Ikinci balimde, Ortalama ile ilgili
esitsizlikler ve kendi aralarindaki iliskiden bahsettik. Ayrica, ortalamalarla ilgiii
Uluslararasi Olimpiyat sorulan yazip, her soruya ézgiin bir veya birden fazla ¢oziim yolu
getirdik. Ugiincii bélimde Cauchy-Schwarz egitsizligi, Dordiinc bolimde Holder
esitsizligi, Besinci bolimde Chebyshev esitsizligini ve alt baslik olarak da Yeniden
Duzenleme esitsiztigini, Altinci bélimde Bazi Geometrik egitsizliklere ve bunlarla ilgili

Ulusal ve Uluslararasi olimpiyat sorularina dzgin ¢dziimler yaptidi.

Anahtar sézciikler: Egitsizlikler, Ortalamalar, Cauchy-Schwarz, Holder,
Chebyshev, Geometrik esitsizlikler, Yeniden Dilzenleme
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1 GIRIS

1959 senesinden beri Lise ve Ortadgretim 6grencileri icin yapilmakta olan
Uluslararasi Matematik Olimpiyatlarina Tiirkiye’den katilan Ogrencilerin
basarilart 6zellikle son 15-20 senede ®nemli sekilde artarak gelismektedir.
Tiirkiye’de Uluslararas1 Matematik Olimpiyatlarina  katilacak 6grencileri
segmeye yonelik ii¢ asamada yapifan Ulusal Matematik Olimpiyatlar: ve secilen
dgrencilere verilen egitim TUBITAK tarafindan vyiiriitiilmektedir. Tiim
agamalarda Onerilen problemler dort ana daldan olugmaktadir: Analiz, Sayilar
Teorisi, Sonlu Matematik ve Geometridir. Bu tezde Analiz problemlerinin
dnemli konularindan biri olan Egitsizlikler ele almmagtir.  Olimpiyat
problemlerinde sik kullanilan ve sorulann ¢ziimiinde faydali olan esitsizlikler
6 Boliimde incelenmistir.

Birinci bolimde, konuyla ile ilgili anlasilirhig: saglamak igin &n bilgilere
ver verilmistir. Ikinci blimde, en cok rastlanan egitsizliklerden olan degisik
rortalamalarla ilgili egitsizlikler incelenmigtir. Aritmetik, geometrik, harmonik,
karesel ve kuvvet ortalamalari ve bunlarin aralanndaki esitsizlikler ele
ahnmstir. Ayrica, ortalamalarla ilgili Uluslararas: Olimpiyat sorulart alinarak,
her soruya &zgiin bir veya birden fazla ¢bziim yolu getirilmistir. Uslincii
béliimde Cauchy-Schwarz esitsizligi, dordiincii béliimde Holder egitsizligi,
besinci biliimde Yeniden Diizenleme esitsizligi ve bunun bir uygulamasi olarak
Chebyshev esitsizligi, altinct boliimde Bazi Geometrik esitsizlikleri incelenmis
ve bunlarla ilgili Ulusal ve Uluslararas1 olimpiyat sorularina 6zgiin ¢oziimler

yapilmisgtir,

Matematik Olimpiyatlarina hazirlanan grencilerin, bu &grenciler egitim
veren Bgretmenlerin, egitim fakiltelerinin matematik egitimi boliimlerindeki
finiversite dgrencilerinin ve Matematik olimpiyatlariyla ilgilenen herkesin bu

tezden vararlanabilecegini diisiinmekteyiz.




2 ORTALAMALAR ILE iLGILi ESITSiZLIKLER

2.1 ARITMETIK, GEOMETRIK, HARMONIK, KARESEL
ORTALAMALAR (A.G.0)

Tamm 2.1.1 a,,d,, a5, dy, € RY igin

a +a, + -+ an

n

ifadesine Aritmetik Ortalama (A.O) denir.

Tanim 2.1.2 a,, a,,as .., a4, € R icin
1, A2, A3 n ¢

Vo ag.ay .. ay
ifadesine Geometrik Ortalama (G.O) denir.

Tamm 2.1.3 a4, a,, a5, a, € R¥ igin

(a;la-agi—ragl-+‘~4—a;1)“1
1

ifadesine Harmonik Ortalama (H.O) denir.

Tanm 2.1.4 aq,a,,as,, @&, € R” igin

Ja%+a§+a§+++aﬁ
n

ifadesine Karesel Ortalama (K.O) denir.

Yukanda belirttigimiz esitsizlikler arasinda soyle bir iliski vardir:

Karesel Ortalama > Aritmetik Ortalama > Geometrik Ortalama > Harmonik
Ortalama '

K.O>A.0>G.0O>HO dirve esitlik sadece a4 = a, = a3 =+ = a,
durumunda ger¢eklesmektedir.

Teorem 2.1.1 Power Mean Esitsizligi

a4, aZJ Ci’.3 EEE) an > 0




M(ay,az.03,,0,)(0) = {a1.0,.05 ... Gy

1
4 v P 4.4 aP\P
a; +a, +az ++ay\F
n

M(a,, az,az, ..., a,)(p) = (
ve(p#0)
Bu esitsizlige Power Mean Egitsizligi denir.
Bu egitsizlik A.O, G.0, H.O ve K.O’ min genel bir ha]idir..
Yukaridaki esitsizlikten;
p=11igin Aritmetik Ortalama
p =2 igin Karesel Ortalama
p=190ig¢n Geometrik Ortalama
p=-ligin  Harmmonik Ortalama elde edilir.
Yani M(1)=A.0

M2)=K.0

M¢-1)=H.0

M(0)= G.0O elde edilir.
Ayrica 2>1>0>-1i¢n

M2) > M(1) > M) > M{- 1) esitsizligi vardir. Buradan da

- K.O>A.0=G.0O=H.O yazlabilir. (esitlik durumunu daha
dnce yazoustik.)

Ornek 1: IMO 2001/2)
ab ce Rt

a b C
+ + >1
vaZ +8bc b%+8ca 2+ 8ab

oldugunu gésterelim.

Coziim:

—J —’ Z —
Va2 + 8bc Y Vb2 + 8ca vce + 8ab




seklinde alalim. Ve buradaki x, y, z (0, 1) arahginda olsun. Biz gimdi

X+ v+ z = 1 oldugunu gésterelim. Once her tarafin karesini alip

diizenieyelim.

az xZ b2 yZ CZ ZZ

8¢ 1—x2' 8Bac 1—-v2 '  Bab 1—z2

Bunlari taraf tarafa ¢arpalim.

1 _ x?2 yz 72
512 \1—x2/"\1—y2/ \1~z2

x+y+z21, 0<x,y,z<1araligmda ise

(1—x9).(1—9%).(1—2% =512(xyz)* olur.

Ancak 1 > x +y + z icin A.O — G.0 uygulayalum.
(1—x%).(1—v3).(1-2% >

(Gt+y+2?—x) (r+y+2° —aD) ((x+y+2)? =y x +y +2)° - 2%)
=x+x+y+z)y+z)

Sk+y+y+xtax+y+z+D(x+y) >

1 1 1
> 4(x%yz)* .Z(yz)%. 1. (y?zx)2. Z(xz)%.ﬁ}(zzxy)z. Z(xy)% = 512. (xyz)?

buluruz. Bu da bir ¢eligkidir. Ispat biter.

Ornek 2: (JKorea 1998)
x,vze R", x+y+z=2xyzigin

1 N 1 N 1
Vi+x? J1+y?2 V1422

3
S.....
2

oldugunu gdsterelim.




- Coziim:

Degisken degistirelim.
1

, == a+b+c = abcolsun.
z

Ve buradan xy+yz+xz=1 dir.

X b% z 3

+ + <z

Vi+x? J1+y? Vi+z2 2
x 3
= + 4 + - ==
VX4 xy+yz+xz JyPtxy+yztxz J2P+xy+yz+xz 2

oldugunu géstermeliyiz. Bu sekilde ayirdiktan sonra A.0- G.O esitsizligini

uygulayalim,

X X (x+y)(x+z) < Ex[(x+y)+(x+z)] _ l(_x__”f_i)
Sy x+z) k) (x+z) T2 (xvi(x+zy 2

x+z X+Zz

= Ayni seyi y ve z igin de yaparsak;

IA

y 17w ¥y
JO+Dx +9) 2(y+z+x+y)'

IA

z l( z + Z )
(x+2)(z+y) 2%tz z+4y

Ornek 3;
a b cde RY

(a+b+c+d)y* > 16.(abc + bed + cda + dab) oldugunu gosterelim.

(oziim:
A.G.0 uygulayalim.
(a+b+c+d)* = 16.(abc+ bcd + cda + dab)

= 16ab(c + d) + 16¢d (a + b) = 16 (abc + bed + cda + dab)




>4(a+ b)) (c+d)+4(c+d). (a+b)
=4(a+b+c+d)(a+b)c+d)
<(a+b+c+d)?

@ = b = ¢ = d icin saglar.

Ornek 4: (Pham Kim Hung)
a, b, ¢ bir iiggenin kenar uzunluklari,

1 1 1 9
+ + >
Vat+th—c¢c b+c—a e+a—-b abtbctca

oldugunu gdsterelim.

Cozilm:

x=vb+tc—a, y=veta~b, z=Vat+tb—c
x% +y? + z°=3 olsun.

1 36

1 1
R
x vy oz 94+x%y?+yrz?4zixt

m=xy, n=7yz p=xz olsun.
(m+n+p)(m?+n®+p?+9) =36 /mnp
A.G.O dan m+n+p=3.ymnp,

mi+nt+p2+9>125mnp

Ornek 5: (IMO Shortlist 1998)

xy,ze RY, xyz=1 |Iise

x3 y3 73

3
S = " .
(1+y3(14+2)  (1+2)(1+x)  (1+0(1+y) — 4 oldugunu gosterelim.




Coziim:

A.G.O ile ¢ozelim. Bunun i¢in biraz diizenleme yapalim.

x3 1+v 1+z 3x
ol
Aindiz ! 8 8§~

3
;m%;m@ zz?%

cyc

2 x3 >1z(2 1)>3
> ) ——— > x—-1)=>=
LA+ T2~ 1L 4

x =y =z =1 i¢in saglar.

Ornek 6: (APMO 1998)

a b ce RT

(1 46)(14%)(1 +§)22+w—+—z)

Yixyz

oldugunu gosterelim.

Coziim:

X Z_ x+y+z
y z X Xyz

Aritmetik - Geometrik Ortalama Egsitsizlikleri'ni uygulayalim.
Yani, A.G.O uygulayalim.

x z 2x 2 Z 2z x
3(c+24g) = (T 2+ (Z4D)4 CE

y z x Yy oz z X X 0y

- 3x + 3y + 3z
CVxyz xyz o (fxyz




Orpek 7: (Bulgaria TST 2003)
a b ce RT

a b c
1+b2 1+c¢2 1+a*

3 .
= 5 oldugunu gosterclim.

Cozitm:

Aritmetik — Geometrik Ortalama Esitsizlikleri'ni uygulayvalim.

Yani, A.G.O uygulayalim.

a N b N c >a+ +c>3
1+5k% 14c¢?2 14a2™ 2b 2¢ 2a 2

a ab? - abz_ ab
T+p2 YT 1epz=% T2p %772

2: ¢ >:Z 1§:b>3
1+p2 = LY T2 L% =3

cyc cye cyc

= 30 w)=(Ya) =9

a=b =c =1 igin saglar.

Ornek 8:
a b ce RT

a? b2 c2

> 1 oldugunu gosterelim.
a+2b2  b42c?  c+2a? T g &

Coziim:

Aritmetik — Geometrik Ortalama Esitsizlikleri’ni uygulayalim.




Yani, A.G.O uygulayalim.

a 2ab? - 2ab® 2(ab)’/s
atzbr T axzprs YT ¢ 3

a’ 2 2
= S
=D a2 )05 ) @

cyc cye cyc

= (ab)3 + (b0)/3 + (ca)/s < 3

A.G.O uygularsak
32(1 = 2 ZaJr Zab: Z(a+b + ab) ZBZ(ab)Z/S
cye cyc cye cyc cye

Ornek 9: (KMO Winter Program Test 2001)

a, b, ¢ > 0igin,

J(@2b +b%c+ c2a). (b%a + bc? + ca®) =

> abc + 3/ (a® + abc) (b3 + abc)(c® + abc)

oldugunu gésterelim.

Coziim:

Kokl sayilarm iglerini a.b.c “ye bolelim.

a b cyrec a b slfa® b? c?
(——+—+—)(—+—+—)2abc+ —+ 1 =+1}{=+1
c a b/\a b ¢ bc ca ab
seklinde yazdiktan sonra, simdide degigken degistirme yapalim.

a c
x:E’ v==, Zﬂ; ve x.y.z = I olsun.

\/(x+y+z)(xy+yz+xz)21+i/(§+1)(%;—+1)(§+1)




x.y.z = [ oldugu i¢in esitlik durumu vardir.

C+1)Er)E+1) = () (E2) () = c+ G+ D0 +2) +1

z X

¥y

x+ty+)xy+yz+xz) = (x+ )y +2)(x +2) +xyz
=x+y)yv+2x+2)+1

p=Y G+ Ny +x+2 olsunpPP+1=1+p dir

Burada A.O- G.O uygularsak,

p = i/z.ny 2./vz. 24xz = 2 dir

Oyleyse (p* + 1) —(1+p)2 =p.(p+1.(p—2) =0 dir.

Ornek 10: (Pham Kim Hung)
a,b,c € RT

a? +b? + ¢ = 3 veriliyor.
1 N 1 N 1 1
a’+2 b*P+2 342

oldugunu gdsterelim.
Coziim:
Aritmetik — Geometrik Ortalama Egitsizlikleri’ni uygulayalim.

Yani, A.G.O ‘dan ¢6zelim.

Za3+2 2 22a3+1+ 223&

cyve cye cye

seklinde soruda verilen birinci terim igin gstermis olduk. Ayni durum diger iki

terim i¢in de gegerlidir.

10




Ornek 11: (Pham Kim Hung)

a, b, ¢, negatif olmayan Reel sayilar.

1+ ab N 1+ bc N 1+ ed N 14+ ad -
14+ b%¢?  1+d%c2 1+d2a? 14 b2%a?2

oldugunu gosterelim

Coziim:

Aritmetik — Geometrik Ortalama Esitsizlikleri’ni uygulayalm.

Yani, A.G.O uygulayalim.

Once soruda bize verilen ifadenin ilk terimini kullanigh hale getirelim.

1+ ab 5
1520 —s =4+ Zab——Zbc(1+ab)—4+— Zab—Zab c

cyc cye cye cyc cyc

ab + bec + cd + da = ab®c + be?d + cd?a + da?b

xy+yz+zt+tx < %(x +y+z+1t)?  esitsizligini bu soru
i¢in kullanirsak,
(ab + bc + cd + da)? = 4. (ab?c + bc?d + cd®a + da’b)

16 =(a+b+c+d)* =4.(ab+ bc+ cd + da)

ayrica, a=b=c=d=1 veya a=c=0 veya b=d=0 i¢in de saglanir.

Ornek 12:
x> +y*+2z°=3 ,x,y,z€R"

4
;% + = + % > 3, oldugunu gosterelim.

Coziim:

(°+y° +2°)2 = x0 + 2x5y° + y10 + 29525 + 230 + 225x5 =9
Aritmetik — Geometrik Ortalama Egitsizlikleri’ni uygulayalim.

Yani, A.G.O uygulayalim.

1




x* 100
10'? +6x°y% + 3.x10 > 19,5719

b oyt 2t 100 100 100
0(=+>5+= +3.(x5+y5+25)2219.(x19+y19 +219)
vy oz7 x

100 100 100
X194y 15 + 219 = x° +y° + 25

100 100
3+ 19.Zx g :2(1 +19.x15) =20 Y x5

cye cye cyc

Ornek 13:
a, b, ¢ negatif olmayan reel sayilar.

a®b® + b?c? + c?a’ £ 2 oldugunu gésterelim.

Coziim:

(ab + bec +ca)(@® + b% +¢%) = za3(b + ¢} =Z ab(a® + b?) > ZZ:azb2

cye cyc £ye
Aritmetik — Geometrik Ortalama Egitsizlikleri’ni uygulayalim.
Yani A.G.0 “dan yapalim.
a® +b?+c?+2(ab +bc+ca) =4
2(ab + bc+ ca).(a® + b% + %) < 4 ise
(ab + bc+ca).(a®* +b*> +c*) <2 dir.

Buisea =56 =1, ¢ = 0igin saglanir.

Ornek 14: (Belarus 2010)

p. v. 5 Pozitif Reel sayilar olmak tizere

2 2 —
P T >3p+2r s

+ =
ptr r+s 4

oldugunu gosterelim.

12




(m~1)2_1" :m—l 2

Coziim:
Aritmetik — Geometrik Ortalama Egitsizlikleri’ni uygulayalmi.

2

+r
P %p =Zp ve
ptr 4
> r+4s _
+ =r dir.
r+s 4

Bu iki egitsizlikten;

2 +r r? r+s 3p+2r—s 4+r r+s
(p P ) ( + )2p+r:p 20

pir 4 1 "1

saglanir.

Ornek 15: { Ukrayna 2014)

(m+ 1) m—1>(m+1)2
m—17 " 16 = 2(m-1)

oldugunu gosterelim.

Cozitm:

m+1D* 1 (m+1)?
(m—1)<m+ﬁ—m>20 veya

m+1)?2 1\
( ) )20 dir.

(m‘”(m‘a

m > I olmahdw. Clinkti m # 1 olursa “tanimsizhk” olur. Ayrica karekok

alirsak k&kiin i¢i en az sifir olabileceginden m > I"dir.

(m+1)" 1 m+1 ¥1

Burada iki durum vardar,

2m+Z2=m-1=m=-3 veya

13




—2m—2Z2=m—1=>m-= —3

Coziim kiimesi ise  m € (1, +w0) U {—3,—-1/3} tir.

Ornek 16 : (Romanya 2015 JBMO 7)

munp>0, mznp?, n=p.m? vep =mn?igin,

E=mnp(m —np?)(n—p.m*)(p—m.n?) ifadesinin en biyikk degeri

kagtir?

(Coziim 1:

X = mn, y=np, z=mp alalm.

(x —y9)(y - z2)(z — x*?) ifadesinin maksimumuna bakalim.
Aritmetik Ortalama-Geometrik Ortalama Esitsizliklerinden,

((x—y2+ywz2+z—x2))3
3

ve (x —y)y — 2Dz —x") <=

seklindedir. Fakat, x — x% < R

NN

cHir.

1 1, ) 1
X=y=z=5 , m=n=p=x icin maksimum 4—3_olur.

Céziim 2:
2 2 2
np +m-—n.p a
n.pz(m—n.pz)g( > ):'21,—
np’tm—np* 1
m? T4

mnp(m —n.p*)n —p.m?)(p —m.n’) =

_npfm—np? p.m*(n—p.m?) mn*(p-mn?)
- m2 ' n2 : p?

14




Ornek 17: (JBMO 2014 Shortlist)
p. rve s Pozitif Reel sayilar olsun.
_1 .
prs =g ise

15
Pt ri+ st +ptrt +rist +pts? > 16

oldugunu gosterelim.

Coziim 1:
Aritmetik - Geometrik Ortalama Esitsizligi’ ni kullanalim.
P2+ 72+ 5% +p2rt 4 r2s? 4 p2s? =

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

p° pt pc p* rt r* r? r? 52 §* 5% g -
m b b b b b T
L R N

15 plzrlzslz 5 prs 4 5 1 4 15
2.2 2.2 — 200 = R T
+resc +pst =15 yED) 15 ( a ) 15 (32) 16

Yukandaki egitsizlik p =r =5 = % durumunda saglanir.

Coziim 2:

Aritmetik - Geometrik Ortalama Esitsizligi’ ni kullanalim.

(p2 + 2 +52) + (p2T2 + 7252 pZSZ) > 3vp2,r252 + 3i/p4r454 —

~ 3(1)2+33 (1)4_3+3_15
- 8 8/ ~ 4 16 16
2 2 2

.. w
p?=ri=s’ p=r=s=- icin saglanr,

Ornek 18: (JBMO 2014 Shortlist)

p. rves Pozitif Reel sayilar olsun. prs =1  olsun.
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2 2

(+1)2+( +1) +( +1) =3(p+r+s+1
P+ Tt Sp—(prs )

oldugunu gosterelim.

Coziim 1:
Aritmetik - Geometrik Ortalama Esitsizligi’ ni (AM-GM) kullanalim.

2 2

1y 1 1
(42 + (1) 4 (s+2)
r ) P
1 1 1 1 1 1
S AL TP A TP A TS
r s s D P r
:(pr+1+£+p)+(rs+1+z+r)+(sp+1+£%s)
S P s
P s T
=pr+rs+spt—+-+=-+3+p+tr+s
s r p
Aritmetik - Geometrik Ortalama Esitsizligi'nden su sonuca ulagiriz:
+T>2 +S>2 +p>2
pr p*?ﬂ’ rst-z2s ve sp+T-=2p

Boylece,

2
2 1 2

(p+%) +(r+%) +(5+E) 2(pr+~;—)+(rs+;)+(sp+g)+

+3+p+r+s=z3(p+r+s+1)

p=7r=s5 =1 icin saglanir.

Coziim 2:

Karesel Ortalama - Aritmetik Ortalama Esitsizlgi’ni kullanalim.

16




DAt TS b
r s P

() o 4o

3 ’ 3

=

o+ () ) 2

Aritmetik Ortalama ve Geometrik Ortalama Esitsizligi’ nden elde edilen

agafidaki esitsizlikte 1.denklemi yerine koyalim.

2
2 2 1\ (p+~?1;+'r+%+s—£-%)
(p+—) %(r+-) +(5+—) >
T 5 P 3

>(p+r+s+3)2_(p+r+s)(p+r+s)+6(p+r+s)+9>

v

33 6
Zr(p-l-r—l—s) \/%: (p+r+s)+9

CYptrt+s)+9

3 =3(p+r+s+1)

p =r =5 =1 i¢in saglanir.

Ornek 19: (JBMO 2014 Shortlist)

p, rve s Pozitif Reel sayilar olsun. p +7 +5 =1 olsun.

74+2r 742 7+2p>69

+ =
1+p 1+r+1+s 4

oldugunu gésterelim.

Coziim:

542(14+71) 5+2(s+1)+5+2(p+1)>69
1+p 1+7r 1+s T4

17




I + p'nn yerine x, / + 7’ nin yerine y, I + £'nin verine z yazalim.

542y 542z 5+4+2x 69 1 1 1 Yz X 69
+ + 2—@5(—+—+—)+2(—+—+—)2—
X y z 4 x v oz X v z 4

x,¥,Z>71 Reelsayillarve x + v +z =4 igin saglar.

Aritmetik Ortalama — Harmonik Ortalama Esitsizligi'nden,

x+y+z 3 1 1 1 9 1 1 1 9
> @ —+—+- S—F-—t-=-
3 1_'_1_3_1 X y z x+y+z x y z 4
x ' 'y'z
zZ X sy 7 X
AR N LA
z y z zyz
Bévlece,
5+2y 5+2z 5+2x 1 1 vz
+ + :5(— —+—)+2(—+—+-)>5—+23=
X v z Xy z X y oz
_ 69
4
x:y:z,f*—“—;:g,x-i-y—l—z:ﬁL ve

X=y=2z= g, p=r=s= -z; icin esitlik saglanir.

Ornek 20: (JBMO 2014 Shortlist)
k, m, n Negatif olmayan reel sayilar, k + m +n = kmn
2(k2+m?+n*)y=3(k+m+n)

oldugunu gosterelim.

Coziim:

Esitlik k& =m =n = 0 oldugunda saglanir.

Aritmetik Ortalama ve Geometrik Ortalama Esitsizlifi’ni uygularsak
k+m+n=kmn olur

. 3
kmn=k+m+n>3Vkmn = (kmn)® > (3Vkmn)
18




w

= k*m*n® = 27kmn

= k*m®n? = 27 |

= ViZmn? > 3
Ayrica Aritmetik Ortalama ve Geometrik Ortalama Bgitsizligi nden
k2 +m?+n? 2 3Vk%mn? 2 9 elde edilir.

2(k*> + m? +n?
202 +m?+nH) =3(k+m+n) o ( 3 )2(k+m+n)

) 2(k? +m? +n?)

3 =2.(k+m-+n)

k? +m? +n?
<:>4( 3 )22.(k+m+n)

) 2(k? + m? +n%)

=2.(k+m-+n)

(k% +m? +n?)
3
k2 mz nz

@3+?+3+“§“+3+"§"2 2(k+m+n)

kZ m2 ne
=2 3?+2 3?4-2 3?22(k+m+n)

& ki m? +n” +

=2.(k+m+n)

Esitlik,
k? m? n?
3:?:—5—5?’ x:y:z:g’ x+y+z$xyz

icin saglamyr.

Ornek 21: (JBMO 2014 Shortlist)

p. #. s Pozitif Reel sayilar olsun.
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((sz +1)4+2 (1 + ;)2) ((3r2 +1)% +2 (1 +§)2) ((352 +1)% 42 (1 + %)2)
= 483

oldugunu gosterelim.

Coziim:
x Pozitif Reel sayr olsun. Aritmetik Ortalama — Geometrik Ortalama

Esitsizligi’'nden asagidaki esitsizlik elde edilir.

1+x+x+x

3 3
7 >x4 veya 1+43x=4x%

2z

3 C3
Bp?+1)2=16p° ve 2(14+-) =322
p T

Ayrica Aritmetik ve Geometrik Ortalama Esitsizligi'nden,
3\* 2 ER
flpr)=@p*+1)*+2 (1 +;) = 16p +32r72 = 16(p3 +r 24T 2)

14

> 48—
r

Boylece,

f.)f(r,$)f (s,p) = 482 482.48% =483  elde edilir.

Esitlik p =r =5 =1 oldugunda saglani.

Ornek 22: (JBMO 2014 Shortlist)

p. 1, s Pozitif Reel sayilar ve p? + 7% + 5% = 48 olsun.

PAV2rd + 16 + 12y 25% + 16 + 5% 2p3 + 16 < 247

oldugunu gésterelim.
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Coziim:
2x3+16 =2(x*+8) = 2(x + )(x* —2x + 4)
Artimetik — Geometrik Ortalama Esitsizligi’ nden:

2x+4+x2—2x+4_x2+8
2 o2

V2x3+16=(2x + 4)(x2 —2x + 4) <

Yukaridaki denklemde x =p, x =7, x = 5 yerine yazalim.
p?r? 4+ 8p? + 1252 + 8r? + s2p? + 8s? £ 2,247

P B2y
+r°+s
pir +r?s? +s%pt < ® 3 )

p?+71%+ 5% =48 kullanrsak saglanmis olur.

Esitlik p=r =s =4 i¢insaglani.

Ornek 23: (Akdeniz Universitesi Matematik Olimpiyat 2016)

a pozitif bir reel say1 olmak lizere, a4+ 4a +—
a

ifadesinin minimum degeri kagtir?

Coziim:

_ 20
a pozitif bir reel say1 ise a® , 4a ve - da pozitif sayilardir.

b

20 3 4 4 4 4 4
a*+4a+-—=a +(2a+2a)+(——+—+—+—+—)=Molsun
a a a4 a a a

M s 4 4 4 4 4 ..
r > \/a3.2a.2a.a.—.—.— — > {212 = 24/2 Oyleyse buradan, M > 16v2

yani, a® + 4a + = = 16vZ  elde edilir.

Ornek 24: (Ireland, 2012)

p,7,5 Poziif Sayilar olsun.
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p r s 2 2 1 1
(—-+—+——+1) >(2p+r+s)( +-+-
r 5 p s
Yukaridaki esitsizligi gosterin.

p =71 =5 durumunu inceleyin.

Coziim:

p r S z p r s p T 5y\?
P+—+—+Q :1+2@+—+{M{—+M+J
r s p r s p ros p

r s r
=1+2(Peied) (B4l —)+p—+
r s p rs pr sp) T

r 5 5 T
YR SEAFPTLI ML
r s p P

S r

P

2 1 1
(2p+r+s)(—+ ) 4+2
p r

ifadelerini diizenlersek,

+p)+2 +1+ +22 +1+—
p p

p=1 =5 Iigin saglanir.
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Ornek 25: (China Western Mathematical Olympiad, 2011)

0 <p, r<1 seklinde verildigine gre,

pr(l—p—1)

(p+nA-p)(-7)
ifadesinin en bilyiik degeri nedir?
Ciziim:

p=71r= g i¢in sonucun é oldugu kolayca goriilebilir.
Simdi egitsizligi ¢Gzelim.

pr(l—p—r)
P+ -p)d-r)

1
S._

8
0<p, r<1

Eger p+7r=1 icin

pr(l—p—r) 1
Grnd-pa-n="<g "

Eger p+r<1igin 1—p—r=52>0igin
Aritmetik — Geometrik Ortalama Esitsizlikleri’ni kullanalim.

pril-p-7r) _ prs -
P+r)1-p)A—-7r) (@P+r)r+s)(s+p) ™

< prs B _1_
T 2Jpr 2Vrs2,fps 8

elde ederiz. Oyleyse esitsizligimizin en biiyik degeri -:; olur.

Ornek 25: (Austrian, 2012)

p,r ve s sifirdan farkii Reel sayilar olmak tizere

1 1
el
Iy S5

1

r

23




olduguna gore,

@*+ 40" +5M)). (P + 4 (2 +pD) (P + 4. P+ =0

ifadesindeki n degeri kagtir?

Coziim:

et

uygulayalim.
3
> 3 > 1
p.r.s = 1+1+l =
p r s

Simdi ise Aritmetik Ortalama — Geometrik Ortalama Esitsizhigi’ni

uygulayahim.
p? + 4.72 + 45 = 9.3/p?risE,
r? 4,57 + 4p? = 9.3/pPres®,
s+ 412 + 4p? 2 9.3/pBr8s?
Bu ii¢ denklemi taraf tarafa ¢arpalim.
P2+ 4. (r2+52)).(r* + 4.2 +p ). (s2 +4.(p? +79)) =
> 729.3/p8rissi8 = 729, (prs)? = 729

Yukaridaki esitsizlik p = r = s = 1 i¢in saglanmaktadir ve n’nin en biiylik

degeri 729 olarak bulunur.
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3 CAUCHY-SCHWARZ ESITSIZLIGI

Teorem 3.1
a4, s, U3 .,y Ay VE by, by, by ., by Reel sayilar olsun.

(a? +a% +a% ++a2).(bi+b2+b:+ +bi)=

> (arby + azhy + ...+ aphy)?
esitsizligine Cauchy-Schwarz Esitsizligi denir.

Esitsizligin en ¢ok bilinen gekli yukarida gasterildigi gibidir. Olimpiyat
sorularinda bu formiiliin farkli yazim sekilleri de kullamlmaktadir. Burada

ama¢ anlagtlihigs ve ¢éziimil kolaylastirmaktir. Bunlar;

(as++an)”

L2222

bl by ?‘1 - a1b1+...+anbn
2 aq + + an ~ __—__1— ( + + + )2
. b12 bnz - aq+az+-+an b1 bz n

dy” an? _ (ag+-+ap)? o
ST Faydali Esitsizlik

by o Bn — bytetby (Faydal Esitsizlik)

4. Jlag +az ++a )by + -+ by) = Jagby + -+ anhy
5' a‘l! aZJ a’3 333 aﬂ.: bl) bZr bB LED) b?’l S RI X e [011] igin
\ 2
(Za +2xZaaj)(Zb2+2beb> (Zaibi+x2aibj>
i<j i<j i<j

6. Cauchy-Schwarz Egitsizligi, kompleks sayilarda;

1<i<j<n

Yty ii-(Ya ) > (ay-ap’

25




Ornek 1: (IMO 1995/2)

a, b, ¢ pozitif sayilar ve a.b.c=1 olsun.

1 1 1
a3(b+c)  b3a+c)  c3(b+a)

3 .
= 5 oldugunu gosterelim.

Coziim:

Yine degigken degistirelim,

1 1 1
a==, b==, c==~ve xyz=1 olsun.
x y z

Denklemde yerine yazalim.

1 N 1 N 1 _ x? N y? N z? >§
L e

Cauchy-Schwarz uygulayalim.

2 2 ZZ

[(y+z)+(z+x)+(x+y)].(x 4 )2(x+y+z)2

+ +
y+z x+z y+x
elde edilir.

Simdi de A.G.O nygulayalim.

1

Z 2 =

x z x+v+z 3 3
y JXtytz Ceyz)3

+ + = =
yv+z x+z y+t+x 2 2

2

3
2z

Ornek 2: (IMO 2005/3)

x, y, z pozitif sayilar xyz = 1

xs_xz y5_y2 ZS_ZZ 0

>
x54+y24z7 0 yEh4z24x?  z5+x24y? T

oldugunu gosterelim.

Coziim:

Her tarafa 1 ekleyelim.

2 _ x5 yZ —yS 22 75
——— 1]+ | ——+ 1)+ ——— <3
x5 +y? + 22 vo 4 2% + x? z5 +x% 4 y?

26




x?+y? +z72 x4+ yi4z? x2+y2-3—22<3
x5+ y2 422 yS 4z x? x4y T

= xyz 2 1 i¢in Cauchy-Schwarz Esitsizligi'nd (C.S.E) vygulayalim.

x24y2pze <yz-~-y2+z2
x54+y24z? T yfiyZazi

@ +y? + 2z + ¥y +20) =2 (F +y* + 257 =

= x* +y? +z? = xy + yz + xz oldugundan

x4yt 4z xP+yiaz? xt 4yt 4z? xy + vz + xz
+ L2+ —F5————-<3
x5 +y? 4z yi4+z2 a2 254 x? 4yl x? +y?* 422

Ornek 3: (Pham Kim Hung)
a, b, ¢ negatif olmayan Reel sayilar

a” — bc b? —ca c* —ab

+ + >0
202 +b%2 4+ ¢ 2bT+ %24+ a?  2c2 4 a2 4 b

oldugunu gosterelim.

Coziim:

(a+b)° )
D gz S St

cyc
Cauchy-Schwarz Esitsizligi’ni (C.S.E) uygulayalim.

{a +b)? - a? N b?
a2 +b%24+2¢2 7 g2 +¢*  bE 42

(a+b)* <z a? +Z b* _ 3
:’Za2+b2+2c2_ a? + c? b2 +¢%

cyc cve cye
a=b=c¢ veyva a=b, ¢=0 Ii¢insaglar.

Ornek 4: (Nguyen Van Thach)

a b ceRT
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a’ b3 c?
+ + >1
ad+ B3 +abec c3+b3+abc ad+cd+abe

oldugunu gésterelim.

(oziim:

a
X == =-, Z=- alalim.
a’ Y 5’ ¢

a® 1 3 1 B yz
a?+h3+abc 1434 L 1+x3+x2z yztxitaz
Z

Cauchy-Schwarz Esitsizligi’ni (C.S.E) uygulayahm.

Z vz - {(vz + xy + xz)*
yz+x2+xz  yz(yz+x2+xy)+xz{xz +vy? +xy) +xy(xy +22 +zy)

cyc

= (yz +xy + xz)* = z yz(yz + x* + xz) & Z xZy? > Z x2yz

cye cyc cyec
=x=y=z veya a=Db=c i¢inkosulsaglanir.

Ornek 5: (Nguyen Anh Tuan, VMEOQ 2006)

a, b, ¢ gelisigiizel reel sayilar olsun.

x = Vb® — be + ¢2, y:m, 7z =va?—ab+ b? icin
xy+yz + xz=a’+b*+¢?  vardir. Bunu gosterelim.

Coziim:

x ve y'den x’yi elde edelim. Sonra genelleyelim.

x=m=\]¥+(b—%)z ¥ = c2_ca+a2=\/§~zj+(a—g)z

Cauchy-Schwarz Esitsizligi’ni (C.S.E) uygulayahm.
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3¢2 1
Xy >_+E(2b —0)(2a —c)

-4
Genellersek;
3 1
z Xy = EZ ¢ +ZZ(2b —OQa—c) = Z a2
cyc cye cye cyc

yz ve xz igin de ayni yolu izlersek b2 +¢?  gelir. Ispat biter.

Kural:

ay,ds, Ay ., 4, negatif olmayan Reel sayulardir,

q 5] ty, 4

+ u.i....+ = di?ﬂ.
ai+-+at aitai.+a; a+ai.+ai_y ata,+otoay

Bu kurali bir 6rnekle gtsterelim.

Ornek 6: (Pham Kim Hung)

a, b, ¢, dnegatif olmayan Reel sayilar.

a b c d 4
+ 2z 2 2+ 2 Z 2+ 2 Z 2Z
b2 +c?+d? a?+ci+4d b2+a2+d2 b +c*+a a+b+c+d

Coziim:

Cauchy-Schwarz Esitsizligi’ni (C.S.E) uygulayalim.

( a b c

+ + at+bt+c+d)=
i il @it d bEtaltde b2+cz+a2)( )

a? b? c? d?
> + + +
b2 +c2+d? Ja*+c?+d? br+at+d*  (bP+ct+ad
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aZ
Z b2+cz+d222

cye

\ Sonra ,Aritmetik — Geometrik Ortalama Esitsizlikleri’ni uygulayalim.

Yani A.G.O ‘dan yapalim.

b? + ¢% + d? 1(b2+cz+d2+1)%a2+b2+cz+d2
5 =

<
a® a? 2a2

aZ
b2+cz+d2 A+ b’ tcitde
cyc cye

(a, b, ¢, d)=(k k, 0, 0) saglar.

Ornek 7: (Samin Riasa)

a, b, ¢ bir liggenin kenarlar1 olsun.

a b c
3a—b+c 3b—c+a 3c—a+h

= 1 oldugunu gésterelim.

Coziim:
Cauchy-Schwarz Esitsizligi’ni (C.5.E) uygulayalim.

42 a ”Z 4q _ay a+b—c
3a~b+c¢c Za3a—b+c 3a—b+c
cyc cye cye

(a+b+c)?

=3+
chc(a +b-c)3a—b+ c)

a = b = ¢ saflar.
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Ornek 8: (Pham Kim Hung)

a,b,ceRt a<b<c ve a+b+c=3

V3a2 +1++5a2+3b2+14++7a2+5p2+3c2+1<9

oldugunu gdsterelim.

Coziim:

Cauchy-Schwarz Esitsizligi'ni (C.8.E) uygulayalim.

(\/3a2 ¥ 1++/5a2 + 3% + 1 ++/7a + 5b% + 3¢2 +1)2 =

( J6(3a2+1)+ J4(5a2+3b2+1)+ J3(7a2+5b2+3c2+1))

(6 1 2)[6(3a + 1) + 4(5a* + 3b* + 1) + 3(7a® + 5b% + 3¢? + 1}]

= 59a% + 27h% + 9¢? < 95

Ayrica a < b <cigin ab + bc + ca = 2ab + b? > 2a? + b? dir.
S5a? +3b%2 +c* < (a+b+¢)? =9 =59%+27b* + 9¢? <95

a<l igin a=b=c deegitligi saglar.

Ornek 9: (Gazeta Matematica )

a, b, c>0igin

Jat +a?b? + bt + bt + b2c? + ¢t + /¢t + a?c? + at =

> a./2a% + be + by 2b% + ac + o/ 2¢% + ab
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Coziim:

aZbZ aZbZ
4 2h2 4 4 4
Z\/a+ab+b Z\/(a+2)+(b+2>

cyclic cyclic

- 1 Z 4+a2b2+ b4+a2b2
=5 a 5 5

cyclic

Cauchy-Schwarz Esitsizligi’ni (C.S.E) uygulayalim.

ml Z 4+a2b2+ 4_'_cztzcz
=7 T T

cyclic

2) . (a‘f + azcz) (A.G.O)

2

4 azh
= \Echclic \/(a4 + 2

a’bc
CSE=V2Y i jat+ — = Yeyeue V20t + a2bc

Ornek 10: (Phan Hong Son)

a, b, ¢ Pozitif Reel Sayilar olmak iizere,

Va VBT T 2+ Vb N T @ e AV T B = 3VE 1 1

oldugunu gdsterelim.

Coziim:
Zb2+c2+2.z\/(a+ b2+c2)(b+\/c2+a2)29\/§+6
cyc cyc

Cauchy-Schwarz Esitsizligini uygulayalm.(C.S.E)

Saye (@ + VF T )b PNTF @) 2 L (o + 252 (5 +25)) =

:%ZJ((ﬁ—l)a+3)(\/—2"—1)b+3 2%2((\@—1)\/&3+ 3)

cyc cye
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:(1—%);M+%

Zm+(2~ﬁ)z@26

cyc cye

Yukarida, soru ¢éziimiinde agagidaki bilgiden de yararlandik. Sovle ki,

x,y = 0oldugundan /x*+y*+ (2 —vV2).xy = x> +y? dir.
xt+yt= (2P +y? - (2-V2).xy )2 ancak ve ancak
2(2—=V2)xy (x —¥)* = 0 dur.

Ayrica a = b = ¢ = 1 igin durum saglanir.
Ornek 11: (Korea M.O 2002)

(a,,a-,,,,,a,) ve (by,bs,,,,,,, by) Reel sayilar olmak Gizere,
a?+ai+as+ - +ai=bf+bitbi 4+ -tbi=1

(@:by — a3b))? < 2|anby + aghy + ashs + -+ +aphy, — 1|
oldugunu gosterelim.

Coziim:

Cauchy-Schwarz Esitsizligin’den (C.5.E)

bize verilmis. Buradan,

1 > a1b1 + azbz + a3b3 + 4 anbn 2 -1 dlr

Cauchy-Schwarz Esitsizligin’den (C.S.E)

(af +ai + - +az)(bf+bZ+-+b5)— (a;hy + ash, + azb; + -

2
Anbn)? = EFo(ahy — a;b;)” = (aib, — agh,)?

33
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~1—‘———*——}

n i
== (1 - aibi) (1 + Z Clibi) = (a1b2 - a2b1)2
=1

i=1

= 2|a1b1 + azbz + a3b3 + + anbn__ll 2 (albz - azbl)z

Ornek 12:

m, n, p Reel sayilar olsun. m,np > 0 ve mintp= 3

n? + p? m2+p?  m?+n?
2.(mn+np +mp) — 3. mnp =m. > + n. 5 +p.

oldugunu gosterelim.

Coziim:
m? + n® n? + p? n?+p?  n?+p? 2n
< P ise d < P =n+p-— P

2 2 2 n+p n+p
n2+p2+ m? + p? m2+n2<

m. 5 n. 5 + p. > =

< 2(mn +np +mp) — 2 ( L S )

= SUmt o np T mp SEELR v m+p n+p

C.S.E (Cauchy-Schwarz ) Esitsizligini kullanirsak,

1 1 1 (1+1+1)* 3

+ + > =
m+n m+p n+p 2.(m+n+p) 2

Ornek 13 : (ESTONYA 2014)
p, ¥, § Reel Sayilar olmak lizere,

p.r.s=1 olarak veriliyor.

1 1 1

1 +p2014— + 1 +T2014 + 1 4 2014 >1

oldugunu gosterelim.
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Coziim 1 :

k = p201%, m=r2 = 5201% pofmn =1
olsun.
I+mA+n)+QA+nA+)+0+0)0+m) >
>(1+m)(T+n)(1+k)
dir.

ifmn =1lvel+k+m+n>0 oldugundan k, m, » p'ozitif saylardir.
Oyleyse ¢oziim gosterilmis olur.
Coziim 2 :

2014 2014 2014

k=p , m=r , n==:s vekmn =1
k .m, n sayilar1 i¢inde en biyik sayin olsun. o zaman z > 1 olur.

O zaman k.m <1 dir.

1 1 1_(1+m)+(1+k}—(1+k)(1+m)>
T+k T+m A+KQA+m) -
1-km

0

Z(1+Jr«;)(1+_m)2

Oyleyse
! + ! >1di
Trk T4m- 5T

Ornek 14: (ESTONYA 2014)

m, n, p Pozitif Reel sayilar olsunlar. m+n+p =1 olduguna gore,

2 2 2

- + z + L >
n?4+p*+1 pP+mt+1 mP+nt4+17 5

oldugunu gosterelim.
Ciziim 1 :

Birinci ¢6ziimde Aritmetik Ortalama ile Harmonik Ortalama Esitsizliklerini
kullanalim
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m,n,p € (0,Daralifin alalilm.

nd <nwve p*<pburadan n¥*+pf+l<p+nt+l=1l-m+1=2-m

> =—-2-~m-+
mi+pt+1” 2—-m A p——
Z
— > -2-n+
p3+m‘§+1> [ y——
2
1y 4
—— s 7 PR
m3+n*+1 Pt - p
elde edilir.
mZ N nZ N pZ
m*+p*+1 pPemit+l miint+1l
> —6—( + )+( ! + ! + 4)
KRG A U ppi s s
= 7+4( 1 1)
B \2-m 2-n 2-p

2-m, 2-n ve 2-p pozitif oldugundan Aritmetik Ortalama ile Harmonik Ortalama

(AHO) uygulayahm.

1 n 1 N 1 >3 3
2-m 2Z-n 2-p T2-m)+Q2-n+Q2-p)
9 9
:6—(m+n+p):§

2 2

m + z + P >
mi+pt+l pPP4mt+1l miPint+l
> ’7+4( ! + ! + ! )> 7+49“1
\2—-m 2-n 2-p/ '5 5
Coziim 2 :

C.S.E ‘den yapahm.'

a=ynP+pr+l, b=ypP+mitlvec=ym3+nt+1

Seklinde alahim.

mZ 7'12 2
(a2+b2+c2).(?+§+2—2)2(m+n+p)2:1
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m,n,p & (0,1) icin
A+t = pt D+ PP HAm D)+ (M +nt 1)

=34+ +pP+m) + @4 mt ) <3+ (mAn+pi+ (m+n+p)
=5

Coziom 3:

Ukgiincii ¢éziimii ise Aritmetik Ortalama-Karesel Ortalama kullanarak yapalim.
Efer p 2% vem+n+p=71liginmven¢€ (0,-;-] olur.

e 1)4_19 5

3 4 < - - _ —

m’+n +1_1+(2) +(2 16<4
m? n? p® p® 4 . 41
+ + > >=p?>=.=
nw+pt+l pPamitl mi4nt4+1” mdi4nt+17 5 54

1
5

1
az= % ve b= % fakat m, 1, p sayilan 2 ‘den daha az olmalidir,

Oyleyse, Aritmetik Ortalama-Karesel Ortalama uygulayalim.

m? n p

+
n3+p4+1+p3—5—m4+1 m3 +nt+1
>16 (m+n+p)? 16 1

=19 3 =153°5

Z 2

16
2z 2 2
>—19(m +n° +p°)

Ornek 15: (Romanya 2015 JBMO 3)
a, b, ¢ sifirdan bilyiik sayilar olsun.

Ci’.3 N b3 N C3
c3+a?b ad+b%c b3+ cla

3
>
— 2

oldugunu gosterelim.

Coziim:

Aritmetik Ortalama-Geometrik Ortalama uygulayalim.(A.G.0)
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2
a‘h <
3
a’ a® 3.a3
= =
c?+a?b 63+a3+a3+b3 2a’ + b3 + 3¢

3
Burada degisken degistirme yapalim.
a®*=m, b®=n vec®=palalim.

m N n N p
2m+n+3p 3m+2Zn+p m+3In+dp

1
> —
2

Y e~ L T
2m+n+3p Zi2mZ+mn+3mp

(m+n+p)? 1

> =
T 2(m? +n® +p?+2mn+2mp +2np) 2

Bu a = b = cigin saglanir. Ayrica, Titu’nun Lemma’simndan,

a? b3 c3 a* bt ct

+ + = + + >
c34+a2h a3+ bic B34+cla acd+adh bad+b3c b+ 3a

- (a? + b?% + c%)*
T 2.(ba* + b3c+ cfa)

3
“..>W —

2
(a® + b% + ¢*)* = 3.(ba® + b?c + c?a) ifadesini yukarida sonucu bulmada
kullandik.

Ornek 16: (JBMO 2013 Shortlist)

k, m Pozitif Reel say1 ve km =1 olsun.

2 )>16
)=

2
(k+2m+—)(m+2k+
m +

k+1

oldugunu gésterelim.
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Coziim 1:

Aritmetik — Geometrik Ortalama Esitsizligi’ni kullanalm.

k+1 2
TS
Bavylece,
ket omt—— 250 o
k+1— 2
ve benzer sekilde
m+ 2k + : 2m+3+2k
m+1 2

(k + 4m + 3)(m + 4k + 3) = (Vab + 4Vab + 3)? = 64
Cauchy — Schwarz Esitligi'nden Am =1 “dir.

Cozitm 2:

kmzrdmk+m2k+b%22h(yﬁ:2 dir.

Aritmetik — Geomeitrik Ortalama Esitsizligi'ni kullanalim.

2 2
k+2m+——=m+(k+m)+——

E+1 k+1
42 4
= K+1
__m-l—ler+1_;_1 2
=3 2 L)
2
244 (m+1)
2(k+ 1)
Benzer sekilde,

TR 1 G R0 G
m m+1-  [2m+ "
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)216j@+1§m+1)

= 16NVkm
> 16

2
(k+2m+—)(m+2k+

k+1 m+1

Coziim 3:

Cauchy — Schwarz Esitsizligi’ni kullanalim.

m+1):

=(w+n0+m+gé7)0m+ky+k+mil)

2(k+m+¢ﬁh~ 2 )
JE+Dm+1)

2
2 e — 2
(k+ m—f—k_l_l)(er k+

Axitmetik — Geometrik Ortalama Egitsizligi’ni kullanalim.
2 4
=
JE+Dm+1 k+m+2

2
k+m+vkm+ 2k+m+1+————r=
JE+1Dm+1) k+m+2

_(ktm+1(k+m—2)

4 >4
k4+m+2 +

k+mz=2Vvim =2

Esitsizligi elde edilir.
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4 HOLDER ESITSIZLIGI

Teorem 4.1

X1, X2, X3 55 X VE Y1, V2, V320 ¥ P0OZitif Reel sayilar olsun.

: p>1 wve gq>1, %+% =71 denklemi saglansm.
1 1
n n 7 n 7
Z:xiyi S(Z X?) (2 Jﬂp)
i=1 i=1 i=1

Bu esitsizlige Holder esitsizligi denir.

Halder esitsizligine drnekler verelim.

Ornek 1:
a,b,c ERT wve
max(a?, b?,c?) < 2(a” + b? + ¢?) kosulu altinda

a N b . c .
VZ2hZ +2c2 —aZ2 V2cE 4 202 —b?  N2a%Z+2b%2 —c?

oldugunu gésterelim.

Coziim 1;

Hélder esitsizliginde yapilan ¢dziim

Z a(2b? + 2¢* — a?)

cyc

a Z a
Z\/sz +2c2 —a? | V2b% + 2c2 —a?
cye cye _

>(a+b+c)

=(a+b+c)d > 3.2&(22)2 + 2¢? —a?)

eye

=3 abc——H(a—b+c) + 2 Za3—3abc =0

cye cye
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a=b=c Ilginde saglar.

Coziim 2:

A.G.O" dan yapilan ¢6ziim

Z a +Z a +23\/§.a. (2b% + 2¢* — a?)
V2b2 + 2¢2 — g2 V2bZ + 2¢? — g? (a+b+c)?
cye cyc

cyc

> 3.2—@‘—9—: 3v3

a+b+c
cyc
N a N (2b% + 2¢? — a?)
VZDZ ¥ 2¢Z—aZ (@a+b+0c)3

a = b = ¢ i¢in de saglar.
Ornek 2: (Pham Kim Hung)

ab,c €RT at+tb+c=1

a b c
3 3 3
Va+zh Vbh+2c Not2a

=1 oldugunu gosterelim.

Coziim:

Holder egitsizligini uygulayalim.

(=) Ze)2

cyc

a 4‘
ala + 2k ZZa =1 dir.
E‘\/CH—ZI:')Z: ( )

Za(a+2b)z(a+b+c)2:1 dir.

cyc
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Ornek 3: (Titu Andreescn. USA MO 2002)

ab,¢c eRY
(@®—a?+3)B° =-b>+3)( " -c?*+3)=(a+b+)?

oldugunu gdsterelim

Coziim:

Halder egitsizligini uygulayalim.

H(a 243 = H(a 424 (@ — 1)(a? —1))>ﬂa +2

cye cyc
=@ +1+DE*+1+D(c2+1+1D)=2(a+b+c)
Ornek 4: (Gabriel Dospinesn)

a,b,c,d ERY, ab.cd=1

1 1
5@+ DG+ DT+ DA+ D) = (a+b+c+d+E+E+E+

oldugunu gésterelim.
Coziim:

Holder Egitsizligi ni uygulayalim.

4
(@ + 1% + D(c* + 1(d* + 1) = (a + bed)* = (a + %)

=@+ DB+ Dt + DA+ 1) > a +%

> 4@ F DO+ DE+ D@ + D 2 ) a +Z%

cyc cyc
a=b=c=d=1 iginde saglar
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Ornek 5:

a b ceRrRt

(a® + ab + b2 (b2 + bc + ¢2)(c? + ca + a?) = (ab + be + ac)?

oldugunu gésterelim.

Coziim:
Holder Esitsizligi’ ni uygulayalim.

(a4 ab + b))% + bc + c¢?)(c? +ca+a®) =

= (a? + ab + bH)(B2 + bc + c?)(c? + ca + a?) = (ab + bc + ac)?

Ornek 6: (Pham Kim Hung)

a,b,ceRY, ab.c=1

a b c
+ + =>1
N7+b+tec V7+a+c N7+b+a

a b c

+ + >1
V7+b2+¢? V7+a?+c2 N7+ b*+a?

egitsizlikleri varsa;

a b c

J7+b24c2  JT+at+ct 7+b2+a2

acaba =1 dogru mudur?

yanlis midir?

Coziim:

Holder’ den 6nce 1. ve 2. esitsizligin dogru oldugunu gdsterelim.

Za(7+b+c) >(a+b+c)?

cye

a a
;V7+b+c ;V7+b+c

=(a+b+c)®=7(at+b+c)+2(ab+bc+ac) dir
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Cinkil a+b+c =3 Vab.c=3 tir. (A.G.Odan)
2
(a+b+c)3_>_7(a+b+c)+§»(a+b+c)227(a+b+c)+2(ab+bc+ac)

Simdi 2.esitsizlife bakalim. Yine Holder Esitsizlifi'nden

Z—a— Z—--»-a— Za(7+b2+cz) > (a+b+c)s
AN e AV =

cye

:»Za(7+b2+cz):7(a+b+c)+(a+b~}-c)(ab+bc+ac)—Sabc

cye
1
S7(a+b+c)+§(a+b+c)3—3g(a+b+c)3

a=h=1c=1 saglar.
Avyrica 3.egitsizlik icin - a=107% b=c =100 veya

a0 ve b=c—- 4+ iginde saglamaz.

Ornek 7: (Beyaz Rusya Training)

DS x, v,z Pozitif Reel sayilar igin agagidaki esitsizlifi sagladifmi g0steriniz,

3 3 3
r s TS
Jlprts)

Xy ?_3(x+y+z)

Coziim:
p r s
m = % , n= 3\/; , k= %
alalim.
3mP + 3+ EDEP+ ¥+ 2% = (mx b ny +kz) (1.denklem)

3 3 342
o 3(m? 40?4+ kD) = (12 412 + 12)(md +n® + k) > (mf+nz+kf)

(2.denklem)
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Cauchy-Schwarz Esitsizligin’den yukarnidakiler elde edilir. Ayrica Holder
Esitsiz]igi'ni uygnlarsak;

1 1
(mt+nt + kDT (Y +yW + 2w 2 mx +ny +kz

i¢in
22 (1 L1 1)
3 WTE i Tw o
alirsak
33 32
(mz +nz + kz) (x® +y> +23) = (mx +ny + kz)3.e. (3.denklem)

(2.) ve (3.) denklemleri birlikte diisiiniip, (1.} denklemde yerine koyarsak

soruda istenen saglanir.

Ornpek 8: (Litvanya)
k, m, ntam sayilar olmak iizere

1+ k? 15+m?+n*  6+m* 10+ k*+n* T+k>+m?

+ +
15 + m2 + n? 1+ k2 +10k2+nz 6+ bz + 9 +n2

ifadesinin en kiigiik degeri kagtir?

Coziim:

1+k2 6+m?,9+n? ‘u uv vew ile adlandiralim.

U v+ w v U-+w w u+v
= + + + +
u+w U U+ w v u+v w
2u 2v 2w v+w utw u+v
24 = + + + +

v+w v4+w v+Uv 2u 2v 2w
3/v+w o ut+w v4u
+-( + + )

2 1 v w
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S

2U v+ w 2u u+w 2w u-+v

= + + +

v+ w 2U u+w Zv u+v 2w
3,v u w v
(-t —t—t— )
Zv\u v u w1

3
> 2.3 +—2—.2.3 =15 ise 4275

Ornek 9: (Iran, 2012)

p,7,s Pozitif Reel Sayilar ve p.r +r.s + s.p = L olsun.

P
r

r svs
S+

. przﬁ(\/'p_+x/F+\/E)

L
5

oldugunu gésterelim.

(Coziim:

Soruyu Hélder ve Aritmetik — Geometrik Esgitsizlikleri’ni kullanarak

gosterelim.
\/_ 3 3
BN s (Yn) 2 (D) e YRR S
_— = L S N
Z - s 12 Jp | ise =3 Jp
cyve cyc cyce cyc cyc cye
3 2
1
3 Z\/E >3 zﬁ ise Z\/E E3\/§i562\/§24\/27
cyce cye cyc cye
Oyleyse

Z Jp < V27 seklindedir.2¥ > +/3V27 dir.
cyc cye

3 1
A G.Odan Zp_r@ > 3. 1_[% =3.(prs) & (%)

cye

47




2 2 1
1= Z'pr > 3.(prs)3 ise{prs) 3=>3, (prs) & = V3

cye

(*}denkleminden Z

cyc

rs

1 5
PyP >3.(prs) 6 = 3V3 =32 =3.V27

seklinde buluruz.
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5 CHEBYSHEV ESITSIZLIiGI

Teorem 5.1

A =0y =0z = = Gy ve by =by=by = =b, Reelsayilar

olsun.

a1b1 + aZbZ + e + anbn -

n

>(a1+a2”|""a3+"‘+an)(b1+b2+b3+‘“+bn)
- n

n
seklindedir.
Yukanda verdigimiz Chebyshev Esitsizligi ile ilgili érnekler yapalim.
Ornek 1:
a, b, ¢, d Pozitif Reel sayilar olsun.
a’+b*+ct+d*=4 g

a® h? c? d?

b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c

4
E_
3

oldugunu gésterelim.

(6ziim:

1 1 1 1
> > >
b+c+d c+d+a d+a+b at+b+c

a, b, ¢, d siraly artan olsun.

Chebyshev Esitsizligi’ni kullanalim. Bizden istenene x diyelim,

Z ) Z 1 16(a? + b? + ¢* +d?)
4.x > a > >
- b+c+d at+b+c+d)

cye cyc
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- 4./4(a? + b2 + c? + d?)
N 3

" 4
Oyleyse X = 3 tir.

5.1 YENIDEN DUZENLEME ESITSIZLIGI

Olimpiyat sinavlarinda, sorulan bazi egitsizlik sorularim, Yeniden
Diizenleme Bgitsizligi yardimiyla c¢bzebiliyoruz. Asapida, once yeniden
diizenleme (the rearrangement inequality) esitsizliginin ne olduguna bakalim.

Sonrasinda ise birkag 6rnek vererck anlagilirhg arttiralim.

Tanim ve teoremleri vermeden dnce zihnimizde canlandirmak i¢in biraz

on bilgi verelim.

Iki tane reel say1 iiglitsii alalim. Bunlar (py, p2, p3) ve (1, 12, 73) olsun.
Burada (7,1, 75) reel say1 iigliistiniin tim permiitasyonlarma bakacak olursak
31=6 tane durum oldugunu goriiriiz. Buradaki (ry,7;,73) ligliisiiniin
permiitasyonlarnmm olusturdugu kiimeye P dersek, (a,,a,,a3) € P dir. Buna
gore, T =pia; +pra, + paas toplamin1  da  biliyorsak, Burada asil
ilgilenmemiz gereken sey T toplaminin ne zaman en kiigitk ve ne zaman en

bityilk oldugudur. Yeniden diizenleme esitsizligi ile bu soruya cevap arayacagiz.

Tanmm 5.1.1
(p1, 2. 03) ve (ry,13,73) reel sayl tiglitlerini alalim. Buna gére,

s EBfer (py, 02 p3) ve (1, Ty, 13) lglilerinin  elemanlar1 artan veya
(P1, P2, 0a) ve (11,72,73) Oglilerinin  elemanlan  azalan bir sirada
yazilmigsa bu ikiliyt BENZER DUZENLT seklinde adlandiralim. Yani
PLEP, SpPsVer, ST, ST30eYap 2P ZP3 Ve 21 215

durumlar: saglansin.
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o Eper (py,p,,p3) ve (1, 13,713) bu iki igliiden biri artan digeri azalan
swada yazilmissa bu (pq, py, p3) ve (11,72,73) lglisini de AYKIRI
DUZENLI seklinde adlandiralim.

Ornek 1:

a)  (3,—1,1) ve (5,7,9) Ugliileri Benzer Diizenlilerdir.
by 0<p<r<sise (prs)ve G,%,%) Aykar1 dizenlidir. Fakat

(p,7,5)ve (—3-— 1 —1—) Benzer Diizenlidir.

r+s’ pts’per
¢) 0<p<r<s vetpozitifreel say1ise (p,7,5) ve (p*rts")
. : . ) 1 1 1. . .
ifadesi benzer diizenliyken, ( p,7,s) ve (IFJF’;) ifadesi Aykir

diizenlidir.

d) p<r<s ventektamsayiise (p,7r,s) ve (pf,ris") Benzer

Diizenlidir.
Teorem 5.1.1 (YENiDEN DUZENLEME)

(p1, 02, P2) ve (11,72, 73) iki reel liglii olsun. ve (a4, Ay, as) tgliisti (ry, 73, 73)

gliisiiniin bir permiitasyonu olsun.

o (py,p2.p3) ve (ry,75,73) liglileri benzer dilzenli ise,
PyTy + Pots + P37y = prdy + Peay +p3az olur

o (p, 1, ) ve (ry,7,73) Uglileri aykinn diizenli ise,

P17y + Po7y + P37s < pray + o0, + p3ag olur

Ornek 2:

p, #, s reel sayilarin elaman: olmak iizere,
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. pPHritsizpr4+pstrs
i prtHrtEstEptlr 4+t ls +57p

esitsizliklerini gosterelim.
Coziim :

Coziime baslamadan &nce bize verilen soruyu inceledigimizde, i gikkiun, it

sikkinmn 8zel bir hahi oldugunu goririiz. Bu nedenle ii sikkim, yani genel ifadeyi

gostermemiz yeterli olacaktir. O zaman (p,7,s) ve (p" % r™ L s™"

ifadelerini benzer diizenliler olarak alirsak, istenen esitsizlik yeniden diizenleme

esitsizligi ile,

pp™ 4 ™ s o™ g™ 4 spn Tt
olarak buluruz.

Ornek 3:

p,r = 0 olmak lizere, agsagidaki esitsizlikleri gésterelim.

a) 2.(p> +7r) = (Pt rH(P? +1r?)
b) p°+7° = piri(p® +7°)
o) (p+r)t<2tpt+7vY

(Coziim a)

(p?,1?) ve (p°, %) Benzer diizenliler olsunlar. Oyleyse,

p2p3 +T.2.r3 - ('p2+TZ) (pB -E—?"3

5 5 5 ) ise 2.(p° + %) = (p? +r)(p* +7r7)

seklinde buluruz.
b)

Bu soruda ise, Benzer Diizenlileri (p*,7%) ve (p®,75) seklinde alahm.

Ovyleyse,

44,5 4,.5 4 4 5 5 5 5 5 5
pp+rir > pT+r p>+r > [pirt p’+r = p?y? p°+r
2 2 2 2 2
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olur. Bu esitsizlikten p® + 77 > p2r?(p® + r®) esitsizligini elde ederiz.
<)
Bu soruyu Chebyshev Esitsizliginden faydalanarak vapalmm.

Benzer sekilde ikililerimizi (p*~ Y, 7t 1) ve (p,7) seklinde alalim.

1 1
PPtz ) =S @ p ()

1

pi+rt> 7 P+t D p+r)p+r)

1
pt.+ rf = i (p+r)ip+r)p+7) .. (p+r)=

S )t

olur. Oyleyse bizden isteten, (p + )t < 281 (p® + %) ifadesini bulmus

oluruz.

Yeniden Diizenleme Yontemiyle, Aritmetik Ortalama ve Karesel
Ortalama arasindaki biyiikluk-kiigiiklitk iligkisi, benzer sekilde Aritmetik
Ortalama ve Geometrik Ortalama arasindaki biyyiiklik-kiigiiklitk iligkisi kolay
bir sekilde gosterilebilir. Biz simdi Chebyshev Esitsizligini Yeniden Diizenleme

Yoéntemiyle elde edelim.,

Ornek 3 :

(p1, P2, 03) ve (11,1, 13) Benzer Diizenliler olsunlar.

P17+ P2y + P37 S (pl +py + PB) (’"1 +7+ 7’3)
3 - 3 3

seklindeki Chebyshev esitsizligini gosterelim.
Coziim :

Soruda bize (py, P2, p3) ve (11,12, 12) Benzer Dizenliler olarak verildiginden,

yeniden diizenleme ydntemini kullanalm.
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pat P27yt PaTy = pali +pata P37

pim T D27 T P37 2 PiTe + Pl T P3N

P17+ Pal2 +P373 2 PaTs L P T P37

esitsizliklerini yazabiliriz. Yukaridaki i¢ denklemi taraf tarafa toplayalim.

3(pyry + P2tz + 0a73) Z
2p(ntrntrn)tp(tn4n)+p(n+n+r)

esitsizligi elde edilir. Buradan da soruda bizden istenen

P11+ pary + Pats - (P1 +p + p3) (7”1 1+ 7’3)
3 - 3 3

ifadesi elde edilmis olur.
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6 BAZI GEOMETRIK ESITSIZLIKLER VE
UYGULAMALARI

Teorem 6.1

D, ¥, s bir tiggenin kenarlar ve bu tiggenin alam A olsun.

Oyleyse p2+7r? +52 > 4V3.A esitsizligi vardir.
Weitzenbock Egitsizligi denir.

Bu esitsizlige

Yukaridaki esitsizligin ispati ¢ikmig bir sinav sorusu iizerinde gésterelim.

Ornek 1: (IMO 1961/2)

p. . s bir figgenin kenarlari olsun. Bu {iggenin alani da A olsun.

Oyleyse  p?+71? +52>4V3.A  oldugunu gosterelim.

Coziim:

p=y+z
r=x-+z,
S=y+zx,

x,v,Zz > 0 olsun.

Denklemde yerine yazalim. Daha sonra karesini alahm.
W+ +(x+2)" + (x+)D? =2 48.(x +y+ 2).x.v.z
(+2) 2+ x+2P°+(x+v)D2 216 (yvz +xz +xy)? =

= 16.3 (xy.yz +yz.zx + xy.yz)

((k—m)? = 0= k?+m? = 2lom dir. Buradan benzer sekilde

(k +m+n)? = 3(km + mn + kn) yazilabilir.)
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Ornek 2: (IMO 1983/6)
p. v, s bir ticgenin kenar uzunluklari olsun. Oyleyse
prrp—r)+ris(r—s)+sp(s—p)=0

oldugunu gosterelim.

Coziim:
p=y+z
rT=X+ 2z
Ss=y+x,

x,y,z > 0 olsun.

Denklemde yerine yazalim.

G+ x+2D -0+ x+2D% &+ -+
+x+ v (y+2)(x—2)

Diizenlevelim.

WP+ 2yz4+2)(z+x) v —x) + (Z* + 2zx + x) (x + ) (z-y) +

Hx? 4+ 2xy + y?) (yrz)(x-2)
=2 x%z+y3x + 2%y = x%yz + xy%z + xyz?

Her tarafi x.y.z “ye bolelim.

x2

y: o 7
—+—+—>=x+y+z bulunur
v Z X

¥ 2 2
x? + y-z— + -Z;C- = x+y+z igin Cauchy Schwarz Esitsizligi kullanalim.

2 2 2
(x+y+2z) (x?+%-+z;) > (x+y+z)* eldeederiz.
=0  oldugundan ispat biter.
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Ornek 3: (APMO 2003)

k, m, n bir tiggenin kenar uzunluklaridir, Bu tiggenin gevresi 1 birimdir.

2
V2 +m? +yn? + m? +Jk? + n2 <1+g

oldugunu gosterelim.

Coziim:
Genelligi bozmadan
kz=mz=n alahm,

k+m+n=1

1
k<m+n=1-k, kS-z* dir.

V2
=sm<k = Jki+m? g\/z.kzzzm/§<7
n? 1,2
sn<m=2n+m<sm?+mn < m2+mn+I:(m+§) dir.
n
= n2+m2<m+5 dir.
Benzer sekilde
n
= n2+k2<k+z dir.
Oyleyse ;
V2 n n V2
2 2 2z 2 2 4 _ _ — = P
VEZ+m? +fnd pm 4k et < +(m+2)+(k+2) 1+~

Ornek 4: (Ukrayna 2014)

p, 7, s dar a1l bir figgenin kenarlart olmak tizere

VP22 —s2 412457 —p? +\/p? 4 52 —rZ < \/3.(ab + bc + ca)

oldugunu gésterelim.
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Coézium:

X% =p? + 712 —s?,
y? =72 4+ 5% —p?,
7% = p? 4+ 5% — 12

ve x, y, z pozitif sayilar olsun.

B x2¢ 4 z2 3 x? +y? _ yZ 4+ z?
P77 TRz T2

Cauchy Schwarz Esitsizligi kullanalim.

x+y+z<=

< \/—; (\/(xz +22)(x% +¥2) + /(X2 +y2) (22 + y2) ++/ (2 + 22 (22 + zz))

VP2 +r)(p? +52) 2 p?+rs oldugu igin

3
i\/i(x2+y2+zz+xy+yz+xz)

232 +y?+ 22 txy+yz+xz) = 2(x+y+2)°

Yukarida x?4+y?4+z2>xy+yz+xz  oldugunu da kullandik.

Ornek 5: (Romanya)
m ve nreel sayllar olmakilizerel <n<Z2Zvem—-n+1=90

olarak veriliyor.

a) E =+v4m? + 4n - 3 + 2.vn? — 6m — Zn + 10 sonucunu bulalim.
b} p,7,s bir iggenin kenar uzunliklart,

P s )

+ + >3
r—p+s p—-r+s p+r-—s

oldugunu gosterelim.
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Cézilm : a)

m=n— 1dir.

Jam? +4n -3 =/(@2n - 12 = 2n— 1]

Jan? +eém—2n+10=y(n—-4)2=|n—4|=4—n
E=2n~1+2.(4—n)=7 dir

(oziim : b)

xX=—p+r+s, y=p—7r+s, z=p+r—=5 olsun.

Ytz _x+z

_y+x
b= T -

2

, 5

olsun. p, 7, s figgenin kenarlar1 oldugu igin x,y,z > 0 dir.Oyleyse,

+z x+z +x x zZ X z
YIE I Y R Sise (X+—)+(—+—)+(X+—)_>_6
2x 2y 2z X oy x  z z v

Ornek 6: (India, 2003)

ABC iiggeninin kenarlar sirasiyla p, 7, s olsun. Eger kenarlar

p+C, r+2, s+2 olan bir A'B'C’ izilebiliyor ise,

A(A'B'C") = %A(ABC)
oldugunu gosterelim.
Coziim:
p=k+m, r=m+h, s=h+k
seklinde olsun. A'B’C" igin ise,

. h+2k+3m |, 3htk+2m | 2h+3k+m
L T

seklinde alalim. Simdi 1se iggende alan bulmada Heron formiiliini kullanalim.
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3th+k+m)2h+ k)(2k + m)(2m + k)
16

A(A'B'C"Y = \/
Aritmetik Ortalama-Geometrik Ortalama Esitsizligini kullanirsak,

2h+ k= 3.2k, 2k+m>=3.Yk2m, 2m+h>3 Y mh

elde ederiz. Oyleyse,

3Ch+k+m).27.(hk.m) 9
16 4

A(A'B'CY) = \/ A(ABC)

bulunur.
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