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MINIMUM SAG IDEALLERE BAGLI SAFLIK

Sagbas, Selcuk
Doktora Tezi, Matematik Bolumii
Danigsman: Prof. Dr. Refail ALIZADE
Ocak 2022

Tam sayilar halkasi tizerinde, basit modiiller ile diiz, injektif ve projektif olarak iiretilen
0z smiflarin ayni olduklar bilinmektedir. Bu siniflar daha genel halkalar iizerinde bir-
birinden farkli olmaktadir. Dolayisiyla bu 6z siniflar ve homolojik nesneleri literatiirde

ayri olarak incelenmistir.

Bu doktora tezinde temel olarak, bir [2-halkasi icin tiim basit sag modiiller yerine, hal-
kanin minimal sag idealleri ile diiz ve projektif olarak iiretilen 6z siniflar ele alinmigtir.
Bu siniflarin sirasiyla, es-injektif ve es-projektif nesneleri incelenmektedir. Bu nes-
neler sirasi ile zayif mutlak s-saf ve zayif diiz-saf olarak adlandirilmigtir. Bu modiiller
kullanilarak karakterize edilen bazi belirli halkalar tanimlanmistir. Zayif diiz-saf (zayif
mutlak s-saf) modiillerin, diiz-saf (mutlak s-saf), injektif, projektif, tekil olmayan veya
diiz modiil oldugu halkalar verilmistir. Ozel olarak, bir R halkasinin sag Kasch olmas1
icin gerek ve yeter kosulun her zayif diiz-saf sag modiiliin diiz-saf oldugu gosteril-
mistir. Her zayif diiz-saf (zayif mutlak s-saf) sa§ modiiliin injektif ve projektif oldugu
halkalarin tam olarak QF halkalar oldugu kanitlanmigtir. De8ismeli Noether halkasi
icin, tiim devirli zayif diiz-saf modiillerin projektif olmasinin halkanin QF olmasina
denk oldugu gosterilmistir. Ayrica, zayif mutlak s-saf ve zayif diiz-saf modiillerin Ortii
ve biirlim Ozellikleri ¢alisilmistir. Her basit sag idealin orten projektif biiriime sahip

oldugu halkalar karakterize edilmistir.

Ayrica, bir halkanin basit idealleri yerine sag temel (principal) idealleri alinarak zayif
yalniz-injektif ve zayif C-diiz modiilleri tanimlanmigtir. Bu modiiller yardimi ile bazi

halkalar karakterize edilmistir. Bu modiillerin biiriim ve ortii 6zellikleri ele alinmagtir.



Anahtar sozciikler: Injektif modiil, projektif modiil, diiz modiil, saf-diiz modiil, mut-

lak saf modiil, Kasch halkalar, QF-halkalar.
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ABSTRACT

ON PURITY RELATIVE TO MINIMAL RIGHT IDEALS

Sagbas, Selcuk
PHD, Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Refail ALIZADE
January 2022

The proper classes that are flatly, injectively and projectively generated by simple mo-
dules coincide over the ring of integers. These three classes are distinct from each
other, in general. Therefore each of these classes and their homological objects are

studied independently.

In this Ph.D. thesis, we investigate the proper classes that are flatly and projectively
generated by minimal right ideals. We study the coinjective and coprojective objects
of these classes respectively. These objects are termed as weakly absolutely s-pure and
weakly neat-flat, respectively. Certain rings that are characterized via these modules
are investigated. The rings whose weakly neat-flat (resp. weakly absolutely s-pure)
modules satisfy certain conditions, such as being neat-flat (resp. absolutely s-pure),
injective, projective, nonsingular or flat are studied. For instance, it is proved that R
is a right Kasch ring if and only if every weakly neat-flat right R-module is neat-flat
(moreover if R is right min-coherent) if and only if every weakly absolutely s-pure left
R-module is absolutely s-pure. The rings over which every right weakly neat-flat (resp.
weakly absolutely s-pure) module is injective and projective are exactly the QF rings.
For a commutative Noetherian ring, we prove that, every cyclic weakly neat-flat mo-
dule is projective if and only if the ring is QF. We also study enveloping and covering
properties of weakly absolutely s-pure and weakly neat-flat modules. The rings over

which every simple right ideal has an epic projective envelope are characterized.

In addition, we investigate weakly singly-injective and weakly C-flat modules which are

obtained by considering principal right ideals instead of minimal right ideals. Certain

vii



rings are characterized by means of these modules. We also consider enveloping and

covering properties of weakly singly-injective and weakly C-flat modules.

Keywords: injective module, projective module, flat module, pure-flat module, abso-

lutely pure module, Kasch rings, QF-rings.
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BOLUM 1
GIRIS
Tez boyunca aksi belirtilmedik¢e R ile birimli, birlesmeli bir halka ve modiiller ile

R-modiller kastedilecektir.

Modiil ve halka teorisi ve homoloji cebirde, kapali (closed), eskapali (coclosed), dii-
zenli (neat) ve saf (pure) gibi alt modiiller ve bu alt modiillerin genellemeleri onemli
bir rol oynamaktadir. Bu alt modiillerden en 6nemli olani saf alt modiillerdir. Saf kisa
tam dizilerden olusan 6z sinifin sonlu sunumlu modiiller ile diiz ve projektif olarak
iiretilmis oldugu bilinmektedir. Ote yandan, diiz saf kisa tam dizilerden olusan 6z si-
nif, tam sayilar halkasi lizerinde basit sa§ modiiller ile diiz, injektif ve projektif olarak
tiretilen 6z siniflar ile ayni olmaktadir. Ancak bu 6z siniflar genel bir halka iizerinde
farkli olmaktadir. Dolayisiyla diiz alt modiil kavrami tam sayilar halkasindan herhangi
bir halkaya farkli sekillerde genellestirilebilir. Son yillarda bu genellemeler, karsilik
gelen 6z siiflar ve bu 6z siniflarin homolojik nesneleri literatiirde yogun olarak ele
alinmistir (Alagdz ve Biiyiikasik, 2021; Biiyiikasik ve Durgun, 2015; Biiyiikasik ve
Durgun, 2016; Crivei, 2014; Mermut ve Tiirkoglu, 2019).

c:0-BL A0 sag [R-modiillerin bir tam dizisi olsun. Her sonlu
sunumlu F' sag R-modiilii € dizisine gore projektif ise ¢ dizisi (Cohn) saf tam dizi
olarak adlandirilir (Sklyarenko, 1978). Denk olarak ¢ dizisi saftir ancak ve ancak her
X sol R-modiilii i¢in, f ® 1x : B®r X — A ®r X dogal grup homomorfizmasi
monomorfizmadir. Her basit sag R-modiil € dizisine gore projektif ise € dizisi diizenli
olarak adlandirilir. Alt modiiller i¢in, diizenli ve saf olmak genelde denk degildir, yani

hicbiri digerini gerektirmez.

c:0— B - A= C = 0sag R-modillerin bir tam dizisi olsun. Her basit S
sag (sirastyla sol) R-modiilii icin Homp(S, €) (sirasiyla € Q) , S) dizisi tam dizi ise ¢

kisa tam dizisi diizenli (sirasiyla s-saf) olarak adlandirilir (bkz. sirasiyla (Hiremath ve



Gramopadhye, 2009) ve (Crivei, 2014)). Diizenli ve s-saf biri digerini gerektirmedi-
ginden genelde denk degillerdir. Diizenlilik ve s-safligin ¢akistigi tamlik bolgelerinin
karakterizasyonu Fuchs tarafindan soyle verilmistir: Bu bolgeler her maksimal idealin
projektif (sonug olarak, ayn: zamanda sonlu iiretilmig) oldugu tamlik bolgeleridir. Bu
ozelligi saglayan degismeli halkalar (Crivei, 2005) de maksimal ideallerin sonlu iire-

tildigi ve yerel asal olarak karakterize edilmistir.

Tiim basit sag modiiller yerine, belirli bir basit sag modiiller sinifi ile iretilen 6z siniflar
ve homolojik nesnelerinin ne olabilecegi dogal bir soru olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu
tezde, tiim basit sag modiiller yerine, halkanin minimal sag idealleri ile iiretilen 0z

siiflar ve bu siniflarin bazi homolojik nesneleri incelenmektedir.

c:0-B-LAasc oo sag R-modiillerin bir tam dizisi olsun. Her minimal
S sag (swrastyla sol) ideal i¢in Hompg(S, <) (swrasiyla € Q5 S) dizisi tam dizi ise ¢
kisa tam dizisi zay1f diizenli (sirasiyla zayif s-saf) olarak adlandirilir. Bunlara kargilik
gelen ve bu tezde incelenecek olan bazi homolojik nesnelerin tanimi agagidaki gibidir.
M bir modiil olsun. Her N — M modiil epimorfizmasi ve S basit sag ideali icin
Hom(S, N) — Hom(S, M) orten ise M sag R-modiiliine zayif diizenli-diiz modiil
denir. Ote yandan, her M — N monomorfizmas1 ve S basit sag ideali icin S ® M —

S ® N monomorfizma ise M sol R-modiilii zay1f mutlak s-saf olarak adlandirilacaktir.

Diizenli-diiz modiiller zayif diizenli-diiz modiillerdir. Mutlak s-saf modiiller zayif mut-
lak s-saf modiillerdir. Boliim 3.1°de, diizenli-diiz modiiller ve mutlak s-saf modiiller
sinifinin bahsi gecen siniflarin kesin genellestirmeleri oldugu gosterilmistir. Modiille-
rin bu yeni siniflarinin hem diizenli-diiz hem de minimum-injektif (sirasiyla mutlak
s-saf ve minimum-diiz) modiillerin 6nemli 6zelliklerinin bazilarim paylastigini goste-
ren birkac sonug verilmistir. Buradan, R bir sag PS halkalar ancak ve ancak her (basit
ya da devirli) sag modiil zayif diizenli-diizdiir ve R bir sol FS halkadir ancak ve ancak
her sol R modiil zayif mutlak s-saftir denklikleri gdzlemlenmektedir. Artin cebirlerin
sunum teorisinden, sonlu sunumlu M R-modiiliiniin 7 (M) Auslander Bridger trans-
pozu kullanilir (Mao ve Ding, 2008). Sag§ minimum uyumlu (coherent) halka iizerinde
her minimal sag S ideali ve onun T'r(S) transpozu sonlu sunumludur. Bu ifade, mini-

mum uyumlu halka iizerinde, asagidaki sonuglar1 verir ve devaminda agirlikli olarak



kullanilacaklardir:

(1) M zayif mutlak s-saf sol R-modiildiir ancak ve ancak M T zayif diizenli-diizdiir.
(2) M zayif diizenli-diiz sag R-modiildiir ancak ve ancak M ™ zayif mutlak s-saftir.
R bir sag Kasch halkadir ancak ve ancak (ek olarak 12 sag minimum-uyumlu ise) her
zay1f diizenli-diiz sag R-modiil diizenli-diizdiir ancak ve ancak her zayif mutlak s-saf
sol R modiil mutlak s-saftir karakterizasyonu ispatlanmistir. Ek olarak, bir R halkasi
Von Neumann regiilerdir ancak ve ancak Ry tekil olmayandir ve her zayif diizenli-diiz
sag modiil diizdiir karakterizasyonu ispatlanmustir. Ilaveten, bir R halkas1 yar1 basittir
ancak ve ancak her zayif diizenli-diiz sag R-modiil tekil olmayan modiildiir ancak ve

ancak Rp tekil olmayandir ve her zayif mutlak s-saf sol R-modiil injektiftir.

Boliim 3.2’de, zayif diizenli-diiz ve zayif mutlak s-saf modiiller sirasiyla minimum-
injektif ve minimum-diiz modiillerin genellestirilmesi olarak ele alinir. Her minimum-
injektif sa§ modiiliin zayif diizenli-diiz oldugu gozlemlenir. Ozel olarak her serbest I
sag modiil icin, I’ zayif diizenli-diizdiir. Ek olarak, R sa§ minimum uyumlu halka ise
her minimum-diiz sol 2-modiil zayif mutlak s-saftir ve 6zel olarak sol [2-modiil ola-
rak r R halkas1 zayif mutlak s-saftir. Her minimum-injektif sag modiiliin diizenli-diiz
olmasinin zorunlu olmadigini (6rnegin, herhangi bir p asal tam sayisi i¢in M = Z
minimum-injektif Z-modiil iken diizenli-diiz degildir) gormek zor degildir. Dogal ola-
rak, her minimum-injektif sag R-modiil diizenli-diizdiir ancak ve ancak R sag Kasch
halkadir karakterizasyonu ispatlanmistir. Bir /2 halkas1 QF halkadir ancak ve ancak her
projektif (sirasiyla injektif) sag R-modiil injektiftir (sirasiyla projektiftir). Bu ifadenin

bir benzeri olarak asagidakilerin denk oldugu gosterilmisgtir:

(1) R halkas1 QF halkadir; (2) Her zayif diizenli-diiz sag modiil injektiftir (sirasiyla,
projektiftir); (3) Her zayif mutlak s-saf sol modiil projektiftir; (4) R sag minimum

uyumlu halka ve her zayif mutlak s-saf sol modiil injektiftir.

Boliim 3.3’de, zayif diizenli-diiz ve zayif mutlak s-saf modiillerin biiriiliis ve ortiiliis
ozellikleri ele alinmistir. Sag minimum-uyumlu 2 halkasi icin asagidakiler ispatlan-
mustir: (1) Her sag R-modiil zayif diizenli-diiz rtii ve monik zay1f diizenli-diiz 6n bii-
riime sahiptir. (2) Her sol R modiil zayif mutlak s-saf 6n biiriim ve epimorfizma zayif

mutlak s-saf Ortilye sahiptir. Ek olarak, sag minimum-uyumlu R halkasi i¢in asagida-



kilerin denk oldugu gosterilmistir: (1) R halkasi sag PS halkadir; (2) Her sag R-modiil
epimorfizma zayif diizenli-diiz biiriime sahiptir; (3) Her basit sag ideal epimorfizma
projektif biiriime sahiptir; (4) Herhangi bir zayif diizenli-diiz sag R-modiiliin her alt
modiilii zayfi diizenli-diizdiir; (5) Herhangi bir zayif mutlak s-saf sol 2-modiiliin her

boliimii zayif mutlak s-saftir.

Boliim 3.4°de, bir halkanin basit idealleri yerine sag temel (principal) idealleri alina-
rak zayif yalniz-injektif ve zayif C-diiz modiilleri tanimlanmistir. Bu modiiller yardimi
ile baz1 halkalar karakterize edilmistir. Bu modiillerin biiriim ve Ortii 6zellikleri ele

alinmustir.



BOLUM 2
ON BILGILER

Bu bdliimde tezde kullanilan bazi tanim ve 6n bilgiler verilecektir. Homolojik Cebir
hakkinda detayl bilgi i¢cin (Rotman, 1979), (Enochs ve Jenda, 2000) ve (Mac Lane,
1995), (Alizade ve Pancar, 1999) kitaplarina bakilmalidir. Modiiller ve halkalar icin
(Anderson ve Fuller, 1992), (Lam, 2001) kitaplarina bakilmalidir. Abel gruplari i¢in
(Fuchs, 1970) bakilmalidir. Bagil homolojik cebir i¢in (Mac Lane, 1995), (Enochs ve
Jenda, 2000) kitaplar1 ve (Sklyarenko, 1978) makalesi temel referans kaynaklaridir.

Burada gerekli olan bilgi ve 0zetlere deginilecektir.

Modiiller, halkalar ve homolojik cebirdeki tiim terim tamimlarina derinlemesine degi-
nilmemektedir. Ozellikle modiil teorisi, kategoriler, ileri itme ve geri cekme, Hom ve
tensor (®) funktorlari, projektif modiiller, injektif modiiller, diiz modiiller projektif ve
injektif ¢oziimlemeler ile Extp = Extp, = R-Mod x R-Mod — Ab funktorunun

temelleri bilindigi kabul edilecektir.

2.1 Oz Simflar

Bu béliimde bu ¢alismanin ana konusu olan Oz Siniflar konusu tamimlanacaktir. Oz
Siniflar (Buchsbaum, 1959) de Buchsbaum tarafindan tanimlanmigtir. Bu siniflar farkl
iceriklerde yogun bir sekilde calisilmistir. Tiim aragtirmalar ve okumalar i¢in (Mac

Lane, 1995), (MiSina ve Skornjakov, 1969), (Sklyarenko, 1978), (Mermut, 2004) atif

yapilmisgtir.

P, R-modiillerin kisa tam dizilerin ve R-modiil homomorfizmalarinin bir sinifi olsun.
oO-ALBSCc S0 (2.1)

kisa tam dizisi P’ye ait ise f homomorfizmasi P-monomorfizma ve g homomorfiz-

mast P-epimorfizma (her ikisi P-6z ve kisa tam dizi ise P-0z kisa tam dizi) olarak



adlandirilir.

P-1) E kisa tam dizisi P sinifinda ise [E’ye izomorfik olan her kisa tam diziyi igerir.
P-2) P tiim pargalanan kisa tam dizleri icerir.

P-3) Bilesim tanimli ise iki P-monoformiznanin bilesimi bir P-monomorfizmadir.
P-3’) Bilesim tanimli ise iki PP-epimorfizmanin bilesimi bir PP-epimorfizmadir.

P-4) ¢ ve f monomorfizmalar ve g o f P-monomorfizma ise f 7P-monomorfizmadir.

P-4’) g ve f epimorfizmalar ve g o f P-epimorfizma ise f P-epimorfizmadir.

P smifi yukarida verilen kosullar1 sagladiginda 6z olarak adlandirilir. (Buchsbaum,

1959; Mac Lane, 1995 Boliim 12, §4; Sklyarenko, 1978).

A, B’nin alt gruplar1 ve tiim n tam sayilari icin A NnB = nA ise A alt grubu B’de saf
olarak adlandirilir (Fuchs, 1970, §26-30).

Abel gruplarda 6z siniflarin en 6nemli 6rneklerinden biri Safy_poq dir. Bu I, (f)’in B

de saf alt grup oldugu Abel gruplarin tiim (2.1) kisa tam dizilerinin sinifidir.

R-modiillerin en kiiclik 6z sinifi R-modiillerin sadece parcalanan kisa tam dizilerin-
den olugsmaktadir. Bu sinif Parcaliz-Mod ile gosterilmektedir. /2-modiillerin en bilyiik
0z smift R-modiillerin tiim kisa tam dizilerinden olugsmaktadir. Bu sinif Abspg.moq ile

gosterilmektedir.

R-modiillerin bir P 6z sinifi i¢in, bir B modiiliiniin alt modiilii A olsun. a € A olmak
lizere i4(a) = aile tzmmliiy : A — B gomme monomorfizmasi P-monomorfizm

oluyor ise B’nin A alt modiilii B’nin P alt modiilii olarak adlandirilir.

2.1.1 Oz Simflarin Homolojik Nesneleri

R-Mod igerisinde bir P 6z sinifinda bazi P-projektif modiilden verilen bir A R-modiiliine
P-epimorfizma olmak zorunda degildir. Bu sebeple genelde Hom funktorunun tiirev

funktorunu kullanarak Ext%) alternatif tanimi kullanilabilir.
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Bir P 6z smifi ve A, C' R-modiilleri i¢in, P igindeki A ile baglayip C ile biten tiim
kisa tam dizilerin denklik simiflar1 Exty,(C, A) veya kisaca Extp(C, A) ile gosterilir.
Bunun Extg(C, A)’mn alt grubu oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Exty’nin alt funktoru
olan Exty, : R-Mod x R-Mod — Ab bifunktoru elde edilir.

E-05ALB% 050

R-modiller ve R-modiil homomorfizmalarinin kisa tam dizisi olsun.
M bir R-modiil olsun.

. p_ 9. ¢ o diyagrami ilk satir Eve v : M — C

V
- |
gl
M
bir R-modiil homomorfizmast ve 7: M — B bir R-modiil homomorfizmast secilerek

I)Her .0 A

degismeli diyagram i¢ine gomiilebilir. Diger bir deyisle, her v : M — C homomorfiz-

masi i¢in go V= ~ olacak sekilde bir Y: M — B homomorfizmast vardir.
2) Hom(M,E) : 0 — Hom(M, A) Iy Hom(M, B) £ Hom(M, C) — 0 dizisi tamdur.

Yukaridaki denk kosullari saglayan M R-modiiliine [E kisa tam dizisine ya da g epi-

morfizmasina gore projektif denir. ,

DHer g -0 1t .p 9. ¢ o diyagram ilk satir E ve o : A — M bir

aJ/ Foa
M
R-modiil homomorfizmasi a: B — M bir R-modiil homomorfizmasi secilerek degis-

meli diyagram i¢ine gomiilebilir. Diger bir deyisle, her « : A — M homomorfizmasi

icin @ of = « olacak sekilde bir &: B — M homomorfizmasi vardir.

2) Hom(E, M) : 0 — Hom(C, M) & Hom(B, M) & Hom(A, M) — 0 dizisi

tamdr.

Denk olarak yukaridaki denk kosullar1 saglayan M R-modiiliine E kisa tam dizisine

gore ya da f monomorfizmasina gore injektif denir.

Bir M R-modiilii P deki tiim kisa dizilere gore projektif (sirasiyla injektif) ise M mo-



diiliine P-projektif (sirastyla P-injektif) denir. M nin relatif projektifligi (sirasiyla in-
jektifligi) herhangi bir B i¢in Exty, (M, B) = 0 (sirastyla herhangi bir A i¢in Exty, (A, M) =
0) olmasi gerektigine denktir. Tim P-projektif (sirasiyla P-injektif) modiiller m(P)

(srasiyla i(P)) ile gosterilmektedir.

R-modiillerin kisa tam dizilerinin bir P sinifi bir A modiilii icin PP-projektif olan baz1 P
modiiliinden A’ya P-epimorfizma bulunabiliyor ise yeterli projektife sahip sinif olarak
adlandirilir. R-modiillerin kisa tam dizilerinin bir P sinifi her B modiilii i¢in B mo-
diiliinden P-injektif olan bir J modiiliine 7P-monomorfizma bulunabiliyor ise yeterli
injektife sahip sinif olarak adlandirilir. Yeterli projektif (sirasiyla yeterli injektif) olan

bir P 6z sinif projektif 6z sinif (sirasiyla injektif 6z sinif) olarak adlandirilir.

Tanim 2.1. C bir R-modiil olsun. C ile biten
E-0-ALBSC—=0

formundaki her R-modiil homomorfizmasi ve RB-modiillerin kisa tam dizisi P 0z sini-

finda ise A bir R-modiilii olsun. C' modiilii P-diiz olarak adlandirilir.

Tamim 2.2. A ile baglayan
E:05ALBSC o0

formundaki her R-modiil homomorfizmasi ve RB-modiillerin kisa tam dizisi P 0z sini-

finda ise bir A R-modiilii P-boliinebilir olarak adlandirilir.

Extp funktoru kullamlarak, Extp(C, A) < Extg(C, A) alt grubunun 0 veya tiim
Extg(C, A) olmasina dayanarak P-projektif, P-injektif, P-diiz, P-boliinebilir kolayca

tanimlanir:

1) Bir ¢ R-modiilii P-projektiftir ancak ve ancak tim A R-modilleri igin
Extp(C, A) = 0 dir.

2) Bir € R-modilii P-diizdiir ancak ve ancak tim A R-modiilleri igin

Extp(C, A) = Extg(C, A) dir.
3) Bir A R-modiilii P-injektiftir ancak ve ancak tim C R-modilleri icin
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Extp(C, A) = 0 dur.

4) Bir A R-modilii P-boliinebilirdir ancak ve ancak tim C R-modilleri igin

EXt'p(C, A) = EXtR(C, A) dir.

Onerme 2.3. (Misina ve Skornjakov, 1968, Onerme 1.9 ve 1.14) 0 — M — N —
K — 0 R-modiillerin bir kisa tam dizisi olsun. M ve K P-diiz (sirastyla P-boliinebilir)

ise N de P-diiz (sirastyla P-boliinebilir) modiildiir.

Onerme 2.4. (Misina ve Skornjakov, 1968, Onerme 1.12) M R-modiilii P-diizdiir an-

cak ve ancak ‘P projektif R-modiilden M 'ye P-epimorfizma vardir.

Sonug 2.5. (Misina ve Skornjakov, 1968, Onerme 1.13) B modiilii P-diiz ve 0 — A —

B — C — 0 kisa tam dizisi P oz sintfinda ise C modiilii de ‘P-diizdiir.

Es olarak, P-bdliinebilir modiiller i¢in asagidaki ifadeler mevcuttur.

Onerme 2.6. (Misina ve Skornjakov, 1968, Onerme 1.7) N R-modiilii P-boliinebilirdir

ancak ve ancak N 'den [ injektif modiiliine 'P-monomorfizma vardir.

Sonug 2.7. (Misina ve Skornjakov, 1968, Onerme 1.8) B modiilii P-boliinebilir ve 0 —

A — B — C — 0 kisa tam dizisi P oz sintfinda ise A modiilii de 'P-béliinebilirdir.

2.1.2 Projektif olarak iiretilmis 6z simflar

Modiillerin M sinifi verildiginde, M her M € M i¢in Hom(M, E)’nin tam oldugu

R-modiillerin tiim E kisa tam dizilerinin smifi 7~ (M) ile gosterilir. Diger bir ifadeyle
7Y (M) = {E € Absp.moa|her M € M i¢cin Hom(M, E) tamdir.}

oldugu goriilebilir.

71 (M), her M € M’nin P-projektif oldugu en biiyiik P 6z siniftir. Bu 6z siif M

tarafindan projektif olarak iiretilmis 6z sinif olarak adlandirilir.

P 6z smfi igin, P nin projektif kapamst P’yi iceren 7! (7w(P)) 6z simfidir. P nin

projektif kapanisi kendisine esit ise o zaman P’ye projektif olarak kapali denir.
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Onerme 2.8. ( Sklyarenko, 1978, Onerme 1.1) Her projektif 6z sinif projektif olarak

liretilmigstir.

‘P, R-modiillerin kisa tam dizilerinin bir 6z sinifi olsun. P-projektif modiillerin dik top-
lam1

‘P-projektiftir. Bir P-projektif modiiliin dik bileseni P-projektiftir.
Bir P 6z sinifindaki her {EE, } \e koleksiyonu i¢in E = 7y, E) de P de ise P 6z sinifi
m-kapali olarak adlandirilir.

Onerme 2.9. (Sklyarenko, 1978, Onerme 1.2) Her projektif olarak iiretilmis 6z sunif
m-kapalidir.

Modiillerin M sinifinin bir alt sinifi M olsun. M de ki her modiil M de ki modiillerin
ve serbest modiillerin dik toplaminin dik bileseni ise M alt simifi M igin projektif baz

olarak adlandirilir.

Onerme 2.10. (Sklyarenko, 1978, Onerme 2.1) M bir kiime ise 7= (M) éz sinifi pro-

Jjektiftir ve M, tiim 'P-projektif modiillerin sinifi icin projektif bazdur.

M bir kiime olmadiginda bile:

Onerme 2.11. (Sklyarenko, 1978, Onerme 2.3) Modiillerin bir M 6z sinifi boliim mo-
diiller altinda kapalr ise 7=(M) 6z sumifi projektiftir ve M, P-projektif modiillerin
swmifi icin projektif bazdur.

2.1.3 Injektif olarak iiretilmis 6z smflar

Modiillerin M sinifi verildiginde, ve her M € M i¢in Hom(E, M)’ nin tam oldugu

R-modiillerin tiim E kisa tam dizilerinin simifi i~ (M) ile gosterilir. Diger bir ifadeyle
iH (M) = {E € Abspg.mea|her M € M igin Hom(M, E) tamdur.}

oldugu goriilebilir.

i~Y(M), her M € M’nin P-injektif oldugu en biiyiikk P 6z simftir. Bu 6z simf M

tarafindan injektif olarak iiretilmis 6z sinif olarak adlandirilir. P 6z smif i¢in, P’nin
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injektif kapanigi P’yi iceren i(i(P)) 6z sinifidir. P’nin injektif kapanisi kendisine esit

ise o0 zaman P’ye projektif olarak kapali denir.

Onerme 2.12. (Sklyarenko, 1978, Onerme 3.1) Her injektif 6z sinif injektif olarak iire-

tilmistir.

‘P, R-modiillerin kisa tam dizilerinin bir 6z sinifi olsun. P-injektif modiillerin dik ¢ar-
pimi

‘P-injektiftir. Bir P-injektif modiiliin dik bileseni P-injektiftir.

Bir P 6z sinifindaki her {IE) } ca koleksiyonu i¢cin E = @, Ey de P de ise P 6z

sinifi @-kapali olarak adlandirilir.

Onerme 2.13. (Sklyarenko, 1978, Onerme 1.2) Her injektif olarak iiretilmis 6z sinif
P-kapalidir.

Bir injektif modiil baz1 devirli alt modiillerin injektif bolimii ile cakigir ise injektif
modiil ilkel olarak adlandirilir. Bu tiir modiiller bir kiime olusturur ve her injektif mo-
diil ilkel injektif modiillerin dik ¢arpimu igerisine gomiilebilir (bkz. Sklyarenko, 1978,

Lemma 3.1).

Modiillerin M sinifinin bir alt sinifi M olsun. M deki her modiil M deki modiillerin
ve belirli ilkel injektif modiillerin dik ¢carpiminin dik bileseni ise M alt sinif M icin

injektif baz olarak adlandirilir.

Onerme 2.14. (Sklyarenko, 1978, Onerme 3.3) M bir kiime ise i~ (M) oz suifi in-
Jjektiftir ve M, tiim 'P-injektif modiillerin sinifi icin injektif bazdur.

M bir kiime olmadiginda bile:

Onerme 2.15. (Sklyarenko, 1978, Onerme 3.4) Modiillerin bir M iz sumifi alt modiiller
altinda kapali ise i~1 (M) 6z sintfi injektiftir ve M, tiim P-injektif modiillerin sunifi icin

injektif bazdir.
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2.1.4 Diiz olarak iiretilmis 6z simiflar

R halkas1 degismeli olmadig1 durumda bir 6z sinifa gore projektif ve injektiflerin ten-
sOr carpim analoglari i¢in yonlere dikkat edilmelidir. Bir R-modiil denildiginde bir sol

R-modiil kastedildigi unutulmamalidir.

R modiil homomorfizmalarinin ve R-modiillerin bir
E:05ALB%C—0
kisa tam dizisi alinsin.
MRE: 0 MeA™ MeB ™ MeC -0

dizisi tam ise bir M sag R-modiil E kisa tam dizisine veya ¢ monomorfizmasina gore

diiz denir.

Sag R-modiillerin bir M sinifi verildiginde, R-modiillerin tiim E kisa tam dizilerinin
ve her M € M i¢in M ® E’nin tam oldugu R-homomorfizmalarinin sinifi 771 (M) ile

gosterilir. Diger bir ifadeyle
7 HM) = {E € AbSp.mea/her M € M igin M ® E tamdir.}

oldugu goriilebilir.

771(M), sag R-modiillerin M sinifi tarafindan diiz olarak iiretilen 6z sinif olarak ad-

landirilir.

R halkas1 degismeli oldugunda bir sag R-modiil sol [2-modiil olarak ya da tam tersi

olarak diisiiniilebileceginden R icin yonii belirtecek bir ifadeye ihtiya¢ yoktur.

Teorem 2.16. (Lam, 2001, Teorem 4.89) Sol R-modiillerin kisa tam dizisi
E:0—-—A—B—->C—=0

olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) C; modiilleri sonlu sunumlu sol R-modiiller olmak iizere
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0 = A; — B; — C; — 0(i € I) parcalanan tam dizilerin dik sisteminin dik limiti

Edir.
(2) Herhangi bir M (sonlu sunumlu) sag R-modiil icin

0 MRIA—-MRB—-MxC—=0

dizisi tamdur.

(3) Herhangi bir M (sonlu sunumlu) sol R-modiil icin
0 — Hom(M, A) — Hom(M, B) — Hom(M,C) — 0

dizisi tamdur.

Teorem 2.16’in denk kosullarindan birini saglayan tim K kisa tam dizilerin sinifi

Cohn-saflig1 olarak adlandirilir ve Pure ile gosterilir.

FPr (sirastyla g F'P), tiim sonlu sunumlu sag (sirasiyla sol) R-modiillerin sinifi olmak

tizere Teorem 2.16 yardimiyla
Pure = 7 (rFP) = 7 Y(FPgr) = 7~ }(Mod-R)

oldugu kolayca goriilebilir.

2.1.5 Auslander-Bridger Transpoz

Bir M R-modiilii igin, Homy(M,Q/Z) karakter modiili M™ ile gosterilir.
Hompg(M, R) es modiilii M* ile gosterilir. 0y, : M — M** deger doniigiimii anla-

mina gelir. d,; monomorfizma ise M burulmasiz olarak adlandirilir.

M sonlu sunumlu R-modiil olsun. Yani bu, baz1 sonlu iiretilmisi F' serbest R-modiil
ve F’nin sonlu iiretilmig G alt modiilii i¢in M = F/G oldugu anlamina gelir. Sonug
olarak

0—-GC—=F—-M-=0
kisa tam dizisi elde edilir.
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F’ sonlu iiretilmis serbest modiil ve H sonlu iiretilmis modiil olmak {izere herhangi bir
0—H—->F —-M=0

kisa tam dizi M ’nin serbest sunumu olarak adlandirilir.

Fy ve I sonlu iiretilmis serbest modiiller olmak iizere
FL—>F—M—=0

tam dizisi M nin serbest sunumu olarak adlandirilir. Bu sunuma Homg(-, R) funktoru

uygulanirsa, Tr(M) ile F§ — F} es doniisiimiiniin es ¢ekirdegi gosterilmek iizere
0— M"— Fy — F —-Tr(M)—0

dizisi elde edilir. Tr(M)’nin sonlusunumlu sag R-modiil oldugu unutulmamahdir.
Tr(M) sag R-modiilii M sol R-modiiliiniin Auslander-Bridger transpozu olarak ad-

landirilir.

M +— Tr(M) eslemesi M’nin sunumuna bagh oldugundan bire bir degildir. M aym
zamanda F’nin serbest sunumu alinarak 7'(7r(M)) olarak yorumlanabilir (Sklya-

renko, 1978, §5).

Onerme 2.17. (Sklyarenko, 1978, sonug 5.1) Herhangi bir sonlu sunumlu M R-modiilii
ve E kisa tam dizisi icin Hom(M, E) dizisi tamdir ancak ve ancak Tr(M) ® E dizisi

tamdir.

Teorem 2.18. (Sklyarenko, 1978, Teorem 8.3) M sonlu sunumlu R-modiillerin bir kii-
mesi olsun. Her F € M, Tr(F) sag modiille iligkilendirilsin. Tr (M) tiim bu Tr(F) lerin

bir kiimesi olsun. Tr(Tr(M)) = M oldugu varsayilabilir. O zaman
7 (M) =7YTr(M)) ve 7' M)=r"Tr(M))

olur.

Onerme 2.19. (Sklyarenko, 1978, Lemma 5.1) Herhangi bir R-modiillerin E kisa tam
dizisi ve M sag R-modiilii icin M QE dizisi tamdir ancak ve ancak Hom (M, E'1) dizisi

tamdur.
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P 6z simifinda olan her {E;(i € I);7’(i < j)} dik sistem i¢in E = lim_, E; de P
de ise P 0z smifi endiiktif olarak kapali adlandirilir (Fedin, 1983) ve (Sklyarenko,
1978, §8). (Fedin, 1983) de P’yi iceren en kiiciik endiiktif olarak kapali 6z simif 73 ile

gosterilmistir. Bu simif P’nin endiiktif olarak kapanis1 adlandirilir.

Tensor carpim ve dik limit degismeli oldugundan diiz olarak iiretilmis on sinif endiiktif

olarak kapalidir. Dahast:

Teorem 2.20. (Sklyarenko, 1978, Teorem 8.1) Sag R-modiillerin M sinifi icin 7~ (M)
oz sifi endiiktif olarak kapalidir. Injektif olarak iiretilmistir ve M bir kiime ise o
zaman bu 6z sinif injektifiir. B kisa tam dizisi 7=1(M) ye aittir ancak ve ancak B €

7 Y(M) dir.

2.2 Ortiiler ve Biiriimler

Ab Abel kategoride nesnelerin F sinifi verilsin. Bir C' nesnesinin J-0n Ortiisii her
F" € Ficin Hom 4(F’, F') — Hom 4,(F’, C') — 0 tam olacak sekilde F' € F ile bir
@ : I' = C epimorfizmasidir (Enochs, 1981). Diger bir deyisle

F/

FT>C*>O

diyagrami degismelidir.

Daha fazlasi, f¢ = ¢ olacak sekilde her f.F' — I’ endomorfizmasi otomorfizma ise

@ JF-biirlim olarak adlandirilir.

Sonug olarak, 6rnegin tiim diiz modiillerin sinifi F alinirsa bir modiiliin diiz ortiisii

J-ortii olacaktir.

Ortiiler ve biiriimler hakkindaki calismalar (Eckmann ve Schopf, 1953) de birlesmeli
bir halka iizerindeki her bir modiiliin injektif biirlime sahip oldugunun gosterildigi
1953 yilinda basladi. Diger taraftan Bass her modiiliin projektif ortiiye sahip oldugu

mitkemmel halkay1 (Bass, 1960) da karakterize etmistir. Enochs burulmasiz ortiiler
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tizerinde ¢aligmalar yapmustir ve (Enochs, 1963) de degismeli bolge tizerinde modiille-
rin burulmasiz ortiilerinin varligini kanitlamistir. (Enochs ve Jenda, 2000, Tanim 5.1.1)
den sonraki argiimanlarda F burulmasiz 2-modiillerin sinifi olmak iizere degismeli
bolgesi lizerinde burulmasiz ortiiler ile F-ortiilerin cakisti1 ortaya ¢ikmistir. Ek ola-
rak, 1981 de Enochs birlesmeli bir halka iizerinde her modiiliin diiz ortiiye sahip ola-
cag1 sanisini ortaya atmistir (Enochs, 1981). Bu “diiz ortii sanis1” olarak bilinir. Ayni
yayinda , injektif Ortiilerin kategorik versiyonlarina dikkat ¢ekilmistir. Daha sonra mo-
diillerin verilen bir sinifi i¢in degismeli diyagramlar acisindan ortiiler ve biiriimlerin
genel tanimlar1 verilmistir. Bagimsiz olarak, ortiiler ve biirtimlerin tanimi minimal sag
ve sol yaklagimlar agisindan Auslander ve Smal tarafindan verilmistir (Auslander ve
Smal, 1980). Auslander ve Smal sonlu boyutlu cebirler iizerinde sonlu iiretilmis mo-
diiller diistintirken Enochs herhangi bir halka tizerinde modiillerin bir sinifi i¢in genel
bir tanim vermistir. Ortiiler ve biiriimler calismanin ana fikri modiillerin &zel siifinin
baz1 yonlerini veya genellikle tiim kategoriyi incelemek i¢in nesneleri kullanmaktir.
Ciinkii nesnelerin sinifinin yapisi bir kez anlasildiginda bu siniftaki nesneler tarafindan
rastgele nesnelere yaklasim yapilabilir. 2001 yilinda “diiz ortii sanis1” (Bican ve di-
gerleri, 2001) de kanitlanmistir. Dogal olarak, diiz ortiiler ve ortiiler daha genel nesne

siiflar tarafindan modiillerinkinden daha genis olarak caligilmugtir.

JF-ortiiler ve F-biirlimlerin devamindaki temel 6zelliklerin ispatlar1 6rnegin modiil ka-
tegoriler icin (Xu, 1996, §1.2)’de bulunabilir. Fakat ispatlarin benzer argiimanlari Abel
kategoriye tasinir. F nin izomorfizmalar, sonlu dik toplamlar ve dik bilesenler altinda

kapali oldugu varsayilsin.

J-ortii mevcut ise izomorfizma altinda tektir:

Onerme 2.21. o1 Fy = M ve vy : F5 — M bir M nesnesinin iki farkli F-ortiisii
ise F1 = Iy dir.

Ek olarak, F-ortiiler F-0n oOrtiilerin dik bilesenleridir:

Onerme 2.22. Bir M nesnesinin F-ortiisii oldugu ve ¢ : F — M nin F-én ortii
oldugu varsaysin. F'nin Fy ve K alt nesneleri icin p|p, : Fy — M kisulamast

M ’nin F-ortiisii ve K C Cek(p) olmak iizere F = Fy ® K dir.
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F-biiriimler i¢in es sonug¢lar mevcuttur. Yani, F-biirlim mevcut ise izomorfizma altinda

tektir. Ek olarak, F-biirlimler F-0n biiriimlerin dik bilesenleridir.

Asagidaki sonu¢ modiiliin sinifinin (6n) biiren ya da (6n) 6rten olup olmadigini kanit-

lamada kullaniglidir.

Lemma 2.23. (1) (Rada ve Saorin, 1998, Sonu. 3.5 (c)) Bir halka iizerinde modiillerin
bir M sintfi saf alt modiiller altinda kapali ise M on biirendir ancak ve ancak M dik

carpum altinda kapalidir.

(2) (Halm ve Jorgensen, 2008, Teorem 2.5) Bir halka iizerinde modiillerin M sinifi saf
boliimler altinda kapali ise M on ortendir ancak ve ancak M oOrtendir ancak ve ancak

M dik toplam altinda kapalidir.

2.3 Kapah Alt Modiiller

Bu béliimde farkli yollardan kapali alt modiillerin genellemeleri olan basit modiiller

tarafindan iiretilen 6z sinfilarin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilecektir.

2.3.1 Tiimleyen alt modiiller

B bir R-modiil ve A, B’nin bir alt modiilii olsun. K N A = 0 ve A bu 6zellige gore
maksimal (yani, KN ;1: 0 iken Z; A olacak sekilde B’nin ;1 alt modiilii yok) ise
K, B’de bir tiimleyene sahiptir denir ve A alt modiilii B’de K’ nin bir tiimleyeni ola-
rak adlandirilir. Zorn’s Lemma yardimiyla K’ nin her zaman B’de bir tiimleyeni oldugu
goriilmektedir. Ger¢ekten, Zorn’s Lemma yardimiyla A’N K = 0 olacak sekilde B’nin
bir A’ alt modiilii var ise A > A’ olacak sekilde B’de K nin bir A tiimleyeninin varligi
bilinmektedir. Tlgili kavramlardaki sonuclarn bir arastirmasi i¢in (Dung ve Wisbauer,
1994) bakilmaktadir. Bir B modiiliiniin A alt modiilii B’de bazi alt modiillerin tiim-
leyeni ise A alt modiilii B’de bir tiimleyen olarak adlandirilir. Kisaca, A’ya B’nin

tiimleyen alt modiilii denir ve A <~ B ile gosterilir.
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2.3.2 Kapal ve diizenli alt modiiller

Bir B modiiliiniin A alt modiilii B’de uygun bir bilyiik genislemeye sahip degilse ka-
pali olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle, A ;:1 olacak sekilde B’nin A alt modiilii
yoktur ve A, A da biyiiktiir (A ;1) ile gosterilir ve A’nin her sifirdan farkli X alt
modiilii i¢cin A N X # 0’nin oldugu anlamina gelir). Bu durumda A kapali alt modiil
olarak da adlandirilabilir. Bir modiilde kapali alt modiiller ve tiimleyen alt modiillerin

cakistig1 bilinmektedir (Dung ve Wisbauer, 1994, §1).

Abel gruplarda kapali alt gruplan kategorize etmek icin (Honda, 1956) da diizenli alt

gruplar kavrami tanitildi ve saflig1 hatirlatan bir¢ok sey kanitlandi.

Tamim 2.24. B Abel grubunun A alt grubu alindiginda her p asali i¢in pA = AN pB

oluyor ise A diizenli alt grup olarak adlandirilir.

Asagidaki sonucun ispati i¢in referans (Mermut, 2004, Teorem 4.1.1) dir.

Teorem 2.25. B Abel grubun A alt grubu icin asagidakiler denktir:
(1) A alt modiilii B de kapalidir.

(2) A alt modiilii B de diizenlidir.

(3) Tiim p asallart icin
0 — Hom(Z/pZ, A) — Hom(Z/pZ, B) — Hom(Z/pZ, B/A) — 0 dizisi tamdur.

(4) Tiim p asallart icin 0 — Z/pZ @ A — Z/pZ @ B — Z/pZ & B/A — 0 dizisi

tamdur.

(5) Tiim p asallart icin
0 — Hom(B/A,Z/pZ) — Hom(B, Z/pZ) — Hom(A, Z/pZ) — 0 dizisi tamdur.

Z/pZ gruplar basit S R-modiiller ile degistirilirse (3) yardimiyla diizenliligin tanimi
herhangi bir R halkasina genisletilebilir (bkz. Renault, 1964). Yani, M R-modiiliiniin
bir N alt modiilii olsun. Her .S basit R-modiil i¢in her f : S — M /S homomorfizmasi

g S — M homomorfizmasina yiikseltilebiliyor ise NV alt modiilii M de diizenli olarak
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adlandirilir. Denk olarak, N alt modiilii M de diizenlidir ancak ve ancak her S sabit R-
modiil i¢in Hom(S, ¢) : Hom(S, M) — Hom(S, M/N) bir epimorfizmadir. Diizenli
alt modiiller (Fuchs, 2012), (Crivei, 2014) de calistimistr.

Kapali sinifi, A’nin B de kapali alt modiil oldugu R-Mod da tiim
0-ALBSC 0 (2.2)

kisa tam dizilerden olusur. Diizenli sinifi, her basit modiil icin (S sol R-mosiilii 0 ve
S den bagka alt modiile sahip olmuyor ise basit modiil olarak adlandirilir) projektif

oldugu R-Mod da ki tiim kisa tam dizilerden (2.4) olusur.
Neat = 771 ({S € R-Mod|S basit modiil})

ile gosterilir.

Teorem 2.26. (Stenstrom, 1967, Onerme 4.6) A, her nesnenin bir injektif biiriime sa-

hip oldugu Ab kategori olsun. O zaman;
(1) Kapali 4 ve Diizenli 4 0z sinifi formundadir.

(2) Kapali o C Diizenli 4 dir.

2.3.3 s-saf alt modiiller

Abir B R-modiiltiniin alt modiilii olsun. Her basit S sag R-modiil icin S® A — S® B
doniisiimii monomorfizma ise A alt modiilii B’nin s-saf alt modiilii olarak adlandirilir.
s-saf alt modiiller (Mermut ve Tiirkoglu, 2019)’un yanisira (Crivei, 2005) de de tar-
tistlmistir. Tim P maksimal idealler i¢in Honda’nin PA = A N PB’e karsilik gelen

tanim, (Mermut ve Tiirkogli, 2019) da P-saflik olarak adlandirilarak uyarlanmigtir.

s-Saf siifi, f(A)’nin B’nin s-saf alt modiil oldugu R-Mod da tiim
0sALBSCS0 (2.3)

kisa tam dizilerden olusur. s-Sa f sinifi, tim temsilci basit modiillerin kiimesi tarafin-

dan diiz olarak {iretilmis 0z siniftir. Yani, S nin tiim temsilci basit modiillerin kiimesi
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oldugu durumda s-Saf = 771(S) dir.

Onerme 2.27. (Sklyarenko, 1978, Lemma 6.1) A bir B R-modiiliin alt modiilii ve
iqa : A — B gomme doniisiimii olsun. R’nin bir sag ideali icin AN IB = [A dir
ancak ve ancak

RITo A ™S RIT o B

moniktir.

Onerme 2.27 min bir sonucu olarak asagidaki sonug elde edilmistir.
Sonuc¢ 2.28. B bir R-modiil ve A < B olsun. Asagidakiler denktir:
(1) A alt modiilii B’nin bir s-saf alt modiiliidiir.

(2) R’nin her bir [ maksimal sag ideali icin [A = AN IB dir.

2.3.4 Es diizenli alt modiiller

Diizenli alt modiillere es olarak, bir M R-modiiliiniin N alt modiilii i¢in her basit S sag
R-modiil icin Hom(M, S) — Hom(N, S) — 0 epimorfizma ise N alt modiilii es dii-
zenli alt modiil olarak adlandirilir. Teorem 2.25 yardimiyla diizenli s-saf ve es diizenli
alt modiil kavramlari tam sayilar halkasi lizerinde ¢akismaktadir. Diizenli ve es diizenli
alt modiillerin ¢akistig1 degismeli bolgeler tam olarak sonlu iiretilmis maksimal idealli
bolgelerdir (yani N-bolgelerdir). Bu sonug Crivei tarafindan 2014 te belirli degismeli

halkalara genisletilmistir.

Es diizenli simifi, f(A)’min B’nin eg diizenli alt modiil oldugu R-Mod da tiim
045 BSC—0

kisa tam dizilerinden olusur. Ey diizenli sinifi, tiim temsilci basit modiillerin kiimesi
tarafindan injektif olarak tiretilmis 6z siniftir. Yani, S’nin tiim temsilci basit modiillerin

kiimesi oldugu durumda Es diizenli= i~1(S)’dir.

Asagidaki ifadenin ispat1 igin referanslar (Fuchs, 2012, Onerme 3.1) ya da (Mermut ve
digerleri, 2009, Sonug 2.5) dir.
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Teorem 2.29. R degismeli bir halka olsun. Es diizenli= s-Saf dur.

Bir R tamlik bolgesi 2-modiiller icin diizenlilik ve es diizenlilik kavramlari ¢akistyor

ise R bir N-bolgesi olarak adlandirilir (bkz. (Fuchs, 2012)).

Teorem 2.30. (Fuchs, 2012, Teorem 5.2) R bir degismeli bolge olsun. R bir N -bolgesidir.
ancak ve ancak R’nin tiim maksimal idealleri (sonlu iiretilmis) projektif modiillerdir

(vani, tersinir modiillerdir).

S.Crivei R, her maksimal idealin asal oldugu de8ismeli halka oldugunda bir modii-
liin diizenli ve es diizenli alt modiillerinin ¢akisti§ini ispatlamistir (bkz. (Crivei, 2014,

Teorem 2.1)).

2.3.5 Es kapah alt modiiller

M’nin bir K alt modiilii olsun. M ’nin her uygun 7" alt modiilii i¢in M # K + T ise K
alt modiilii kiiciik olarak adlandirilir ve K < M olarak gosterilir. L < M alt modiili
alindigindaher N < Li¢in L/N < M /N olmasi L = N gerektiriyor ise L alt modiilii
M de es kapali olarak adlandirilir. Eg kapali alt modiiller hakkinda daha detayl bilgi
icin (Clark ve digerleri, 2006, §3) bakilabilir.

Onerme 2.31. (Clark ve digerleri, 2006, 3.7) K < L < M alt modiiller olsun. O

zaman asagidakiler saglantr.
(1) L alt modiilii M de es kapali ise L/ K da M /K da es kapalidur.
(2) K < Mve L/K, M/K da es kapali ise L alt modiilii M de es kapalidur.

(3) L < M es kapali ise K < M olmasi K < L olmasmi gerektirir. Boylece
Rad(L) = L N Rad(M) olur.

(4) f : M — N bir kiiciik epimorfizma ve L alt modiilii M de es kapali ise f(L), N

de es kapalidrr.

(5) K alt modiilii M de es kapali ise K alt modiilii L. de kapalidir. Tersi ise L alt

modiiliiniin M de es kapali olmast durumunda dogrudur.
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Onerme 2.32. (Zoschinger, 2006, Lemma A.4) M modiiliiniin alt modiilleri K < L <
M olsun. K alt modiilii M de eg kapali ve L/ K, M/ K da es kapali ise L alt modiilii
M de es kapalidur.

Es kapali sinifi, f(A)’nin B’nin eg kapali alt modiil oldugu R-Mod da tiim
0-ALBSC =0 (2.4)

kisa tiim dizilerden olusur. Es kapali sinifi, Onerme 3.2 yardimiyla Buchsbaum agisin-

dan bir 0z siniftir.

2.4 Basit Modiiller Tarafindan Uretilen Modiiller

Bu boliimde basit modiiller tarafindan tiretilen modiiller hakkinda bazi tanim ve 6zel-

likler verilecektir.

2.4.1 Zayif-injektif modiiller ve zayif-diiz modiiller

Tamim 2.33. M bir sag R-modiil olsun. M < X olacak sekilde her genisleme i¢in M,

X de es kapali oluyor ise M modiilii zayif injektif olarak adlandirilir.

Zayif injektif modiiller (Zoschinger, 2006) da tanimlanmigtir. Tanim 2.2 yardimiyla

asagidaki Onerme mevcuttur.

Onerme 2.34. M bir sag R-modiil olsun. M zayif-injektiftir ancak ve ancak M eg
kapali-boliinebilirdir.

Zayif-injektif modiiller (Zoschinger, 2008) ve (Zoschinger, 2011) de calisilmistir.

Tamim 2.35. Bir M sag R-modiilii i¢in her Y — M — 0 epimorfizmasinin ¢ekirdegi

Y de kapali ise M modiilii zayif-diiz olarak adlandirilir.

Zayif-diiz modiiller (Zoschinger, 2013) de tanimlanmistir. Tanim 2.1 yardimiyla asa-

gidaki Onerme mevcuttur.
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Onerme 2.36. M bir sag R-modiil olsun. M zayif-diizdiir ancak ve ancak M kapali-

diizdiir.

2.4.2 m-injektif modiiller

Tamim 2.37. M bir sag R-modiil olsun. 2’nin herhangi bir / sag ideali i¢in herhangi
bir I — M homomorfizmast R — M homomorfizmasina genisletilebiliyor ise M

modiilii m-injektif olarak adlandirilir.

Onerme 2.38. Bir M sag R-modiilii icin asagidakiler denktir:

(1) M sag m-injektiftir.

(2) M bir m-injektif R-modiiliin diizenli alt modiiliidiir.

(3) M onu iceren her modiiliin diizenli bir alt modiiliidiir.

(4) Her basit S sag R-modiil icin Extg(S, M) = 0 dir.

ispat. (1)&(4) I, R’nin bir sag ideali olsun. 0 — [ LR R/I — 0 kisa tam dizi-
sine Hom(—, M) uygulayarak 0 — Hom(R/I, M) — Hom(R, M) N Hom(I, M) —

Ext'(R/I,M) — Ext'(R,M) = 0 elde edilir. i* epimorfizmatir ancak ve ancak
Ext'(R/I, M) = 0 du.

(2)<(3) (Crivei, 2014, Teorem 3.3) yardimiyla gosterilir.

(3)=(4) (Crivei, 2014, Teorem 3.4) yardimiyla gosterilir. [ |

Onerme 2.21 ve Tanim 2.2 yardimiyla asagidaki nerme mevcuttur.

Onerme 2.39. M bir sag R modiil olsun. M zayif-injektiftir ancak ve ancak M Diizenli-

boliinebilirdir.

(Crivei, 2014) de bir M sag R modiilii kendisini iceren her modiiliin diizenli alt modiilii
ise M mutlak diizenli olarak adlandirilir. Onerme 2.21 yardimiyla bir M sag R-modiil
mutlak diizenlidir ancak ve ancak M m-injektiftir. m-injektif modiiller maksimum-

injektif olarak adlandirilir (Wang ve Zhao, 2015) ve (Xiang, 2010).
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Teorem 2.40. (Crivei, 1998, Teorem 3) E sifirdan farkl bir injektif R-modiil ve 0 #
D < E olsun. D m-injektiftir ancak ve ancak Soc(E/D) = 0 dur.

Tamm 2.41. Bir R halkasinin her uygun biiyiik /' sag ideali i¢in R/ E sifirdan farkli

temele sahipse R halkasi sag C'-halka olarak adlandirilir.

Uyar1 2.42. C-halka kavrami (Renault, 1964) de tanimlanmigtir. Sol mitkemmel halka-
lar ve sag yar artin halkalar sa§ C'-halkalar 6rneklerindendir. Degismeli R bolgesinin
sifirdan farkli her bir 7 ideali i¢in R/ mitkemmel bir halka ise R nerdeyse milkemmel
olarak adlandirilir. Nerdeyse miikemmel bolgelerin C'-halkalar oldugu aciktir. (Salce,
2011) de yazarlar R nerdeyse miikemmel bir bolge ise bir M/ R-modiil injektiftir an-
cak ve ancak M m-injektiftir. Aslinda, sag§ C-halkalarin karakterizasyonlarindan biri

asagidaki gibidir:

R bir sag C-halkadir ancak ve ancak her m-injektif sa§ R-modiil injektiftir (Smith,
1981, Lemma 4).

Teorem 2.43. (Generalov, 1978, Teorem 5) Bir R halkast i¢in Kapaliy, ,,,, = Diizenlir yoq

ancak ve ancak R bir sol C-halkadur.
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BOLUM 3
BULGULAR

3.1 Zayif Mutlak s-Saf ve Zayif Diizenli-Diiz Modiiller

Diizenli-diiz ve mutlak s-saf modiillerin bir genellestirilmesi olarak zayif diizenli-diiz

ve zayif mutlak s-saf modiil kavramlar1 tanitilacaktur.

Tanim 3.1. (1) M bir sol R-modiil olsun. Her M/ — N monomorfizmasi ve S basit sag

ideali icin S ® M — S ® N monik ise bir M sol zayif mutlak s-saf olarak adlandirilir.

(2) M bir sag R-modiil olsun. Y — M epimorfizmas1 ve .S basit sag ideali i¢in

Hom(S,Y) — Hom(S, M) 6rten ise M zayif diizenli-diiz olarak adlandirtlir.

Asagida sirasiyla ¢ok calisilan diizenli-diiz ve mutlak s-saf modiillerin siniflarinin ge-
nellestirilmesi olan zayif diizenli-diiz ve zayif mutlak s-saf modiillerin siniflarinin bir-

cok Ornedi verilecektir.

Ornek 3.2. (a) Projektif = diizenli-diiz = zayif diizenli-diiz oldugu bilinmektedir.
Bununla birlikte tersleri genelde dogru degildir. Ornegin, Z-modiil olan [] Z sonsuz
carpimi modiilii diizenli diizdiir, fakat projektif degildir. Diger bir deyisle, R halkasi
sag Kasch halka olmayan bir sag PS- halka (6rnegin R = Z ) ise Onerme 3.4 yar-
dimiyla her sag R-modiil zayif diizenli-diiz modiildiir. Bununla birlikte, Onerme 3.9

yardimiyla diizenli-diiz olmayan zayif diizenli-diiz bir modiil vardir.

(b) Her basit sag idealin sonlu sunumlu olmasi durumunda R halkasinin sag minimum-
uyumlu halka olarak adlandirildig: bilinmektedir. Bu durumda, her diiz sag modiil zay1f

diizenli-diiz modiildiir.

(c) Injektif = mutlak s-saf = zayif mutlak s-saf oldugu bilinmektedir. Bununla bir-
likte, tersleri genelde dogru degildir. Ornegin R bir sag N-halka ve Kasch halka ol-

mayan sol F'S-halka (6rnegin, R = Z)) ise o zaman Sonug¢ 3.3 yardimiyla her sol
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R-modiil zayif mutlak s-saftir. Bununla birlikte, Onerme 3.9 yardimiyla mutlak s-saf

olmayan zayif mutlak s-saf bir modiil vardir.

Her minimal sol ideal diiz (sirasiyla projektif), denk olarak Socg(R) diiz (sirasiyla pro-
jektif) ise R halkasinin F'S-halka (sirasiyla PS-halka) olarak adlandirildig bilinmek-
tedir (bkz. (Liu, 1995) ve (Nicholson ve Waters, 1998)). Sol P.S-halkalarinin 6rnekleri
arasinda yari asal halkalar, sol tekil olmayan halkalar, sol V'-halkalar, sol P P-halkalar

bulunmaktadir. Asagidaki ifade tanimlar yardimiyla agiktir.

Sonuc 3.3. R bir sol F'S halka ise her sag R-modiil zayif mutlak s-saftir. R degismeli
bir halka ise, yukaridaki ifadenin tersi de dogrudur.

Her sag modiiliin zayif diizenli diiz oldugu halkalar diisiiniildiigiinde asagidaki sonuc-

lar elde edilmistir.

Onerme 3.4. Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) Her sag modiil zayif diizenli-diizdiir.

(2) Her sonlu iiretilmis sag modiil zayif diizenli-diizdiir.
(3) Her devirli sag modiil zayif diizenli-diizdiir.

(4) Her basit sag modiil zayif diizenli-diizdiir.

(5) R, sag PS halkadr.

Ispat. (1) = (2) = (3) = (4) Agiktir,

(4) = (5) S, R’nin bir minimal sag ideali ve f : R — S bir epimorfizma olsun.
(4) yardimyla, S ideali zayif diizenli-diizdiir. Boylece 1, : S — S birim homomor-
fizma olmak iizere fg = 1g olacak sekilde bir ¢ : S — R homomorfizmas: vardir.
Dolayisiyla f parcalanan ve buradan hareketle S ideali projektiftir. Boylece R, sag PS
halkadir.

(5) = (1) Agiktir. [
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M, sonlu sunumlu bir sag R-modiil olsun. Yani, F ve I} sonlu iiretilmis serbest mo-
diiller olmak tizere M modiilii F; — Fy — M — 0 seklinde serbest gosterime sahiptir.
Bu gosterime Hompg(—, R) funktoru uygulandifinda T (M), F§ — F es doniisimii-
niin es ¢ekirdegi olmak iizere 0 — M* — Ff — F} — Tr(M) — 0 tam dizisi elde
edilir. Tr(M)’nin sonlu sunumlu sol R-modiil olduguna dikkat edilmelidir. Tr(M)
sol R-modiilii M sag R-modiiliiniin bir Auslander Bridger transpozu olarak adlandiri-
lir (bkz: (Sklyarenko, 1978)). Bir sag minimum-uyumlu halka {izerinde, her minimal

S sag ideali ve onun transpozu olan 7(S) sonlu sunumludur.

Lemma 3.5. R halkast bir minimum-uyumlu halka olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

(1) M, bir zayif mutlak s-saf sol R-modiildiir ancak ve ancak her bir basit sag S ideali
icin Exty, (Tr(S), M) = 0’dr

(2) M, bir zayif diizenli-diiz sag R-modiildiir ancak ve ancak her bir basit sag S ideali
icin Tort (M, Tr(S)) = 0’dr:

Ispat. (1)0 — M — E(M) — E(M)/M — 0 bir kisa tam dizi olsun. F(M) injektif
biirlim ve M nin zayif mutlak s-saf sol R-modiil oldugu varsayilir ise 2’nin herhangi
bir basit sag S idealiicin 0 — S ® M — S @ E(M) — S ® E(M)/M — 0 dizisi
tamdir. Extp,(Tr(S), M) = 0 oldugundan (Sklyarenko, 1978, Teorem 8.3) yardimiyla
Hom (Tr(S), E(M)) — Hom (Tr(S), E(M)/M) epimorfizmatir. Tersine, her bir ba-
sit sag S ideali igin Ext(Tr(S), M) = 0 oldugu varsayilsin. Hom(7r(S), E(M)) —
Hom (Tr(S), E(M)/M) epimorfizmatir. Sonug olarak, M modiilii zayif mutlak s-saf
oldugundan (Sklyarenko, 1978, Teorem 8.3) yardimiyla 0 — S ®@ M — S ® E(M)

dizisi sol tamdir.

(2) P bir projektif modiil olmak iizere 0 — F — P = M — 0 dizisi bir tam dizi
olsun. M modiiliiniin zay1if diizenli-diiz sag R-modiil oldugu varsayilir ise ’nin her-
hangi bir basit sag S sag ideali i¢in 0 — Hom(S, F') — Hom(S, P) — Hom(S, M) —
0 dizisi tamdir. R sag minimum-uyumlu halka oldugundan .S ideali sonlu sunumludur.
Boylece (Sklyarenko, 1978, Teorem 8.3) yardimiyla 0 — F @ Tr(S) — P ® Tr(S)
dizisi sol tamdir. Buradan Tor™ (M, T'r(S)) = 0’dir. Tersine, her bir basit sag S ide-
ali i¢in Tor®™ (M, Tr(S)) = 0 oldugu kabul edilsin. Boylece 0 — F @ Tr(S) —
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P ® Tr(S) dizisi sol tamdir. Buradan hareketle tekrar (Sklyarenko, 1978, Teorem
8.3) yardimiyla 0 — Hom(S, F) — Hom(S, P) — Hom(S, M) — 0 dizisi tam-
dir. g : S — M herhangi bir homomorfizma ve f : N — M bir epimorfizma olsun.
Bu mp = g olacak sekilde dyle bir ¢ : .S — P nin var oldugu anlamina gelmektedir. P
projektif oldugundan, f0 = 7 olacak sekilde bir  : P — N homomorfizmasi vardir.
h = 0y yazilirsa h, S’den N’ye bir homomorfizmadir ve ¢ = wp = f(0p) = fh

saglanir. Boylece M modiilii zayif diizenli-diizdiir. [ ]

Asagidaki onermenin ispati rutin olarak yapilabilir. Devaminda sik kullanilacagindan

dolay1 biitiinliik adina ispatina yer verilmektedir.

Onerme 3.6. R bir sag minimum uyumlu halka olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

(1) M bir zayif diizenli-diiz sag R-modiildiir ancak ve ancak M bir zayif mutlak s-saf
R-modiildiir.

(2) M bir zayif mutlak s-saf sol R-modiildiir ancak ve ancak M bir zayif diizenli-diiz
R-modiildiir.

(3) M bir zayif mutlak s-saf sol R-modiildiir ancak ve ancak M™" bir zayif mutlak
s-saf R-modiildiir.

(4) M bir zayif diizenli-diiz sag R-modiildiir ancak ve ancak M bir zayif diizenli-diiz
R-modiildiir.

(5) Zayif mutlak s-saf sol R-modiillerin sinifi dik carpimlar, saf alt modiiller ve saf

boliimler altinda kapalidrr.

(6) Zayvif diizenli-diiz sag R-modiillerin smifi dik carpimlar, saf alt modiiller ve saf

boliimlere gore kapalidir.

Ispat. (1)Herhangi bir basit sag S ideali icin 7' (S) sonlu sunumludur. Boylece Lemma
3.5 ve Ext}, (Tr(S), M*) = Tor, (M, Tr(S))" standart izomorfizmasi ile istenen so-

nug elde edilir.

(2) M bir sol R-modiil ve S de R’nin basit sag ideali olsun. Buradan (Rotman, 1979,
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Teorem 9.51) yardimiyla Tory (M*,Tr(S)) = Exth (Tr(S), M)" oldugu goriilir.

Boylece istenen sonu¢ Lemma 3.5 yardimiyla elde edilir.
(3) ve (4) ifadeleri (1) ve (2) yardimiyla gosterilir.

(5) M modiilii zayif mutlak s-saf sol R-modiil ve K da M modiiliiniin saf alt modiilii
oldugu varsayilsin. O zaman 0 — (M/K)* — M*™ — K* — 0 tam dizisi pargalanr.
(2) yardimiyla, M zayif diizenli-diizdiir. Buradan hareketle (M/K)* ve K da zayif

diizenli-diizdiir. (2) yardimiyla M/ K ve K zayif mutlak s-saftir.

S, R’nin basit sag ideali ve {A;},.;,
O zaman Lemma 3.5°den Ext}, (Tr(S), [L;c; Ai) = [Lic; Exti (Tr(5), A;) = 0 dir.

zayif mutlak s-saf sol R-modiillerin ailesi olsun.

Boylece Lemma 3.5 yardimiyla [ [, _; A; zayif mutlak s-saftir.

icl

(6) M modiilii zayif diizenli-diiz sag R-modiil ve K da M nin bir saf alt modiilii varsa-
yisin. O halde 0 — (M/K)* — M*™ — K — 0tam dizisi par¢alanir. (1) yardimiyla
M zayif mutlak s-saftir. Buradan hareketle (M/K)" ve KT da zayif mutlak s-saftir.

Boylece (1) yardimiyla K ve M/ K zayif diizenli-diizdiir.

{A;},c; zayif diizenli-diiz sag R modiillerinin bir ailesi olsun. O zaman €, _; A; zayif
diizenli-diizdiir. Boylece (4) yardimiyla (€D,; Ai)Jer = T (A;L)+ zayif diizenli-
diizdiir. Fakat @,_, A, bir saf alt modiilii oldugundan (TT,.,; A7)" — (@, A7)

Ai*)Jr >~ T, AT zayif diizenli-diiz-

el

parcalanan bir epimorfizmadir. Boylece (€D,

diir. Sonug olarak, [, ; A7 " icinde [, ; A; nin safligr yardimiyla [T, A; zayif dii-

zenli-duzdir. [ |

M ve N sag R-modiilleri i¢cin m € M, n € N, g € Homg(N, R) olmak iizere

oun(m ® g)(n) =m(g(n)) ile tanimlanan
OM,N - M XRRr HOHI(]V7 R) — HOHIR(N, ]\[)

dogal bir homomorfizma vardir.

Bir sonraki onermede bilinen diizenli-diiz modiillerin benzeri olan zayif diizenli-diiz

modiiller i¢in bir ¢cok karakterizasyonlar verilecektir.
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Lemma 3.7. (Zhou, 2019, Teorem 1) M sag R-modiilii icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) M zayif diizenli-diizdiir.
(2) R’nin herhangi bir basit sag S ideali i¢in oy s bir epimorfizmadir.

(3) R’nin herhangi bir basit sag S ideali ve herhangi bir f : S — M homomorfizmasi

icin, f sonlu iiretilmig serbest bir ' modiilii aracitligryla parcalanir.

(4) P projektif modiil olmak iizere bir f : P — M epimorfizmast vardir. Oyle ki,
R’nin herhangi bir basit sag S ideali ve herhangi bir g : S — M homomorfizmasi

icin g = fh olacak sekilde dyle bir h : S — P homomorfizmast vardir.

Lemma 3.8. (1) Zayif diizenli-diiz sag R-modiillerin sinifi genislemeler dik toplamlar
ve dik bilesenler altinda kapalidir.

(2) Zayif mutlak s-saf sol R-modiillerin sinifi dik toplamlar ve dik bilesenler altinda
kapalidir.

Ispat. (1) (a) K ve M zayif diizenli-diiz sag modiilleriyle olusturulan 0 — K — L —
M — 0 dizisinin tam dizi oldugu varsayilsin. .S, R’nin basit bir sag ideali olsun. O

halde asagidaki tam satirli degismeli diyagram mevcuttur.

K Rr HOI’DR(S, R) — T XRr HOH’lR(S, R) —M XRr HomR(S, R) —0

J/O'K,S J/UL,S lUM,S

0 Hompg(S, K) Homg(S, L) Hompg(S, M)

Lemma 3.7 yardimiyla K ve M zayif diizenli-diiz oldugundan ok s ve o/ 5 epimor-
fizmalardir. Boylece (Anderson ve Fuller, 1974, Lemma 3.14) yardimiyla o, g bir epi-

morfizmadir ve bunun sonucu olarak Lemma 3.7 yardimiyla L zayif diizenli-diizdiir.

(b) S, R’nin herhangi bir basit sag ideali ve {N;},., zayif diizenli-diiz sag R-modiille-

rini herhangi bir ailesi olsun. S sonlu iiretildiginden her f : S — €, _; N; homomor-

i€l
fizmasticinim(f) C P, N; olacak sekilde sonlu J C I indeks kiimesi bulunur. Her

s € Siging(s) = f(s) ve h: Djc; Nj = Dicr Ni gomme doniisiimii yardimiyla
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9:S — @jc; Nj tammlansi. O zaman f = hg dir. Her bir N; zayif diizenli-diiz ol-
dugundan (a) yardimiyla 6P jes IN;j zayif diizenli-diizdiir. Sonug olarak sonlu tiretilmig
serbest bir F' sag R-modiilii, o = g olacak sekilde o : S — Fve f: F — @]EJ N;
vardir. Boylece f = hg = h(Ba) = (hf)a ve buradan hareketle Lemma 3.7 yardi-
miyla @,_; N; zayif diizenli-diizdiir.

(c) Tanim yardimiyla zayif diizenli-diiz sa§ R-modiiliin dik bilesenlerinin zayif diizen-

li-diiz oldugunu gostermek kolaydir.

(2) Tensor carpiminin 6zellikleri yardimiyla zayif mutlak s-saf sol R-modiillerin sinifi

dik toplamlar ve dik bilesenler altinda kapalidir. |

R halkasinin her maksimal sag ideali sonlu iiretilmis ise /2 halkas1 /NV-halka olarak
adlandirilir. Ornek 1 yardimiyla zayif diizenli-diiz (sirasiyla, zayif mutlak s-saf) R-
modiillerin diizenli-diiz (sirasiyla, mutlak s-saf) olmasinin zorunlu olmadig1 gozlem-

lenmigtir. Tersi i¢in asagidaki ifade elde edilmistir.

Onerme 3.9. R halkas: icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) R bir sag Kasch halkadr.

(2) Her zayif diizenli-diiz sag R-modiil diizenli-diizdiir.

Ek olarak, R sag minimum uyumlu halka ise yukaridaki kosullar asagidakine denktir:

(3) Her zayif mutlak s-saf sol R-modiil mutlak s-saftir.

Ispat. (1)=(2) ve (1)=(3) Agiktr.

(2)=-(1) S basit bir sag R-modiil ve A : S — E(S) gdmme homomorfizmasi olsun.
Onerme 3.13 yardimiyla F(S) zayif diizenli-diiz oldugundan (2) aracilhigiyla F(S)
diizenli-diizdiir. Sonug olarak, sonlu iiretilmis serbest bir F' modiilii ve S = A olacak
sekilde « : S — F ve 8 : ' — E(S) homomorfizmalari vardir. So monik oldugun-

dan, o moniktir. Boylece (1) saglanir.

(2)=(3) M bir zayif mutlak s-saf sag modiil olsun. R minimum uyumlu oldugundan

Onerme 3.6 yardimiyla M+ zayif diizenli-diizdiir. Sonug olarak (2) yardimiyla M+
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diizenli-diizdiir. (Biiyiikagik ve Durgun, 2015, Onerme 4.3 (1)) yardimiyla M mutlak

s-saftir.

(3)=(2) nin ispat1 (2)=-(3)’iin ispatina benzerdir. [ |

Her bir sag N modiilii icin herhangi bir f : N — M epimorfizmasinin ¢ekirdegi N nin
kapali alt modiilii ise sag M modiilii sag zayif-diiz olarak adlandirilir. Kavramlar arasi

asagidaki gecisler gerceklenir.

Tekil olmayan = zayif-diiz = diizenli-diiz = zayif diizenli-diiz

Onerme 3.10. R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) R yart basittir.
(2) Her zayif diizenli-diiz sag R-modiil tekil olmayan bir modiildiir.

(3) Her zayif mutlak s-saf sol R-modiil injektiftir ve Rp tekil olmayan modiildiir.

Ispat. (1)=(2) Her modiil tekil olmayan modiil oldugundan sonug agiktir.
(1)=-(3) Her modiil tekil olmayan ve injektif oldugundan sonug agiktir.

(2)=-(1) Projektif modiiller tekil olmayan modiiller oldugundan Ry tekil olmayan mo-
diildiir. Diger bir deyisle, zayif diizenli-diiz modiiller diizenli-diizdiir. Bylece Onerme
3.9 yardimiyla R sag Kasch halkadir. Bununla birlikte g tekil olmayan modiil oldu-
gundan her basit sag R-modiil tekil olmayandir ve bdylece (basit modiil ya tekil ya da

projektif oldugundan) projektiftir. Sonug olarak R yar1 basittir.

(3)=(1) R bir sol tekil olmayan halka oldugundan R halkasi sol F'S-halkadir. Boy-
lece her sol R-modiilii Sonu¢ 3.3 yardimiyla zayif mutlak s-saf ve sonug olarak (3)

yardimiyla injektiftir. Buradan R yar basittir. |

R’nin her bityiik sol 7 ideali icin Soc(R/I) # 0 ise R halkasi sol C-halka olarak
adlandirilir. Sag mitkemmel halkalar, sol yart Artin halkalar C-halkasinin bilinen en

iyi ornekleridir (bkz. (Clark ve digerleri, 2006 10.10)). (Biiyiikasik ve Durgun, 2016,
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Onerme 2.7) de gosterildigi iizere R halkasi bir sag C-halkadir ancak ve ancak diizenli-

diiz R modiiller zayif-diizdiir.

Onerme 3.11. Bir R halkas: icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) R halkast sag Kasch ve sag C-halkadur.

(2) Her zayif diizenli-diiz sag R-modiiller zayif-diizdiir.

Ispat. (1)=(2) M bir zayif diizenli-diiz sag R-modiil olsun. O halde Onerme 3.9 yar-
dimiyla M diizenli-diizdiir. R bir sag C'-halka oldugundan (Biiyiikasik ve Durgun,
2016, Onerme 2.7) yardimiyla M zayif-diiz modiildiir.

(2)=(1) Zayif diizenli-diiz, diizenli-diiz ve zayif-diiz modiiller cakistigindan Onerme
25 ve, (Biiyiikasik ve Durgun, 2016, Onerme 2.7) yardimiyla R sag C-halka ve sag
Kasch halkadir. |

Onerme 3.12. Her zayif diizenli-diiz sag modiil diiz ve Ry, tekil olmayan modiildiir

ancak ve ancak R Von Neumann regiilerdir.

Ispat. (=) R tekil olmayan bir halka oldugundan, Onerme 3.4 yardimiyla her sag

modiil zayif diizenli-diizdiir. Boylece hipotez yardimiyla 2 Von Neumann regiilerdir.

(<) Tersine, IR tekil olmayan bir halka oldugundan her sag [2-modiil zayif diizenli-
diizdiir. Sonug olarak 2 Von Neumann regiiler oldugundan her sag R-modiil ayni za-

manda duzdiir. [ ]

3.2 Minimum Injektif Modiiller

Bu boliimde sirasiyla (minimum) injektif ve (minimum) diiz modiillerin bir genellestir-
mesi olarak zayif diizenli-diiz ve zayif mutlak s-saf modiiller ele alinacaktir. Soyle ki,
R’nin herhangi bir basit sag .S ideali i¢in her bir f : S — M homomorfizmasinin bir ¢ :
R — M homomorfizmasina genigletilebildigi, yani, ’nin her basit sag S ideali i¢in
Extr(R/S, M) = 0 oldugu durumda bir M sag R-modiilii minimum-injektif olarak
adlandirilir. Bir R halkast sag R-modiil olarak minimum-injektif oluyor ise R halkasi

sag minimum-injektif olarak adlandirilir (bkz. (Harada, 1982). Bir M sol R-modiilii ve
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R’nin herhangi bir basit sag S ideali i¢in Tor?(R/S, M) = 0ise M modiilii minimum-
diiz olarak adlandirilir (bkz. (Mao, 2007)). Buradan bir sonraki ifadenin goriilmesi
kolaydir. Bir M sol R-modiil minimum-diizdiir ancak ve ancak R’nin herhangi bir
basit sag S ideali i¢in Ext}(R/S, M*) = Torf(R/S, M)* izomorfizmas yardimiyla

M minimum injektiftir.

Onerme 3.13. Her minimum-injektif sag modiil zayif diizenli-diizdiir:

Ispat. S, R’nin minimal bir sag ideali, ¥ minimum-injektif sag R-modiil ve f : S —
E bir homomorfizma olsun. /# minimum-injektif oldugundan i : S < R olmak iizere
f = gi olacak sekilde bir ¢ : R — F homomorfizmasi vardir. Ustelik h : R —
E — 0 da vardir. R projektif oldugundan ht = g olacak sekilde ¢ : R — R(™ vardur.
Sonug olarak f = gi = hti ve bundan dolay1 I zayif diizenli-diizdiir. |

Uyan 3.14. Bir R halkasi i¢in asagidakiler saglanir:

(1) Her minimum-diiz F' sag R-modiil icin F'* zayif diizenli-diizdiir. Ozel olarak her

serbest F' sag modiilii i¢in ' zayif diizenli-diizdiir.

(2) R bir sag minimum-uyumlu halka ise her minimum-diiz sol 2-modiil zay1f mutlak
s-saftir. Gergekten, M bir minimum-diiz sol R-modiil olsun. O zaman (Mao, 2007,
Lemma 3.2) yardimiyla M+ minimum-injektiftir ve boylece Onerme 3.13 yardimiyla
aym zamanda zayif diizenli-diizdiir. Buradan Onerme 3.6 yardimiyla M zayif mutlak

s-saftir.

(3) Ozel olarak, R bir sag minimum-uyumlu halka ise (2) yardimiyla R® zayif mutlak

s-saftir.

Uyan 3.15. Her minimum-injektif sag modiil zayif diizenli-diiz olmasina ragmen her
minimum-injektif sag modiil diizenli-diiz olmak zorunda degildir. Ornegin, herhangi
bir p asal tam say1 i¢in M = Z, minimum-injektif Z-modiil fakat diizenli-diiz degildir.

Aksi taktirde M projektif olurdu.

Dogal olarak minimum-injektif sag modiiller ne zaman diizenli-diiz olurlar sorusu or-

taya ¢ikmugtir.
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Sonuc¢ 3.16. Her minimum-injektif sag R-modiil diizenli-diizdiir ancak ve ancak R

halkast bir sag Kasch halkadur.

Ispat. S bir basit sag R-modiil ve \ : S — F(5) gémme homomorfizmasi olsun. Hi-
potez yardimiyla F(.S) diizenli-diiz oldugundan sonlu iiretilmis bir serbest /' modiilii
ve Ba = A olacak sekilde o : S — F've 8 : FF — E(S) homomorfizmalari vardir. So
monik oldugundan o moniktir ve bdylece R sag Kasch halkadir. Tersi Onerme 3.9 ve

3.13 aracilifiyla elde edilir. |

Bir M sag R-modiil kendi injektif biirlimiinde saf ise M modiilii F'P-injektif olarak

adlandirilir. Acikca goriilebilir ki, F'P-injektif modiiller zayif mutlak s-saftir.
Sonuc¢ 3.17. Bir sag minimum uyumlu R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) Her zayif diizenli-diiz sag modiil diizdiir.

(2) Her zayif mutlak s-saf sol modiil F' P-injektiftir.

Bu durumda R sag I F-halka ve her maksimum injektif sag R-modiil F' P-injektiftir.

Ispat. (1)=(2) M bir zayif mutlak s-saf sol R-modiil olsun. O zaman Onerme 3.6 yar-
dimiyla M zayif diizenli-diizdiir. (1) yardimiyla M+ aym zamanda diizdiir. Boylece
(Rotman, 1979, Teorem 3.52) aracihigiyla M injektiftir. M modiilii M injektif

modiiliiniin bir saf alt modiilii oldugundan M modiilii /' P-injektiftir.

(2)=>(1) M bir zayif diizenli-diiz sag R-modiil olsun. O zaman Onerme 3.6 yardimiyla
M zayif mutlak s-saftir ve (2) yardimiyla M+ aymi zamanda I P-injektiftir. Ote yan-
dan, M nin saf injektifligi injektif olmasini saglayacaktir. Boylece (Rotman, 1979,

Teorem 3.52) araciligiyla M diizdiir.

Bu durumda, diizenli-diiz modiiller zayif diizenli-diiz oldugundan (Biiyiikasik ve Dur-
gun, 2016, Onerme 3.5) yardimiyla her maksimum-injektif sa§ R-modiil I P-injektiftir.
Ote yandan, Onerme 3.13 yardimiyla injektif modiiller zayif diizenli-diiz oldugundan

R’nin sag [ I oldugu agiktir. |

R halkasi sol Noether ve sol kendi-injektif ise 2’nin QF olarak adlandirildi§ina dikkat
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edilmelidir. (Faith, 1976) in iyi bilinen bir sonucu araciligiyla, R halkas1 QF dir ancak
ve ancak her projektif sa§ R-modiil injektiftir. (Biiyiikkasik ve Durgun, 2016, Teorem
2.10) da gosterildigi iizere R halkasi sag > —C'S halka ancak ve ancak her diizenli-
diiz R-modiil projektiftir. Asagidaki sonucta QF halkanin yeni bir karakterizasyonu

verilmistir.

Teorem 3.18. Bir R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) R halkast QF dir.

(2) Her zayif diizenli-diiz sag modiil projektiftir.

(3) Her zayif diizenli-diiz sag modiil injektiftir.

(4) Her zayif mutlak s-saf sol R-modiil projektiftir.

Buna ek olarak, R sag minimum-uyumlu halka ise yukaridaki kosullar asagidaki ko-

sullara denktir:
(5) Her zayif mutlak s-saf sol R-modiil injektiftir.

(6) R sol Noether ve her zayif diizenli-diiz sag modiil diizdiir.

Ispat. (1)=(2) R halkas: QF halka oldugundan R halkas1 > —C'S ve sag Kasch hal-
kadir. Ispatin geri kalan1 Onerme 3.9 ve (Biiyiikagik ve Durgun, 2019, Teorem 2.10)

yardimiyla gosterilir.

(2)=-(1) Herhangi bir zayif diizenli-diiz sa§ modiil (2) yardimiyla diizenli-diizdiir.
Boylece R sag Kasch halkadir. Ayrica, her diizenli-diiz modiil projektif oldugundan
(Biiyiikasik ve Durgun, 2019, Teorem 2.6] yardimiyla R sag > —C'S halkadir. Boy-
lece (Biiyiikasik ve Durgun, 2015, Sonug 4.12) yardimiyla R halkas1 QF halkadir.

(1)=-(3) M bir zayif diizenli-diiz sag modiil olsun. (1)=-(2) yardimiyla M projektiftir

ve sonug olarak hipotez yardimiyla M injektiftir.
(3)=-(1) Projektif sag modiiller zayif diizenli-diiz olduklarindan ispat aciktir.
(4)=-(1) Agiktir.
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(1)=(4) M bir zayif mutlak s-saf sol R-modiil olsun. R sag Noether oldugundan
Onerme 3.6 yardimiyla M+ zayif diizenli-diizdiir. (1)=(3) iin ispat1 yardimiyla M+
injektiftir ve sonug olarak /2’nin Noetherliginden yaralanilarak M diizdiir. R sol mii-

kemmel oldugundan M projektiftir.

(1)=(5) M bir zayif mutlak s-saf sol R-modiil olsun. R sag Noether oldugundan
Onerme 3.6 yardimiyla M+ zayif diizenli-diizdiir. Boylece (1)=-(2) nin ispatindan ya-
ralanilarak M " diizdiir. R Noether oldugundan, (Cheatham ve Stone, 1981) yardimiyla
M injektiftir.

(5)=(1) M bir projektif sol R-modiil olsun. R sag minimum uyumlu halka ve M
minimum-diiz oldugundan Sonug (1)-(3) yardimiyla M zayif mutlak s-saftir. Boylece

(5) yardimiyla M injektiftir.

(5)=(6) I' P-injektif sol R-modiiller zayif mutlak s-saf oldugundan (5) ve (Lam, 1999,
Teorem 3) yardimiyla R sol Noether halkadir. M bir zayif diizenli-diiz sag R-modiil
olsun. R sag minimum-uyumlu oldugundan, Onerme 3.6 yardimiyla M T zayif mutlak
s-saftir. Boylece (5) yardimiyla M injektiftir. Sonug olarak (Rotman, 1979, Teorem
3.52) den M diizdiir.

(6)=-(5) M bir zayif mutlak s-saf sol R-modiil olsun. R sag minimum uyumlu ol-
dugundan Onerme 3.6 yardimiyla M ™ zayif diizenli-diiz ve boylece (6) yardimiyla
diizdiir. R sol Noether oldugundan, (Cheatman ve Stone, 1981, Teorem 2) kullanilarak

M injektiftir. u

Tam olarak bu noktada sonlu iiretilmis (devirli) zayif diizenli-diiz modiillerin projektif
oldugu halkalar diisiinmek dogaldir. Degismeli Noether halkalar i¢in asagidaki sonug

elde edilmistir.

Onerme 3.19. R bir degismeli Noether bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) Her sonlu iiretilmis zayif diizenli-diiz modiil projektiftir.

(2) Her devirli zayif diizenli-diiz modiil projektiftir.

(3) R, QF halkadur.
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Ispat. (1)=(2) Agiktr.

(2)=-(3) R’nin Artin tiim alt modiillerinin toplami A olsun. Noether sanisindan dolay1
A sonlu iiretilmigtir. Boylece sonlu ¢oklukta Artin alt modiillerin toplami olarak A
Artindir. Buradan Soc(R/A) = 0 ve bunun sonucu olarak R/A zayif diizenli-diizdiir.
(2) yardimiyla R/A projektiftir. O zaman Soc(B) = 0 olacak sekilde R’nin bazi1 B
idealleri icin R = A B’dir. I ideali A’min kapali bir ideali olsun. O zaman A/[
zayif-diizdiir. (2) yardimiyla A/ projektiftir. Buradan I ideali A’min dik bilesenidir.
Boylece A bir C'S halkadir. Sonug olarak (Faith,1976, Onerme 18.22) yardimiyla A,
QF halkadr.

Soc(B) = 0 oldugundan Onerme 2.3 yardimiyla her B-modiilii zayif diizenli-diizdiir.
Ozel olarak her devirli B-modiilii zayif diizenli-diizdiir. O zaman (2) yardimiyla her
devirli B-modiilii projektiftir. Buradan B yari basittir. Boylece Soc(B) = 0 oldugun-

dan B siradan bir halka olmak zorundadir.

(3)=-(1) Teorem 3.18 yardimiyla gosterilebilir. |

3.3 Ortii ve Biiriim

A bir sag R-modiil olsun. C' € ( olmak iizere bir f : C' — A homomorfizmas1 alinsin.
D € ¢ olmak tizere her g : D — A homomorfizmasi icin fh = ¢ olacak sekilde bir
h : D — C homomorfizmasi var ise f homomorfizmasi A’nin bir (-6n ortiisii (bkz.
[9]) olarak adlandirilir. Ek olarak, eger sadece boyle h’ler C' = D ve g = f oldugunda
C’nin otomorfizmalari ise (-On ortiisii A’nin (-0Ortiisii olarak adlandirilir. Es olarak,
(-0n biiriim ve biiriim tanimlart mevcuttur. (-biiriim ({-Ortiiler) genel olarak mevcut

olmayabilir. Fakat eger mevcut iseler bunlar izomorfizma altinda tektir.

Onerme 3.20. R minimum-uyumlu bir halka olsun. O zaman asagidakiler saglanir.
(1) Her sol R-modiil epimorfizma zayif mutlak s-saf bir ortiiye sahiptir.
(2) Her sag R-modiil monik zayif diizenli-diiz bir on biiriime sahiptir.

(3) Her sol R-modiil zayif mutlak s-saf bir on biiriime sahiptir.
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(4) Her sag R-modiil zayif diizenli-diiz bir ortiiye sahiptir.

Ispat. (1) Zayif mutlak s-saf sol R-modiiller Onerme 3.6 ve Lemma 3.7 yardimiyla
dik toplamlar ve saf boliimler altinda kapalidir. Boylece (Hiremath ve Gramopadhye,
2009, Teorem 2.5) yardimiyla her sol R-modiil zayif mutlak s-saf bir Ortiiye sahiptir.
Uyart 3.14-(3) yardimiyla R zayif mutlak s-saf oldugundan, her projektif sol R-modiil
zayif mutlak s-saf olur. P projektif modiilii ile 5 : P — M bir epimorfizma ve f :
F — M ise M sol R-modiiliiniin zayif mutlak s-saf ortiisii olsun. O zaman fg = f3
olacak sekilde bir g : P — F homomorfizmasi vardir. Bu f’nin epimorfizma oldugu

anlamina gelir.

(2) Zayif diizenli-diiz sag R-modiiller Onerme 3.6 yardimiyla dik ¢arpim ve saf alt
modiiller altinda kapalidir. (Nicholson ve Waters, 1988, Sonuc 3.5 (c¢)) yardimiyla her
sag modiil zay1f diizenli-diiz 0n biiriime sahiptir. M herhangi bir sag R-modiil ve P :
M — Fise M nin zayif diizenli-diiz 6n biiriimii olsun. Onerme 3.13 yardimiyla (M)
zayif diizenli-diiz oldugundan i : M — F(M) gdmme doniisiimii olmak iizere i = g f
olacak sekilde bir g : F' — E(M) homomorfizmasi vardir. Bu f’nin monik oldugu

anlamina gelir.

(3) Zayif mutlak s-saf sol R-modiiller Onerme 3.6 yardimiyla dik carpimlar ve saf
alt modiiller altinda kapalidir. (Nicholson ve Waters, 1988, Sonug¢ 3.5 (c)) yardimiyla

iddia ispatlanir.

(4) Zayif diizenli-diiz sag R-modiiller Onerme 3.6 yardimiyla saf boliimler, Lemma
3.7 yardimiyla dik toplamlar altinda kapalhidir. Boylece, (Hiremath ve Gramopadhye,
2009, Teorem 2.5) yardimiyla her modiil zay1f diizenli-diiz Ortiiye sahiptir. |

Teorem 3.21. Bir sag minimum-uyumlu R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) R sag PS dir.

(2) Herhangi bir zayif diizenli-diiz sag R-modiiliin her alt modiilii zayif diizenli-diizdiir.
(3) Projektif sag R-modiiliin her alt modiilii zayif diizenli-diizdiir.

Buna ek olarak, R sag minimum wyumlu halka ise yukaridaki kosullar asagidaki ko-
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sullara denktir:
(4) Herhangi bir zayif mutlak s-saf sol R-modiiliin her boliimii zayif mutlak s-saftir.

(5) Herhangi bir injektif sol R-modiiliin her boliimii zayif mutlak s-saftir.

Ispat. (1)=(2) N zayif diizenli-diiz M modiiliiniin bir alt modiilii ve o : N — M
bir gdmme doniisiimii olsun. M zayif diizenli-diiz oldugundan herhangi bir basit sag
S ideali ve herhangi bir f : S — N homomorfizmasi i¢in Lemma 3.7 yardimiyla o f
sonlu iiretilmis serbest sag F' modiilii araciligiyla carpanlarina ayrilir. Diger bir deyisle
af = hgolacak sekilde g : S — F ve h : ' — M homomorfizmalari vardir. of = hg
nin anlami Ker(g) € Ker(f) olmasidir. K = I'mg yazilsin. K basit sag S idealine
izomorfik oldugundan (1) yardimiyla K projektiftir. s € S icin ¥(g(s)) = f(s) ile
¥ : K — N tanimlansin. W iyi tanimli bir homomorfizmadir ve f = Wg dir. Bu f’nin
projektif basit K modiilii aracilifiyla carpanlarina ayrildigin1 gosterir. Sonug¢ olarak

Lemma 3.7 yardimiyla N zayif diizenli-diizdiir.
(2)=3)=(1) ve (4)=(5) Aciktir.

(2)=(4) N zayif mutlak s-saf sol M R-modiiliiniin bir alt modiilii varsayilsin. M /N
nin zayif mutlak s-saf oldugu iddia edilmektedir. Onerme 3.6 yardimiyla N zayif mut-
lak s-saf oldugundan M zayif diizenli-diiz olmak iizere bir 0 — (M/N)* — Mt —
Nt — 0 tam dizisi mevcuttur. Bdylece (1) yardimiyla (M/N)* zayif diizenli-diiz ve

Onerme 3.6 yardimiyla da M /N zayif mutlak saftir.

(5)=(3) N bir projektif sag M modiiliiniin alt modiilii varsayilsin. O zaman M " injek-
tiftir. M * nin epimorfik goriintiisiit N oldugundan N nin zayif mutlak s-saf oldugu

(5) yardimiyla aciktir. Béylece Onerme 3.6 yardimiyla N zayif diizenli-diizdiir. |

Teorem 3.22. Bir sag minimum-uyumlu R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) R sag PS dir.
(2) Her sag R-modiil epimorfizma zayif diizenli-diiz bir biiriime sahiptir.

(3) Her basit sag ideal epimorfizma projektif bir biiriime sahiptir.
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Ispat. (1)=(2) M herhangi bir sag R-modiil olsun. R sag minimum uyumlu oldu-
gundan Onerme 2.13 yardimiyla M, zayif diizenli-diiz bir f : M — P un biiriimiine
sahiptir. R bir sag PS halka oldugundan Teorem 2.18 yardimiyla I'm/( f) zayif diizenli-
diizdiir. Boylece M — I'm(f) epimorfizma zayif diizenli-diiz bir 6n biiriimdiir. Sag R-
modiillerin herhangi bir S sinifi i¢in her bir epimorfizma S-6n biiriim bir S-biiriimdiir.

Boylece (2) elde edilir.

(2)=-(3) S, R’nin basit sag ideali olsun. O zaman (2) yardimiyla S epimorfizma zayif
diizenli-diiz bir f : S — N biiriimiine sahiptir. Lemma 3.7 yardimiyla f sonlu iire-
tilmig serbest bir F' sag R-modiilii aracilifiyla carpanlarina ayrilir. Diger bir deyisle
f S — Nigin f = gh olacak sekilde g : S — F ve h : FF — N homomorfiz-
malarinin varligi mevcuttur. F' zayif diizenli-diiz oldugundan g = ¥ f olacak sekilde
oyle bir ¥ : N — F vardir. Boylece f epimorfizma oldugundan f = (hW)f ve bdy-
lece h¥ = 1y dir. Buradan N, F’nin bir dik bilesenine izomorfiktir. Sonug¢ olarak N

projektiftir.

(3)=(1) N zayif diizenli-diiz bir M modiiliiniin alt modiilii ve o : N — M gdmme do-
niisiimii olsun. M zayif diizenli-diiz oldugundan herhangi bir basit sag S ideali ve her-
hangi bir f : S — N homomorfizmasi i¢in Lemma 3.7 yardimiyla « f sonlu iiretilmis
bir serbest I’ sag modiilii araciligiyla ¢arpanlarina ayrilir. Diger bir deyisle a.f = hg
olacak sekilde g : S — F' ve h : ' — M homomorfizmalar1 vardir. (3) yardimiyla
S epimorfizma projektif bir 5 : S — P biiriimiine sahiptir. O zaman g = ~ olacak
sekilde v : P — F homomorfizmasi vardir. Boylece aof = hg = (hv)5 ve bura-
dan Ker(f) C Ker(f) dir. s € Sigin U(B(s)) = f(s) ile tammh ¥ : P — N
tanimlansin. O zaman W iyi tanimli bir homomorfizmadir ve f = ¥ dir. Bu f’nin P
projektif modiil yardimiyla carpanlarina ayrildig1 anlamina gelir. Sonu¢ olarak Lemma

3.7 yardimiyla N zayif diizenli-diizdiir. |

3.4 Zayif Yalmz-Injektif ve Zayif C-Diiz Modiiller

M bir sag R-modiil olsun. Her devirli K sag R-modiilii i¢in Hom(K, N) — Hom(K, M)
indirgenmis doniisiimii 6rten ise bir M sag R-modiilii C'-diiz olarak adlandirilir (bkz.

(Moradzadeh ve digerleri, 2019)). Projektif modiiller C'-diizdiir ve (Alagoz, 2021)
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yardimiyla C'-diiz modiiller zayif-diiz ve diizenli-diiz modiillerdir. Her sonlu iiretil-
mis serbest I7 sol R-modiiliiniin her devirli K alt modiilii icin Exth(F/K, M) = 0
ise M sol R-modiiliiniin yalmiz-injektif olarak adlandirildig: bilinmektedir (bkz. (Liu,
1995)). Denk olarak, her devirli C' sag R-modiil ve her M — N monomorfizmasi
icin C ® M — C ® N monik ise M yalmz-injektiftir (bkz. (Crivei, 2014, Onerme
2.2)). Her sonlu iiretilmis serbest F' sag R-modiiliiniin her devirli /K alt modiilii i¢in

Tory(M, F/K) = 0ise M sag R-modiilii yalmz-diiz olarak adlandirilir (Liu, 1995).

Tanim 3.23. (1) Bir M sol modiil alinsin. Herhangi bir M/ — N monomorfizmasi ve
herhangi bir asal sag C ideali i¢cin C ® M — C ® N monik ise sol M modiilii zay1f

yalnmiz-injektif olarak adlandirilir.

(2) Bir M sag modiil alinsin. Herhangi bir Y — M epimorfizmasi ve herhangi bir asal
sag C ideali i¢cin Hom(C,Y) — Hom(C, M) orten ise sag M modiilii zayif C-diiz

olarak adlandirilir.

Ornek 3.24. (a) Projektif=C-diiz=Zayif C-diiz oldugu bilinmektedir. Bununla bir-
likte tersi genelde dogru degildir. Ornegin, bir k cismi iizerinde X, Y degiskenleriyle
bir polinom halkasi R = k[X,Y] olsun. Burada R’nin (X,Y’) ideali burulmasizdir.
Boylece R degismeli bir tamlik bolgesi oldugundan (X,Y) ideali C-diizdiir. Fakat
(Anderson ve Fuller, 1974, Bolim I, Alistirma 2.3) yardimiyla 2-modiil olarak diiz
degildir. Dolayisiyla projektif de degildir. Ote yandan R halkasi sag CF halkasi olma-
yan sag PP-halka (6rnegin, R = Z) ise Onerme 2.14 yardimiyla her sag R-modiil zayif
C-diizdiir. Bununla birlikte, Onerme 2.19 yardimiyla C-diiz olmayan bir zayif C-diiz

modiil vardir.

(b) Her asal sag idealin sonlu sunumlu oldugu durumda R halkas1 bir sag P-uyumlu

halka olarak adlandirilir. Bu durumda her diiz sag modiil zayif C'-diizdiir.

(c) Her yalnmiz-injektif sol R-modiil zayif yalniz-injektiftir. Bununla birlikte, tersi ge-
nelde dogru degildir. Ornegin, R halkas1 sag P-uyumlu halka ve sag CF olmayan sol
FC-halka (6rnegin, R = Z) ise Sonu¢ 3.3 yardimiyla her sag R-modiil zayif yalniz-
injektiftir. Bununla birlikte, Onerme 2.19 yardimiyla yalniz-injektif olmayan zayif

yalniz-injektif-modiil vardr.
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Bir R halkasinin her asal sag ideali sonlu sunumlu ise R halkasi sag P-uyumlu olarak
adlandirilir (bkz. (Holm ve Jorgensen, 2008)). Her asal sol ideal diiz (sirasiyla projek-
tif) ise R halkasi sol FP (sirasiyla PP) olarak adlandirilir (bkz. (Faith, 1976) ve (Holm

ve Jorgensen, 2008)). Asagidakiler tamim araciligiyla agiktir.

Sonuc¢ 3.25. R bir sol FP halkadir ancak ve ancak her sol R-modiil zayif yalniz-

injektiftir.

Her sag R-modiiliin zayif C'-diiz oldugu halkalar ele alinsin.

Onerme 3.26. Bir R halkast icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) Her sag modiil zayif C-diizdiir.

(2) Her sonlu iiretilmis sag modiil zayif C-diizdiir.

(3) Her devirli sag modiil zayif C-diizdiir.

(4) R sag PP halkadur.

Ispat. (1)=(2)=(3) Aciktr.

(3)=(4) C', R’nin asal sag ideali ve f : R — C bir epimorfizma olsun. (3) yardimiyla
C' zayif C-diizdiir. Boylece 1¢ : C' — C birim homomorfizma olmak iizere fg = 1¢
olacak sekilde bir g : C' — R homomorfizmasi vardir. Sonug olarak f parcalanan ve

bdylece C' projektiftir. Buradan R sag PP halkadir.

(4)=(1) Aciktir. |

M sonlu sunumlu sag R-modiil, yani, F{y ve F sonlu iiretilmis serbest modiiller olmak
tizere M modilii F; — Fy — M — 0 serbest sunumuna sahip olsun. Bu sunuma
Hompg(—, R) funktoru uygulanirsa Fiy — [} es doniisiimiiniin es ¢ekirdegi Tr(M)
olmak iizere 0 — M§ — Fy — Fy — Tr(M) — 0 dizisi elde edilir. 7r(M ) nin
sonlu sunumlu sol R-modiil olduguna dikkat edilmelidir. T (M) sol R-modiilii M sag
R-modiiliiniin Auslander Bridger transpozu olarak adlandirilir. Sag P-uyumlu halka

iizerinde her asal C' sag ideali ve onun transpozu olan 7r(C') sonlu sunumludurlar.
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Lemma 3.27. R bir sag P-uyumlu halka olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

(1) M bir zayif yalniz-injektif sol R-modiildiir ancak ve ancak her bir asal sag C' ideali
icin Exty,(Tr(C), M) = 0 dir

(2) M bir zayif C-diiz sag R-modiildiir ancak ve ancak her bir asal sag C ideali icin
Torf (M, Tr(C)) = 0 dwr:

Ispat. (1)0 — M — E(M) — E(M)/M — 0 bir tam dizi olsun. M nin bir zayif
yalniz-injektif sol R-modiil oldugu varsayilir ise R’nin herhangi bir asal sag C ideali
icin0 = COM - C®FEM)— C® E(M)/M — 0 dizisi tamdir. (Rotman, 1979,
Teorem 8.3) yardimiyla Hom(7r(C), E(M)) — Hom(Tr(C), E(M)/M) epimorfiz-
matir. Bundan dolay1r Ext},(Tr(C), M) = 0 dir. Tersine, her bir asal sag C' ideali
icin Extp(Tr(C), M) = 0 oldugu varsayilir ise o zaman Hom(7r(C), E(M)) —
Hom(Tr(C), E(M)/M) epimorfizmatir. Boylece 0 — C @ M — C ® FE(M) sol

tamdir. Buradan M zayif yalniz-injektiftir.

(2) P projektif modiiliiyle 0 — F — P = M — 0 bir tam dizi olsun. A’nin zayif
C-diiz sag R-modiil oldugu varsayilir ise [2’nin herhangi bir asal sag C' ideali i¢in
0 — Hom(C, F') — Hom(C, P) — Hom(C, M) — 0 tamdir. R sag P-uyumlu halka
oldugundan C' sonlu sunumludur. Boylece (Rotman, 1979, Teorem 8.3) yardimiyla
0= F®Tr(C) - P®Tr(C) sol tamdir. Sonug olarak Torf*(M,Tr(C)) = 0
dir. Tersine, her bir asal sag C' ideali icin Torf (M, Tr(C)) = 0 varsayilsin. Boylece
0 - FeTr(C) - P®Tr(C) sol tamdir. Bylece (Rotman, 1979, Teorem 8.3)
yardimiyla 0 — Hom(C, F') — Hom(C, P) — Hom(C, M) — 0 tekrar tamdir.

g : C — M herhangi bir homomorfizma ve f : N — M bir epimorfizma olsun.
Bu mp = g olacak sekilde ¢ : €' — P nin var oldugu anlamina gelir. P projektif
oldugundan f = = olacak sekilde  : P — N homomorfizmasi vardir. h = 6Op
yazilirsa h, C’den N’ye bir homomorfizma g = 7o = f(0p) = fh olur. Sonug olarak
M zayif C-diizdiir. |

Asagidaki 6nerme sonraki ifadelerde siklikla kullanilacaktir.

Onerme 3.28. R bir sag P-uyumlu halka olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:
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(1) M bir zayy C-diiz R-modiildiir ancak ve ancak M™ bir zayif yalmz-injektif R-

modiildiir.

(2) M bir zayif yalmz-injektif sol R-modiildiir ancak ve ancak M bir zayyf C-diiz
R-modiildiir.

(3) M zayif yalmiz-injektif sol R-modiildiir ancak ve ancak M zayif yalniz-injektif
R-modiildiir.

(4) M zayif C-diiz sag R-modiildiir ancak ve ancak M+ zayif C-diiz R-modiildiir.

(5) Zayif yalniz-injektif sol R-modiillerin sinifi dik carpimlar, saf altmodiiller ve saf

boliimler altinda kapalidir.

(6) Zayif C-diiz sag R-modiillerin sinifi dik carpumlar, saf altmodiiller ve saf boliimler
altinda kapalidtr.

Ispat. (1) Herhangi bir asal sag C' ideali icin Tr(C') sonlu sunumludur. Lemma 4 ve
Exth(Tr(C), M) = Tor (M, Tr(C))* standart izomorfizma yardimiyla geri kalan

kisim ispatlanir.

(2) M bir sol R-modiil ve C, R’nin bir asal sag ideali olsun. (Renault, 1964, Teorem
9.51) yardimiyla Tory (M™*, Tr(C))* = Exth(Tr(C), M)* elde edilir. Lemma 4 yar-

dimiyla geri kalan kisim ispatlanir.
(3) ve (4) Ispat (1) ve (2) den dolay1 aciktir.

(5) M bir zayif yalniz-injektif sol R-modiil ve K, M nin saf alt modiilii varsayilsin.
O zaman 0 — (M/K)™ — M* — K tam dizisi pargalanandir. (2) yardimiyla
M zayif C-diiz ve boylece (M/K)™ ile K* da zayif C-diizdiir. (2) yardimiyla K ve
M/ K zayif yalmz-injektiftir. { A; };c; zayif yalmz-injektif sol R-modiillerinin bir ailesi
ve C de R’nin asal sag bir ideali olsun. Lemma 4 yardimiyla Exty,(Tr(c), [[,c; Ai) =
[1 Exty(Tr(C), A;) = 0dir. Boyle Lemmad4 yardimiyla [

i1 Ai zayif yalmz-injektiftir.

(6) M bir zayif C-diiz sag R-modiil ve K, M’nin saf alt modiilii varsayilsin. O za-
man 0 — (M/K)" — Mt — K™ tam dizisi par¢alanandir. (1) yardimiyla M " zayif
yalniz-injektif ve boylece (M/K)* ve K+ da zayif yalniz-injektiftir. Boylece (1) yar-
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dimiyla K ve M/ K zayif C-diizdiir. [ [,.; A; zayif C-diiz sag R-modiillerinin bir ailesi
olsun. O zaman @, ; A; zayif C-diizdiir. Boylece (4) yardimiyla (€D, ; A;) B
[T,c;(Af)T zayif C-diizdiir. Ancak [, ; A; nin bir saf alt modiilii @, ; A; oldugun-
dan ([T, A7)" = (D, Af)" pargalanan bir epimorfizmadir. Buradan
(B,c; AT) " = Lo, Af zayif C-diizdiir. Sonug olarak [T, (A;)** da [T,.; Ai’nin

safligindan yararlanilarak [[,_; A; zayif C-diizdiir. |

iel

M ve N sag R-modiilleri icin m € M, n € N, g € Homg(N, R) olmak iizere

omun(m ® g)(n) =m(g(n)) ile tanimlanan
OM,N M ®p HOIH(N, R) — HOH’IR(N, ]\1)

dogal bir homomorfizma vardir.

Lemma 3.29. (Warfield, 1969, Teorem 1) M sag R-modiilii icin asagidaki ifadeler

denktir.
(1) M zayif C-diizdiir.
(2) R’nin herhangi bir asal sag C' ideali i¢in oy c bir epimorfizmadr.

(3) R’nin herhangi bir asal sag C' ideali ve herhangi bir f : C' — M homomorfizmasi

icin f; sonlu iiretilmis serbest bir ' modiilii aracitligryla parcalanr.

(4) P projektif modiil olmak iizere bir f : P — M epimorfizmast vardir. Burada R’nin
herhangi bir asal sag C' ideali ve herhangi bir g : C' — M homomorfizmast icin

g = fholacak sekilde dyle bir h : C — P nin varligi kullanilmustir.

Lemma 3.30. (1) Zay:if C'-diiz sag R-modiilerin sinifi dik toplamlar, dik bilesenler ve

genislemeler altinda kapalidur.

(2) Zayif yalmiz-injektif sol R-modiillerin sinifi dik toplamlar ve dik bilesenler altinda
kapalidir.

Ispat. (1) (a) K ve M zayif C'-diiz sag modiilleriyle olusturulan 0 — K — L — M
dizisinin tam dizi oldugu varsayilsin. C' de R’nin basit bir sag ideali olsun. Bu durumda

asagidaki tam satirli degismeli diyagram mevcuttur.
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K Or I‘IOI’DR(C'7 R) —— L Rr HOHIR(C, R) — M Rr HOHIR(C, R) —0

l/UK,C i(’L,C lal\l,c

0 Hompz(C, K) Hompz(C, L) Hompz(C, M)

K ve M zayif C-diiz oldugundan Lemma 3.27 yardimiyla ok ¢ ve oarc; K epimor-
fizmalardir. Boylece (Anderson ve Fuller, 1974, Lemma 3.14) yardimiyla o, ¢ bir epi-

morfizmadir ve bunun sonucu olarak Lemma 3.27 yardimiyla K zayif C-diizdiir.

(b) C, R’nin herhangi bir asal sag ideali ve {N;};c; zayif C-diiz R-modiillerin her-

hangi bir ailesi olsun. C' sonlu iiretildiginden herhangi bir f : C' — ,_; N; homo-
morfizmast igin im(f) C ;. ; N; olacak sekilde J C I sonlu bir indeks kiimesi
vardir. Herhangi bir ¢ € C' igin g(c) = f(c) yardimyla g : €' — D,; N; ve
h: @,es Nij — Dic; Ni gdmme doniisiimii tanimlansin. O zaman f = hg dir. (a)

yardimiyla her N; zayif C'-diiz oldugundan @ ._; N; zayif C-diizdiir. Sonug olarak

jed
sonlu iiretilmis serbest bir F' sag R-modiilii, o = ¢ olacak sekilde o : C' — F' ve
B F — @,c; N;j vardir. Boylece f = hg = h(Ba) = (h3)a ve buradan hareketle

Lemma 3.27 yardimiyla @, _, N; zayif C-diizdiir.

el
(c) Tanum yardimyla zayif C'-diiz sag R-modiiliiniin bir dik bileseninin zayif C'-diiz

oldugunu gostermek kolaydir.

(2) Tensor carpimuin Ozellikleri yardimiyla zayif yalniz-injektif sol 2-modiillerin sini-

finin dik toplamlar ve dik bilesenler altinda kapali oldugu agiktir. |

A sol R-modiiliinde her a € R i¢in Exty(R/R,, A) = 0 saglaniyorsa A modiilii bolii-
nebilir olarak adlandirilir. Bir R halkasi sol [2-modiil olarak boliinebilir ise 2 halkas1
boliinebilir olarak adlandirilir. A sa§ R-modiiliinde her a € R i¢in Torf(A, R/R,)
saglantyorsa A modiilii burulmasiz olarak adlandirilir. R’nin degismeli bolge olmasi

durumunda béliinebilir ve burulmasiz tanimlar1 cakismaktadir.
Onerme 3.31. Her biliinebilir sag modiil zayif C-diizdiir.

Ispat. F boliinebilir sag R-modiil ve C' de R’nin asal sag ideali olsun. f : ¢ — F

bir homomorfizma olsun. F boliinebilir oldugundan ¢ : C' — R olmak iizere f = gi
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olacak sekilde g : R — FE homomorfizmasi vardir. Ayrica, h : R™ — E — 0
mevcuttur. R projektif oldugundan hf = g olacak sekilde f : R — R vardir. Sonug
olarak f = gi = hti ve bundan dolayr Lemma 3.27 yardimiyla F zayif C-diizdir. W

Uyan 3.32. Bir R halkasi i¢in asagidakiler saglanir:

(1) Her burulmasiz F' sag R-modiilii i¢in '+ zayif C-diizdiir. Ozel olarak, her serbest

F sag modiilii i¢in F'* zayif C-diizdiir.

(2) R bir sag P-uyumlu halka ise her burulmasiz sol R-modiil zayif yalniz-injektiftir.
Gergekten, M burulmasiz sol R-modiil olsun. (Holm ve Jorgensen, 2008) yardimiyla
M+ boliinebilirdir ve sonug olarak Onerme 2.17 yardimiyla zayif C-diizdiir. Buradan

Onerme 2.15 yardimiyla M zayif yalniz-injektiftir.

(3) Ozel olarak, R bir sag P-uyumlu halka ise (2) yardimiyla z R zayif yalmz —injek-

tiftir.

Uyari 3.33. Her béliinebilir sag modiil zayif C'-diiz olmasina ragmen her boliinebilir
sag modiil C-diiz olmak zorunda degildir. Ornegin, M = Z, alinsin. M her asal
p tam sayisi i¢in boliinebilir Z-modiildiir ama C-diiz degildir. Aksi taktirde M diiz

(burulmasiz) grup olmalidir.

Boliinebilir sag modiillerin ne zaman C'-diiz oldugu hakkinda dogal bir soru akla gel-
mektedir. Her devirli sag 2-modiil bir serbest modiiliin i¢ine gomiilebiliyor ise R hal-

kas1 CF halka olarak adlandirilir.

Sonuc 3.34. Her boliinebilir sag R-modiil C-diizdiir ancak ve ancak R sag CF dir.

Ispat. C devirli sag bir R-modiil ve A : C' — E(C)) gobmme homomorfizmast olsun.
Hipotez yardimiyla E(C'), C-diiz oldugundan sonlu iiretilmis serbest /' modiilii ve
fa = A olacak sekildea : €' — F' ve  : ' — E(C) homomorfizmalar vardir. So
monik oldugundan o monik ve sonug olarak R sag CF dir. Tersi ise Onerme 2.17 ve

Onerme 2.19 yardimiyla gosterilebilir. [

Ornek 2 yardimiyla zayif C-diiz (sirasiyla zayif yalmz-injektif) R-modiillerin C-diiz
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(swrasiyla yalnmiz-injektif) olmayabilecegi gozlenmistir. Tersi i¢in agagidaki ifade mev-

cuttur.

Onerme 3.35. Bir R halkas: icin asagdiki ifadeler denktir.
(1) R bir sag CF halkadhr.
(2) Her zayif C-diiz sag R-modiil C-diizdiir.

Buna ek olarak, R bir sag Noether halka ise yukaridaki kosullar asagidaki kosullara

denktir.

(3) Her zayif yalniz-injektif sol R-modiil yalniz-injektiftir.

Ispat. (1)=(2) ve (1)=(3) Agiktr.

(2)=(1) C devirli sag bir R-modiil ve \ : C' — E(C') gdmme homomorfizmasi ol-
sun. Onerme 2.17 yardimiyla F(C) zayif C-diiz oldugundan (2) yardimiyla E(C),
C'-diizdiir. Boylece sonlu iiretilmis serbest F' modiilii ve Sa = X olacak sekilde « :
C — Fvef: F — E(C)homomorfizmalari vardir. S monik oldugundan o monik

ve sonug olarak (1) elde edilir.

(2)=(3) M bir zay1f yalniz-injektif sag modiil olsun. R sag P-uyumlu halka oldugun-
dan Onerme 2.15 yardimiyla M zayif C-diiz ve boylece (2) yardimiyla ayn1 zamanda

C'-diizdiir. Sonug olarak (Alagoz, 2021) yardimiyla M yalmiz-injektiftir.

(3)=(2) Ispat (2)=-(3) ile benzer sekilde yapilir. |

M sag R-modiil iken kendi injektif biiriimiinde saf ise M modiilii FP-injektif olarak

adlandirilir. FP-injektif modiillerin zay1f yalniz-injektif modiil oldugu aciktir.

Sonuc 3.36. Bir sag P-uyumlu R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) Her zayif C-diiz sag modiil diizdiir.

(2) Her zayif yalniz-injektif sol modiil FP-injektifir.

Bu durumda R halkast bir IF-halkadhr.
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Ispat. (H)=(2) M yalmz-injektif sol R-modiil olsun. Onerme 2.15 yardimiyla M+
zayif C-diizdiir. (1) yardimiyla M ™ aym zamanda diizdiir. Boylece (Renault, 1964,
Teorem 3.52) yardimiyla M injektiftir. M injektif modiiliiniin bir saf alt modiilii +

oldugundan M modiilii FP-injektiftir.

(2)=(1) M bir zayif C-diiz sag R-modiil olsun. Onerme 2.15 yardimiyla M+ za-
yif yalmiz-injektif ve boylece (2) yardimiyla ayni1 zamanda FP-injektiftir. M+ nin saf
injektifligi onun injektif olmasini saglamaktadir. (Renault, 1964, Teorem 3.52) yardi-

miyla M diizdiir.

Bu durumda Onerme 2.17 yardimiyla injektif modiiller zayif C-diiz oldugundan R
halkasi ag¢ik bir sekilde sag IF halkadir. |

Asagidaki sonu¢ QF halkalar icin yeni bir karakterizasyon vermektedir.

Teorem 3.37. Bir R halkast i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) R halkast QF halkadur.

(2) Her zayif C'-diiz sag modiil projektiftir.

(3) Her zayif C'-diiz sag modiil injektiftir.

(4) Her zayif yalniz-injektif sol R-modiil projektiftir.

Buna ek olarak, R sag P-uyumlu halka ise yukaridaki kosullar asagidakilere denktir:
(5) Her zayif yalmiz-injektif sol R-modiil injektiftir.

(6) R sol Noether ve her zayif C-diiz sag modiil diizdiir.

Ispat. (1)=(2) R halkas1 QF oldugundan R sag CF halkadr. Ispatin geri kalan1 Onerme

2.19 ve (Alagoz, 2021, Onerme 7) aracilifiyla tamamlanir.

(2)=-(1) Hipotez yardimiyla herhangi bir zayif C'-diiz sag modiil C'-diizdiir. Boylece R
sag CF halkadir. Ayrica her C-diiz modiil projektif oldugundan (Alagoz, 2021, Onerme
7) yardimiyla R halkas1 QF halkadir.
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(1)=(3) M bir zayif C'-diiz sag modiil olsun. O zaman (1)=-(2) yardimiyla M projektif

ve hipotez yardimiyla ayni1 zamanda injektiftir.
(3)=(1) Projektif sag modiiller zayif C'-diiz oldugundan ispat agiktir.
(4)=(1) Injektif sol modiiller zay1f yalmz-injektif oldugundan ispat agiktir.

(1)=(4) M bir zayif yalniz-injektif sol R-modiil olsun. 12 sag Noether oldugundan
Onerme 2.15 yardimiyla M T zayif C-diizdiir. (1)=(3) iin ispat: yardimiyla M * injek-
tiftir. Sonug olarak ’nin Noether’ligi yardimiyla M diizdiir. 2 sol miikkemmel halka

oldugundan M projektiftir.

(1)=-(5) M bir zayif yalmz-injektif sol R-modiil olsun. 2 sag Noether oldugundan
Onerme 2.15 yardimiyla M+ zayif C-diizdiir. (1)=(2) in ispat1 yardimiyla M+ mo-
diilii diizdiir. Sonug olarak R Noether oldugundan (Chatnam ve Stone, 1981, Teorem

2) yardimiyla M injektiftir.

(5)=-(1) M bir projektif sol R-modiil olsun. R sag P-uyumlu halka ve M burulmasiz
oldugundan Sonu¢3-(3) yardimiyla M zayif yalniz-injektiftir. (5) yardimiyla M injek-

tiftir.

(5)=(6) FP-injektif sol R-modiiller zayif yalniz-injektif oldugundan (5) ve (Mao, 2007,
Teorem 3] yardimiyla R sol Noether halkadir. M bir zayif C'-diiz sag R-modiil olsun. R
sag P-uyumlu halka oldugundan Onerme 2.15 yardimiyla M* zayif yalniz-injektiftir.
(5) yardimiyla ayn1 zamanda injektiftir. (Renault, 1964, Teorem 3.52) yardimiyla M

diizdiir.

(6)=(5) M bir zayif yalmz-injektif sol R-modiil olsun. R sag P-uyumlu halka oldu-
gundan Onerme 2.15 yardimiyla M T zayif C-diizdiir. (6) yardimiyla ayn1 zamanda
diizdiir. R sol Noether oldugundan (Chatnam ve Stone, 1981, Teorem 2) yardimiyla
M injektiftir. |

Onerme 3.38. R bir sag P-uyumlu halka olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

(1) Her sol R-modiil epimorfizma zayif yalniz-injektif ortiiye sahiptir.

(2) Her sag R-modiil monik zayif C-diiz on biiriime sahiptir.
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(3) Her sol R-modiil zayif yalniz-injektif on biiriime sahiptir.

(4) Her sag R-modiil zayif C-diiz ortiiye sahiptir.

Ispat. (1) Zayif yalmz-injektif sol R-modiiller Onerme 2.15 ve Lemma 3.29 yardi-
miyla dik toplamlar ve saf boliimler altinda kapalidir. Boylece her sol R-modiil (Hi-
remath ve Gramopatdhye, 2009, Teorem 2.5) yardimiyla zayif yalniz-injektif ortiiye
sahiptir. Uyar1 2.42-(3) yardimiyla Rzayif yalniz-injektif oldugundan her projektif sol
R-modiil zayif yalniz-injektif olurdu. f : F© — M, M sol R-modiiliin zayif yalniz-
injektif ortiisii ve P projektif olmak tizere § : P — M epimorfizma olsun. O zaman
fg = p olacak sekilde g : P — F homomorfizmas: vardir. Bu f’nin epimorfizma

oldugu anlamina gelir.

(2) Zayif C-diiz sag modiiller Onerme 2.15 yardimiyla dik ¢arpimlar ve saf alt modiil-
ler altinda kapalidir. (Nicholson ve Waters, 1988, Sonu¢ 3.5-(C)) yardimiyla her sag
modiil zayif C'-diiz 6n biiriime sahiptir. M herhangi bir sag R-modiil ve M nin zayif
C-diiz 6n biiriimii f : M — F olsun. Onerme 2.17 yaridmyla F (M) zayif C-diiz
oldugundan i : M — E(M) gdmme doniisiimii olmak iizere i = g f olacak sekilde bir

g : F'— E(M) homomorfizmasi vardir. Bu f’nin monik oldugu anlamina gelir.

(3) Zayif yalniz-injektif sol R-modiiller Onerme 2.15 yardimiyla dik ¢arpimlar ve saf
alt modiiller altinda kapalidir. (Nicholson ve Waters, 1988, Sonug¢ 3.5-(C)) yardimiyla

iddia ispatlanir.

(4) Zayif C-diiz sag R-modiiller Onerme 2.15 yardimiyla saf boliimler altinda ve
Lemma 3.29 yardimiyla dik toplamlar altinda kapalidir. Boylece (Hiremath ve Gra-

mopatdhye, 2009, Teorem 2.5) yardimiyla her modiil zayif C'-diiz ortiiye sahiptir. H
Teorem 3.39. Bir sag P-uyumlu R halkasi icin asagdaiki ifadeler denktir.

(1) R sag PP halkadr.

(2) Her sag R-modiil epimorfizma zayif C-diiz biiriime sahiptir.

(3) Herhangi bir zayif C-diiz sag R-modiiliin her alt modiilii zayif C-diizdiir.

(4) Projektif sag R-modiiliin her alt modiilii zayif C-diizdiir.
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(5) Her asal sag ideal epimorfizma projektif biiriime sahiptir.

(6) Herhangi bir zayif yalniz-injektif sol R-modiiliin her boliim modiilii zayif yalniz-

injektiftir.

(7) Herhangi bir injektif sol R-modiiliin her boliim modiilii zayif yalniz-injektiftir.

Ispat. Teorem 2.20’e benzerdir. |
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BOLUM 4
SONUCLAR

Bir halkanin tiim basit sag modiilleri ile iiretilen 6z siniflar ve bu siniflarin homo-
lojik nesneleri son yillarda bazi arastirmacilar tarafindan yogun olarak incelenmistir
(Biiyiikasik ve Durgun, 2015; Biiyiikkasik ve Durgun, 2016; Crivei, 2014; Mermut ve
Tiirkoglu, 2019). Bu tez calismasinda, bir R-halkasinin basit sag idealleri ile projektif
olarak iiretilen 0z sinifin es-injektif (zayif mutlak s-saf) ve es-projektif (zayif diiz-saf)
nesneleri incelenmis, ve literatiirde yer alan benzer homolojik nesneler ile iligkileri or-
taya c¢ikarilmigtir. Literatiirde yer alan yaribasit, Kasch, QF gibi halkalar bu modiiller
ile karakterize edilmistir. Daha sonra, zayif mutlak s-saf ve zayif diiz-saf modiillerin
ortil ve biiriim Ozellikleri incelenmis ve her basit sag idealin Orten projektif biiriime

sahip oldugu halkalar karakterize edilmistir.

Bunun yaninda, bir halkanin sag temel idealleri ile diiz olarak ve projektif olarak iire-

tilen 6z siniflar tanitilmis ve bazi homolojik nesneleri incelenmistir.
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