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Eren, Onur
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimu
Danisman: Prof. Dr. Refail ALIZADE
Agustos 2019

Bu tezde, icerme disarma prensibinin matematik sorularinin ¢oziimiinde nasil
uygulanabilecegi  gosterilmistir. Ayrica ulusal ve uluslararast matematik
olimpiyatlarinda icerme disarma prensibi ile ilgili ¢ikmis sorulara ve bunlarin

¢Oziimlerine yer verilmistir.

Tezin matematik olimpiyatlarina hazirlanan 6grencilere ve onlarin 6gretmenlerine

faydal1 olacag: diisiiniilmektedir.



ABSTRACT
THE PRINCIPLE OF INCLUSION AND EXCLUSION

Eren, Onur
Msc in Department of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Refail ALIZADE
August 2019

In this thesis, it has shown that how to apply the inclusion and exclusion principle for
solving mathematical problems. Also it includes national and international
mathematical olympiads questions and their solutions about the inclusion and

exclusion principle.

It is thought that this thesis will be helpful for students who are preparing for the

mathematical olympiads and their teachers.
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BOLUM 1
GIRIS

Icerme disarma prensibi konusunu segmekteki temel amacim her insanin yaptig
sayma isleminin ne kadar farkli yollarla gerceklestirilebilecegini gostermektir. Cilinkii
icerme digarma prensibi aslinda bir sayma problemidir. En kaba anlatimiyla, saymak
istedigimiz nesneleri Ozelliklerine gore gruplandirarak istedigimiz &zellikteki
nesneleri sayip, i¢lerinden istemedigimiz o6zellikteki nesneleri ¢ikartarak net bir

sonuca ulasma problemidir.

Icerme disarma prensibi yularida anlatildigi gibi aslinda kiimelerle uygulanan bir
sayma problemidir. Birlesim kiimesinin eleman sayisin1 bulmak i¢in kullanilan bu
prensip, bunun disinda bir¢ok problemin ¢dziimiinde de kullanilabir. Matematige
merakli, kendini matematikte bir adim 6teye tagimak isteyen herkese faydali olacagini
disiindiigim i¢cin bu konuyu c¢alismayr sec¢tim. Bu ¢aligmanin, matematik
olimpiyatlarina hazirlanan Ogrencilere ve bu 0Ogrencileri ¢alistiran Ogretmenlere

faydal1 bir kaynak olacagini diisiiniiyorum.

Tezin ikinci boliimiinde igerme disarma prensibi teoremi ve ispatina yer verilmistir.
Ucgiincii béliimde ise igerme disarma prensibi ile ilgili uygulamalar ele alinmus, icerme
disarma prensibinin ne tiir sorularin ¢6ziimiinde kullanilabilecegi gosterilmistir. Tezin
dordiincii boliimiinde de ulusal ve uluslararasi matematik olimpiyatlarinda sorulmus

olan sorulardan i¢cerme digarma prensibi ile ¢oziilebileceklere yer verilmistir.



BOLUM 2
ICERME DISARMA PRENSIBI

Teorem :

Eleman sayis1 S olan bir H kiimesinin 1 <1 <n i¢in birbirinden farkli k; alt kiimelerinin

higbirinde yer almayan elemanlarin sayisii S = s(k;K,k; ...k,) ile gosterirsek:

§=5— Z [s(kp)] + Z [s(kik;)] - Z [s(kikiko)] + -+ (=1)" - s(kyk; ...

1<isn 1<i<j=n 1<i<j<tsn

seklinde hesaplanabilir.

Ispat :

Tlimevarim yontemiyle bir ispat yapilabilir. H kiimesinin bir x elemani1 bu alt
kiimelerden hicbirinde degilse, esitligin solunda S ve saginda S icinde birer kez
sayilirken diger kiimelerde sayilmazlar. Boylece esitlik bu durumda saglanir. Diyelim
ki x eleman1 verilen alt kiimelerden r tanesinin eleman1 olsun. Bu durumda esitligin

solunda bu eleman sayilmaz. Fakat,
1.Bir kez S de sayilir.

2.1 kez Y1 <i<nls(k;)] de sayilr.

3. (;) kez lei<jsn[5(kikj)] de sayilir. (r alt kiimeden secilen 2 alt kiimenin

kesisimlerinin her biri)

4(;) kez lei<j<tsn[s(kikjkt)] de sayilir. (r alt kiimeden segilen 2 alt kiimenin

kesisimlerinin her biri)

(r+l). (;)=1 kez X [s(ki ki, ki,.. ki )] de sayilir.

Sonug olarak x elemani esitligin saginda (binom agilimi geregi)



1—r+ (;) + (;) b (=D (;) —[1+(-D]" =0

kez sayilir. Boylece esitligin herhangi bir x elemanini her iki tarafinda da esit saydigini

gostermis oluruz.



BOLUM 3
ICERME DISARMA PRENSIBI ILE ILGILi UYGULAMALAR

Ornek 1

Bir tam sayinin karesi veya kiipii olmayan sayilar kiiciikten biiylige dogru siralanarak

yazilmasiyla elde edilen say1 dizisinin 2014. terimi kagtir?

C6zUm

2014’ten kiigiik tam kare sayilar, 12, 22, ..., 442

2014’ten kiigiik tam kiip sayilar, 13, 23, ..., 123

2014’ten kiiclik hem tam kare hem de tam kiip sayilar, 18, 26, ..., 3°

olup, 2014 sayisindan 44+12—3= 53 say1 eksilecektir. Bu 53 sayis1 2014’e eklenirse
sonug 2067 elde edilir. 2014 ile 2067 arasinda tekrar tam kare veya tam kiip say1 olup
olmadig1 kontrol edildiginde 452 = 2025 oldugu gériiliir. O halde 2014. terim 2068 dir.

Ornek 2

Iki rakami ayn1 olan ii¢ basamakli kag say1 vardir?

C6zUm

Ug basamakl1 sayimiz abc olsun.
) a =b i¢in, a # 0 olacagindan 9.10=90 farkl1 abc sayis1 vardir.
i) b =cigin, a # 0 olacagindan 9.10=90 farkli abc say1s1 vardir.

i) a = ci¢in, a # 0 olacagindan 9.10=90 farkli abc sayis1 vardir.



Iv) a=b=c i¢in, a # 0 olacagindan 9 farkli abc sayis1 vardir.

Icerme disarma prensibi’ne gore 90.3 — 2.9 = 252 bulunur.

Ornek 3

“KATKAT” kelimesindeki harflerin rastgele dizilislerinin kaginda ayni iki harf yan

yana gelmez?

Cozim
Icerme disarma prensibi’ne gore KATKAT kelimesinin harflerinin tiim farkli
diziliglerinin sayisindan dnce iki ayn1 harfin yan yana (KK, TT, AA ) oldugu durumlari

cikartir daha sonra iki ikilinin yan yana oldugu durumlari ekler ve {i¢ ii¢liinlin yan yana

oldugu durumlar tekrar ¢ikartiriz.

6!
Tim farkli dizilisler: olalal = 90
. 51
Iki ayn1 harfin yan yana oldugu durumlarin sayist: 3- 7,5, =90
4!

Ikilinin (AATKKT gibi) yan yana oldugu durumlarin sayisi: 3- ; =36

Ugliiniin (AATTKK gibi) yan yana oldugu durumlarin sayis1: 3! =36 olup aranan sonug;
90-90+ 36 -6 =30dur.

Ornek 4

3, 5 ve 7 sayilarindan sadece birine tam boliinen kag tane dort basamakli say1 bulunur?

Cozim

3’e, 5’e ve 7’ye boliinen dort basamakli sayilarin kiimelerini sirasiyla A, B ve C ile

gosterelim. Aradigimiz sayzi,



s(A) +s(B) + s(C) - 2[s(ANB) + s(ANC) + s(BNC)] + 3s(ANBNC) olacak ¢inki

s(A) + s(B) + s(C) toplaminda ANB, ANC ve BNC kesisimlerinin elemanlarini ikiser
kez saymis oldugumuzdan, s(A) + s(B) + s(C) toplaminda ANBNC kiimesinin
elemanlarini tiger kez saymig oldugumuzdan ve 2[s(ANB) + s(ANC) + s(BNC)]
sayisini ¢ikardigimizda bu elemanlar1 altisar kez ¢ikardigimizdan bunlan tger kez

eklememiz gerekiyor. Ornegin 21 ile béliinen dort basamakli sayilar

9999 999
1 Il 211l = 476-47 = 429 tanedir, yani s(ANC) = 429 dur.

Benzer sekilde s(A) = 3333-333 = 3000,
s(B) =1999-199 = 1800,
s(C) = 1428-142 = 1286,
s(ANB) = 666-66 = 600,
S(ANC) = 476-47 = 429,
s(BNC) = 285-28 = 257 ve
S(ANBNC )= 95-9 = 86 bulunur.

Bunlari, s(A) + s(B) + s(C) - 2[ S(ANB) + S(ANC) + s(BNC)] + 3s(ANBNC)

formiiliinde yerine yazdigimizda,

(3000+1800+1286) - 2.(600+429+257) + 3.86 = 3772 elde edilir.

Ornek 5

Birbirinden farkli yiiz bilye bes kutuya dagitildiginda, hi¢bir kutunun bos kalmama

ihtimali nedir?

COzUm

S= Bitin durumlarin sayis1 = 5%

S1= Bes kutudan birinin bos oldugu durumlarin sayis1 = (5)4100 = (i)(5 — 1)100
So= Bes kutudan ikisinin bos oldugu durumlarin sayis1 = (2)3100 = (g) (5 — 2)100

7



Ss3= Bes kutudan {igiiniin bos oldugu durumlarin sayis1 = (3)2100 = (g) (5 —3)100
. e g ae - _ (5Y1100 _ (5 _ 2)100
S4= Bes kutudan dordiiniin bos oldugu durumlarin sayis1 = ( 4) 177 = ( 4) (5—-4)

Ss= Bes kutunun hepsinin bos oldugu durumlarin sayis1 = (2)0100 = (i)(S — 5)t00

Buna gore aranan olasilik:

S—S; +S, — 3+ S5 — Se _i(—1)i-(f)(5—i)100

S 5100

i=0

olur.

Ornek 6

Ug ¢ift yuvarlak masa etrafinda otoruyorlar. En az bir ¢iftin yan yana gelme olasiligi

nedir?

COzUm

S1= Bir ¢iftin esinin yaninda oldugu durumlarin sayis1 = (i) -4!- 2!
So= Iki ciftin esinin yaninda oldugu durumlarin sayisi = (z) 312!
Ss= Ug ciftin esinin yaninda oldugu durumlarin sayis1 = (g) - 21-21-21
aranan olasilik

S;—S;+Ss  (3)-4-21-(3)-3t-20+(3)-20-20-20 11
50 5! ~ 15

Ornek 7

1x2012 lik bir tabloda tiim birim kareler siyahtir. Pinar en sagdaki 1. birim kareden
baslayarak 1,2,3,1,2,3,... seklinde sirayla sayarak her 3. birim kareyi kirmiziya
boyuyor. Ayni sekilde en sagdaki 1. birim kareden baslayarak 1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,...
seklinde sirayla sayarak her 5. birim kareyi sartya boyuyor. Daha sonra ayni islemi 7.
birim kareleri maviye boyayarak devam ediyor. Buna gore geriye siyah boyali kag

birim kare kalmistir?



Cozim
1, 2,3, ..., 2012 sayilarindan 3 {in kat1 olanlar s(3)=670, 5 in kat1 olanlar s(5)=402, 7
nin kat1 olanlar s(7)=287, s(3N5)=134, s(3N7)=95, s(5N7)=57 ve s(3N5N7)=19 olup

s(3U5U7)= s(3)+s(5)+s(7)-[s(3N5)+s(3N7)+s(5N7)]+s(3N5N7)
= 670+402+287-(134+95+57)+19 = 1092 dir.

Buradan, 2012-1092=920 tane siyah kaldig1 bulunur.

Ornek 8

Rakamlar1 ¢arpimi 10 a boliinen dort basamakli kag tane pozitif tam say1 vardir?

COzUm

Dért basamakli tiim sayilar — Istenmeyen durumlar

Istenmeyen durumlar:

(2 ile boliinmeyenler) + (5 ile boliinmeyenler) — (5 ve 2 ile boliinmeyenler)

2 ile béliinmeyenlerin sayist: 5.5.5.5=5% ve 5 ile boliinmeyenlerin sayisi: 8.8.8.8=8%
2 ve 5 ile boliinmeyenlerin sayist: 4.4.4.4=4% olup

Istenmeyen durumlarim sayisi: 54+84-44=4465 tir.

Dort basamakli sayilarin sayisi ise 9.10.10.10=9000 dir.

Buna gore aranan durumun sayisi, 9000-4465=4535 bulunur.

Ornek 9

0,1, 2, ..., 9999 sayilar1 icinde 7 ve 8 rakamlarinin ikisinin de kullanildig1 kag tane

say1 vardir?



Cozlm
A={yaziliminda 7 kullanilan sayilar} ve B={ yaziliminda 8 kullanilan sayilar}

kiimelerini tanimlayalim. Biz s(ANB) sayisin1 bulmak istiyoruz.
S(ANB) =s(A) + s(B) - s(AUB)

formiiliinden yararlanacagiz. Sayilarin hepsini, gerektiginde oniine sifirlar koymakla

dort basamakli diisiinelim. Ornegin, 0=0000, 1=0001, 219=0219 vs. O halde,
s(A) = s(B) = 10* - 9% oldugu kolayca goriilebilir.

Diger taraftan, C', C kiimesinin tiimleyenini gostermek iizere,

s(AUB) = 10* - s((AuB)’) = 10* - 8% olur.

Son iki esitlik yerlerine yazilirsa,

S(ANB) = 2. 10% - 9%) — (10* - 8%) = 974 bulunur.

D
Ornek 10 .
Sekilde, 6 satir ve 4 siitunu olan tablonun sol alt kdsesinden
(A noktasindan) sag iist kosesine (D noktasina), ¢izgiler c
lizerinde saga veya yukariya hareket edilerek gidilecektir. B B’ *

ve C noktalarinin en az birinden gegmek kosuluyla, kag

farkli yol izlenebilir?

Ae

COzUm
B ve C noktalarindan en az birine ugramasi demek, B veya C den birinden gecerek
demektir. Buna gore, | AUB |=|A|+|BJ-| ANB | esitligini kullanarak,

4! 6!

|Al, A noktasindan B’ye ugrayarak D’ye giden yollarin sayis1 =727 " 1=, =6.15=90

6! 4!

B, A noktasindan C’ye ugrayarak D’ye giden yollarin sayis1 =3, 77" ﬁ =20.4=80

10



4! 4!

|ANB|, A”dan B ve C’ye ugrayarak D’ye giden yollarin sayis1 = 2-7,57 " 777 =48 olur.

O halde, | AUB |=|A[+|B|-| ANB |= 90+80-48=122 dir.

Ornek 11

Yandaki sekilde A kosesinden yola ¢ikan Osman, B

cizgiler iizerinde yliriiyerek sadece saga ve yukari

gidebiliyor. Osman tarali karenin tam olarak bir .

kenar1 lizerinde yiirliyerek Bye ka¢ farkli yoldan
gidebilir? A

COzUm

Osman’in [CD]’ye ugrayarak A dan B ye gittigi CL_D
yollarin kiimesini X, [CD]’ye ugrayarak A dan B ye .

gittigi yollarin kiimesini Y, [CD]’ye ugrayarak A dan
B ye gittigi yollarin kiimesini Z ve [CD]’ye ugrayarak

Adan B ye gittigi yollarin kiimesini T ile gdsterelim.

Buna gore, tarali karenin bir kenarindan gegerek gidilen yollarin sayisi,
| XUYUZ |=|X[+|Y[+Z|+|T|-| TNX |-| YNZ | dir. Ciinkii karenin ii¢ veya daha fazla
kenarindan gegemez. iki kenardan gegiyorsa bunlar EF ve DE ya da FC ve CD dir.

4! 5! 4! 5!

Xl = 21-21 31 2':60’ Yl = 31-11 312! =40
3! 6 _ 3 6
Izl = 1! 3!-3!_60' |T|_21-1!'4!-2!_45
_ 3 5! _ 3 51
ITOX| = 373521 = 30 YNZI =377 375, =30

| XUYUZ [EIX[HY[FIZ]#HTI- TOX || YNZ | = 60+40+60+45-30-30 = 145 bulunur.

11



Ornek 12

Madeni bir para dort defa art arda atildiginda, ardisik iki atista tura gelmesi olasilig

nedir?

C6zum

Basta, ortada ve sonda ardisik iki tanesinin Tura gelmesi durumlarinin kiimesi sirasiyla
A, B ve C olsun. Bu durumlar, TT--, -TT-, --TT seklinde olacagindan her bir ¢izgi i¢in
Yazi ya da Tura olacagindan iki farkli durum vardir. Bu da |A|=|B|=|C|=4 demektir.

ANB, BNC, ANC igin ise, | ANB |=| BNC |=2 ve | ANC =1 dir.
ANBNC i¢in ise, | ANBNC =1 dir.

Buna gore, istenen durumlarin sayisi= (4+4+4)-(2+2+1)+1=8 olup arana olasilik

8 1
P(x)=E=§

olur.

Ornek 13

Ikilik sistemde yazilan 6 basamakli sayilardan kag tanesinde ardisik {i¢ adet 1 rakami
bulunur? (Ornegin, 101110. 111100 istenen 6zellikte iken 100110 istenen zellikte
degildir.)

COzUm
Ikilik sistemde 6 tabaninda yazilan bir say1 i¢in ardisik ii¢ adet 1 rakaminin oldugu

temel durumlar dort farkli sekildedir. Bunlar,

111---, -111--, --111-, ---111 dir. Ikilik tabanda kullanilan sayilar 0 ve 1 oldugundan ve
sayimiz 6 basamakli olacagindan -111-- sayisinda bagtaki - yerine 1 gelmek zorundadir.
Buna gore, -111—ile 111--- durumlar1 aynidir. O halde ti¢ farkli duruma goére inceleme

yapacagiz.
111--- formunda yazilabilecek farkli sayilarin kiimesine A,

--111- formunda yazilabilecek farkli sayilarin kiimesine B,

12



---111 formunda yazilabilecek farkli sayilarin kiimesine C diyelim.

Buna gore aranan durumlarin sayist;

(IA[+[BI+|C]) = (| ANB [+| ANC [+| BNC )+| ANBNC | = (8+4+4)- (2+1+2)+1=12 dir.

Ornek 14

Bir ailenin 6 ¢ocugundan 3ii kiz 3ii erkektir. Bu alt1 ¢cocuk yan yana 3 erkek kendi
aralarinda, 3 kiz kendi aralarinda yan yana olmayacak sekilde ka¢ degisik sekilde

oturabilirler?

Co6zim

Once 6 kisinin yerlerine erkek ve kiz icin olma durumlarinin sayisina bakalim.

Siralamay1 sonra yapacagiz. Alt1 yerden liglinii erkekler icin seceriz geriye kalan {i¢
yer de kizlar i¢in olur. Bu durum, [:') = 20 farkh sekilde gerceklesir. Bunlardan dort

tanesi 3 erkegin yan yana oldugu durumlardir. Bunlar, EEEKKK, KEEEKK, KKEEEK,
KKKEEE dir. Bu durumlar 3 kizin yan yana oldugu durumlar i¢in de gegerlidir. Bunlar,
KKKEEE, EKKKEE, EEKKKE, EEEKKK seklindedir. Siralamalarda da goriildigii
gibi iki siralama (altlar1 ¢izili) ortaktir. O halde 3 erkek veya 3 kizin yan yana oldugu
durumlarin sayisi, 4+4-2=6 dir. Tiim durumlardan bu alt1 durumu ¢ikartirsak, 20-6=14

farkli durum i¢in 3 erkek ve 3 kiz yan yana degildir. Yani aranan durumlarin sayisi,

14.31.31=504 bulunur.

Ornek 15

f.{1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6} tanimlanan bir fi¢in, i€{1,2,3,4,5,6} i¢in f(i)#i olmak
tizere, kag farkli bire-bir f fonksiyonu tanimlanabilir?
COzUm

f fonksiyonu birre-bir oldugundan dolay1r ayni zamanda ortendir. igerme disarma

ilkesinden toplam fonksiyon sayisi

61— (2)-51+ ()4 —-()-31+(5) 20— () -1+ (3) - 0! = 265 bulunur.

13



Ornek 16

n <3150 olmak iizere, 3150 ile en az 3 asal carpan1 ortak olan kag farkli n pozitif tam

sayist vardir?

C6zum

3150=2.32.5%.7 seklinde asal ¢arpanlarina ayiralim. n sayisinin en az 3 asal ¢arpan
3150 sayisininki ile ortak olacagindan, n sayisi; 2.3.5=30, 2.3.7=42, 2.5.7=70 veya

3.5.7=105 sayilarindan birinin katt olmalidir.

30un kat1 olan, % = 105 adet n <3150 say1s1 vardir. Benzer sekilde, 42nin kati olan,

3150

—5_ = /5, 70in kat: olan, 7 =45 veya 105 in kat1 olan, E = 30 adet n <3150

sayis1 vardir.

23572210 un katt olan n < 3150 tam sayisi dordiinde de sayildigindan

20— 45
> sayisini ¢ikartmaliyiz.

105+75+45+30=255 toplammdan

Bu da 255 — 45 = 210 demektir.

Ornek 17

1019, 157 ve 18! sayilarindan en az birinin pozitif tam say1 boleni olan sayilarin sayisi

kactir?

C6zum

A, B ve C sirastyla 109, 157 ve 18 sayilarinin pozitif bélenlerinin olusturduklari

kiimeler olsun. Buna gore bulmamiz gereken,

| AUBUC |=|Al+|B|+|C|-(| ANB |+| ANC [+| BNC |)+] ANBNC | dir.
1010 = 210 510 p]dugundan, |A |= 11.11 = 121

157 = 37,57 oldugundan, |B| = 8-8 = 64

18 = 211.322 gldugundan, |C|=12-23=276
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ANB; ebob(10%°,157)= 37 oldugundan, | ANB |=8

ANC; ebob(10%°,181%)= 210 oldugundan, | ANC |=11

BNC; ebob(157,18%)= 37 oldugundan, | BNC |=8

ANBNC; ebob(10%°,157,18)= 1 oldugundan, | ANBNC |=1 olup
| AUBUC | = |A]*+|B|*+|C|-(| ANB |+| ANC |+| BNC |)+| ANBNC |

= 121+64+276-8-11-8+1=435 tir.

Ornek 18

Bes haneli dizinlerin kag tanesinde, bir rakam en az ti¢ defa yazilmistir? 03005, 22922
ve 33333 sorudaki sart1 saglayan bes haneli dizinlerdir.

COzUm

Bes haneli dizinde, bir rakam en az ii¢ defa gegeceginden, bagka bir rakamin dizinde,
ayni sartlarda bulunmasi1 miimkiin degildir. Bundan dolay1 herhangi bir rakam igin
soruda verilen sartlar1 saglayan dizini bulup, bulunan bu say1y1 10 ile carpmak sorunun
¢oziimii olacaktir. Ornegin, en az ii¢ sifir rakamini igeren bes haneli dizin sayisim

bulup, bu durum on farkli rakam i¢in de gegerli oldugundan bu sayiy1 10 ile carpalim.

) Uc hanesinde 0 bulunan bes haneli dizinlerin sayis1 (g) -10-10 = 1000

i) Dort hanesinde 0 bulunan bes haneli dizinlerin sayist (Z) - 10 = 50 olup
bu durum yukarida dort defa sayildigindan ii¢ tanesini, yani 3-50=150 tane

durumu ¢ikartmaliy1z.

iii) Bes tanesinde 0 oldugu bes haneli dizinlerin sayisi i)de on defa sayilip ii)de
3.5 defa sayilip ¢ikartildigindan 10 — 15 = -5 eksik sayilmis demektir. O

halde 1 defa sayilmasi i¢in 6 eklemeliyiz.

Buna gore, aranan durumlarin sayist; 1000-150+6=856 dan 856.10=8560 olur.
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Ornek 19

Bir sihirbaz gosteri icin gittigi A sehrine bes yardimcisi ile beraber gidiyor. Sihirbaz
bu sehirdeki gosterisi boyunca yardimcilarindan biriyle 10 kez, ikisiyle 5 kez, {igiiyle
3 kez, dordiiyle 2 kez ve tiim yardimcilariyla beraber de bir kez aksam yemegi yiyor.
Sihirbaz 6 giin de aksam yemegini yalniz olarak yediyse bu sehirdeki gosterisi kag giin

stirmiistiir?

COzUm

Si1: Sihirbaz herhangi bir yardimcisiyla 10 kez yemek yedi.
S2: Sihirbaz herhangi iki yardimcisiyla 5 kez yemek yedi.
Ss: Sihirbaz herhangi {i¢ yardimcisiyla 3 kez yemek yedi.
S4: Sihirbaz herhangi dort yardimcisiyla 2 kez yemek yedi.
Ss: Sihirbaz bes yardimceisiyla 1 kez yemek yedi.

Buna gore sihirbazin gosterisi, S1-So+S3-Sa+S5=10-5+3-2+1=7 olup 6 da yalniz basina

yemek yedigine gore toplam, 7+6=13 giin siirmiistiir.

Ornek 20

Bes takimin katildig1 bir turnuvada her takim diger dort takimdan her biri ile bir defa
karsilagiyor. Beraberligin olmadig1 bu turnuvada her takim yenme ve yenilmede ayni
sansa sahipler. Bu turnuvada, her karsilasmasini kazanmis veya her karsilagsmasini

kaybetmis takimin olmamasi olasilig1 kagtir?

COzUm
A; Bazi takimlardan yaptigi tiim karsilasmalari kazanma durumlarinin oldugu

karsilasmalarin kiimesi olsun.

B; Bazi takimlardan yaptig1 tim karsilagsmalari kaybettigi durumlarimin oldugu

kargilagmalarin kiimesi olsun.
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Bu turnuvada bes takimdan her biri diger dort takimdan her biri ile bir defa
karsilagiyorsa, hi¢ yenilgisi olmayan takim tek olacaktir. Aymi sekilde, yaptig1 her
karsilagmay1 kaybeden takim da tek olacaktir.

Buna gore, sorunun ¢éziimii i¢in | AUB |=|A[+|B|-| ANB | bulmaliy1z.

Bu turnuvadaki karsilagsma sayisi 52;4 = 10 dur. Sayet karsilasmada hi¢ yenilmeyen
takim varsa bu durumun tek takim i¢in olacagini sdyleyebiliriz. Bir takim hepsini
yenmeli ki hi¢ yenilmeyen olsun. Bu durumda da hi¢ yenilmeyen takim olmasi durumu
tektir. Bir takim yaptig1 dort karsilasmayr hep kazanmigsa geriye kalan 10—4=6
karsilagma yenilgi, galibiyet seklinde gergeklesecektir.

Buna gore, |A| = (i) - 26 =320 olur.

Ayni sekilde yaptigi tiim karsilagsmalart (dort karsilasmanin dordiinii de) kaybeden
takim olmas1 durumu da tektir. Dort karsilasmanin sonucu hep yenilgi ile sonuglandigi
kesin. Buna gore geriye kalan 10-4=6 karsilasma yenilgi, galibiyet seklinde
gergeklesecektir.

Buna gore, |B| = () - 26 = 320 olur.

Simdi | ANB | yi hesaplayalim. Turnuvada dort karsilasma hep galibiyetle
sonuclanirken dort karsilagsma da hep yenilgi ile sonuglandi. Fakat karsilagsmalarindan
biri hi¢ yenilmeyen takimla hep yenilen takim arasinda oynandigindan, geriye kalan

10-4-4+1=3 karsilagsma yenilgi, galibiyet seklinde ger¢eklesecektir. Buna gore,

|AnB| = (%) (})2% = 160 olur.

Buradan | AuB |=|A|+|B|-| ANB |= 320+320-160=480 bulunur. Beraberligin olmadigi

on karsilasmanin kazanma veya kaybetme seklindeki sonucu 2%° = 1024 farkl sekilde

gergekleseceginden aranan olasilik,

480

- = hul
Toza _ 32 dulunur.

Ornek 21

Pinar 5 farkl ¢ikolatay1 3 farkli kutuya her kutuda en az bir ¢ikolata olacak sekilde kag
farkli sekilde dagitabilir?
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Cozim
5 farkli gikolatayr 3 farkli kutuya higbir sart olmadan 3°=243 farkl sekilde dagitilir.
Fakat hi¢bir kutu bos kalmayacak sekilde bir dagitim oldugu i¢in 1 kutusunun bos

kalmas1 durumunu hesaplayalim:

1. kutu bos olursa diger iki kutuya dagitim higbir sart olmadan 2°=32 farkli sekilde
gergeklesir. Kutular farkli oldugundan, bunu 2. veya 3. kutunun bos olmasi durumuna

gore ayri ayr1 hesaplarsak toplam durum 3.2%=96 bulunur.

Fakat 1. kutunun bos olmas1 durumunda 2. ve 3. kutuya yapilan dagitimda higbir sart
olmadigindan 2. veya 3. kutularin bos olma durumlarini da saymis olduk. Buna gore
elde edilen sonuca, 1. ve 2. kutularin bos olma durumunu, 2. ve 3. kutunun bos olma
durumunu ve 1. ve 3. kutularin bog olma durumlarini eklemeliyiz. Bu da her bir ikili

i¢in 1 durumdur. O halde, igerme disarmadan aranan sonug; 243-96+3=150 bulunur.

Ornek 22

KARAKOL kelimesinin farkli dizilislerinin kag¢ tanesinde iki A harfi ve iki K harfi

yanyana bulunmaz?

COzUm

Once KARAKOL kelimesindeki harflerin farklt diziliglerinin sayisini bulalim. Bunlar,

7!

o121 farklt sekilde dizilirler. Daha sonra iki A yan yana veya iki K yan yana olan

6!

diziliglerin sayisin1 bulalim. Bu da, KAARKOL ve KKARAOL den, o olup iki tane

6!

oldugundan 2. 7, dir. ki AA ve iki KK nin yan yana oldugu durumlarm sayisini
bulalim. (KKRAAOL gibi) Bu da 5! farkl dizilis demektir. Buna gore aranan durum,

7! 6!
2121 - 2.5, +51=660 bulunur.
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Ornek 23

10 haneli sayilardan sadece ilk dort rakamu ile bir sonraki dort rakami ayni olan veya
ilk dort rakami ile son dort rakami ayni olan sayilara ezberlenebilir sayr diyelim.
Ormegin, 1234123478, 3444783444 sayilar ezberlenebilir say1 iken, 3344443334

sayis1 ezberlenbilir say1 degildir. Buna gore kag tane ezberlenebilir say1 vardir?

COzUm

X, ilk dort rakama ile bir sonraki dort rakami ayni olan sayilarin kiimesi ve Y, ilk dort
rakami ile son dort rakami ayni olan sayilarin kiimesi olsun. Buna gore X kiimesinin
elemanlarindan biri abcdabcdef ve Y kiimesinin elemanlarindan biri abcdxyabced

olsun. iki say1 XNY eleman1 oldugunda abcd=cdef ve abcd=xyab olmalidir. Buna gore,

XNY nin elemant olan ezberlenebilir say1 ababababab formundadir.
|X|=9.10.10.10.1.1.1.1.10.10=90000 ve
|Y]=9.10.10.10.10.10.1.1.1.1=90000 dir.

XNY, ilk dort rakamu ile sonraki dort rakami ve son dort rakami ayni olan sayilarin
kiimesi olsun. lk dért rakami ile sonraki dort rakami ve son dort rakami ayni olan on
basamakli say1 ababababab formunda olup, bu formda olan on basamakli sayilarin
sayist da 9.10=90 dir. Yani |X N Y|=9.10=90 dir.

Buna gore, |X U Y|=[X| 4+ [Y| — [X N Y|=90000+90000-90 = 1799910 bulunur.

Ornek 24

211 den kiigiik, 126 ile aralarinda asal olan kag tane pozitif tamsay1 vardir?

COzUm
211 den kiigiik, 126 ile aralarinda asal olan sayilarin sayisin1 bulmak igin, 126=2.32.7

oldugundan, 2,3 ve 7 ile boliinmeyen 211 den kiiclik sayilarin sayisin1 bulmaliyiz.
A; 211 den kiigiik 2 ile boliinen pozitif tam sayilarin kiimesi

B; 211 den kiigiik 3 ile boliinen pozitif tam sayilarin kiimesi
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C; 211 den kiigiik 7 ile boliinen pozitif tam sayilarin kiimesi olsun.

2,3 veya 7 ile boliiniiyorsa bu say1 126 ile aralarinda asal degildir. Buna gore,

210 210 210 210 _

210 105, 20—70, 20-30, 20 35 20 _q5 210 210
2 3 7 2.3

57 =15, ==10ve —=5 ‘den  Igerme

Disarma ilkesinden aranan durum sayist;
210- (JA|+ Bl +IC) + (|AnB|+|ANnC|+ |BNC|—|ANnBnC|dir

210-(105+70+30)+(35+15+10)-5=60 bulunur.

Ornek 25

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} rakamlar1 ile n basamakli bir dizin yaziliyor. Bu dizinlerin

kacinda 1,2,3 rakamlar1 ayni1 dizinde bulunurlar?

COzUm

N; {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} rakamlar1 ile yazilabilecek n basamakli dizinlerin sayisi;
10™dir.

Si1; 1,2,3 rakamlarindan birinin bulundugu n basamakli dizinlerin sayis; (2)9"dir.
S2; 1,2,3 rakamlarindan ikisinin bulundugu n basamakli dizinlerin sayist; (z)S"dir.

Ss; 1,2,3 rakamlarindan ii¢linlin bulundugu n basamakli dizinlerin sayisi; (2)771 dir.

Buna gore aranan durumlarin sayisi Igerme-Disarma Prensibinden,

10"- (1)9" + (5)8" - ()7

bulunur.

Ornek 26

1000 den kiigiik 10 ve 12 (her ikisi) ile aralarinda asal olan kag tane pozitif tamsay1

vardir?
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Cozlm
10 ve 12 sayilarindan her ikisi ile aralarinda asal olan sayilar, 10=2.5 ve 12=22.3

oldugundan, 2,3 ve 5 ile boliinemeyen sayilar 10 ve 12 ile aralarinda asal sayilardir.

999 100 222 _223 992 100222 _166 222 09 9% _icve 299 _as
Z T3 T s T3 T s 35 0235

seklinde elde edilen sonuglara gore icerme-Disarma Prensibinden aranan sonug,

999- (499 + 333 + 199) + (166 + 99 + 66) — 33 = 266 bulunur.

Ornek 27

3 Amerikan, 3 Tiirk ve 3 Fransiz delege ayn1 milletten 3 kisi yanyana olmayacak

sekilde kag¢ degisik sekilde otururlar?

COzUm
Amerikan olan delegeler A1,A2 ve Az; Turk delegeler T1,T2 ve T3z, Fransiz delegeler

F1,F2 ve Fzolsun. Bu durumu igerme Disarma Ilkesine gore,

Tum durumlar — Tek milletten {i¢liiniin A; lerin yan yana oldugu durumlar + Iki
milletten {i¢liiniin Aj, Ti yan yana oldugu durumlar — Ug milletten iiciindeki iicliilerin

yan yana oldugu durumlar seklinde hesaplariz.
Tiim durumlar 9! dir.
Tek milletten ti¢liiniin A; lerin yan yana oldugu durumlar:3.3!.7!
Iki milletten iigliiniin Aj, Ti yan yana oldugu durumlar: (2) 3!.3!.5!
Ucg milletten iigiindeki iicliilerin yan yana oldugu durumlar: 3!. 3!. 3!, 3!

o1 -3.31.71+(3). 31.31.5! - 31, 31, 31, 31 = 362880-90720+12960-1296=283284 bulunur.

Ornek 28

Ali Haydar 7 arkadasindan her giin 3 kisiyi yemege davet ediyor. Davet 1 hafta siiriiyor.

Ali’nin her arkadaginin en az bir kez yemege katilmis oldugu kag farkli durum vardir?
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Cozlm
N, 7 kisinin 3 kisilik gruplar halinde 7 giin aksam yemegine daveti, hicbir sart
olmaksizin (;)7farkh sekilde gergeklesir.
7
S1; Bir kisinin hi¢ davete katilmadiginda olusacak farkli durumlarin sayisi; (Z) (g)
. 7
Sz; Iki kisinin hi¢ davete katilmadiginda olusacak farkli durumlarin sayisi; (Z) (g)

Ss; Ug kisinin hig davete katilmadiginda olusacak farkli durumlarim sayisi; (;) (§)7

S4; DOrt kisinin hi¢ davete katilmadiginda olusacak farkli durumlarin sayisi; (D (2)7
Buna gore aranan durumlarin sayis1 Igerme-Disarma Prensibinden,
@ - 06+ G6 -G6 06
3 1/\3 2/ \3 3/\3 4/\3

bulunur.

Ornek 29

15 6grenci Matematik, Fizik ve Biyoloji derslerinden birinden donem 6devi alacaklar.
Her dersten en az bir 6grecinin 6dev almasi gerektigine gore bu dagilim kag¢ farkli

sekilde yapilabilir?

COzUm
15 dgrencinin ii¢ dersten birini segmeleri durumu higbir sart olmaksizin 3% farkli

sekilde gerceklesebilir.
o . . . . (3) 915
Herhangi bir dersin se¢ilmemesi durumu; (1) 2
Herhangi iki dersin se¢ilmeme durumu; (;) 15 farkli sekilde gergeklesir.
Icerme Disarma Ilkesine gore, aranan durum sayist;

35— (3).2%5+ (3). 15 = 14250606 bulunur.
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Ornek 30

5 ikiz kardes yan yana dizili 10 sandalyeye iki ikiz yan yana olmayacak sekilde kag
degisik bigimde oturabilirler?

Cozim
Icerme Disarma Ilkesine gore,

Bir ikiz ikilisinin iki ikiz ikilisinin Tiim ikizlerin
Tim durumlar- < yanyana oldugu ) +| yanyanaoldugu |—. .. — < yanyana oldugu )

durumlarin sayisi durumlarin sayisi durumlarin sayisi

=101 (5). 2.9+ (3).22.81 = (3).22. 71 + (). 2. 6! — (3). 2. 5!=1263360 bulunur.

Ornek 31

3 Amerikan, 3 Tiirk, 3 Fransiz ve 3 Ingiliz yan yana iki kisinin oturabilecegi
koltuklardan art arda 6 tane olan kiigiik bir ugaga bineceklerdir. Ayni milletten iki kisi

yan yana olmayacak sekilde kag farkli bigimde oturabilirler?

Cozim

Tim durumlarin sayisi, 12 kisi i¢in, ilk koltuga 12 farkli durum, ikinci koltuga 11 farkh

durum .. olup herhangi bir sart olmadan farkli oturmalarin sayis1 12! dir.

|A] iki Amerikalinin yan yana oturdugu durumlarin sayisi olsun. Buna gore, (2):3 uc
kisiden iki kisiyi aldik, 6 siradan birine oturabilirler, yan yana iki farkli sekilde
oturabilirler. Bu da; |A| = 3.2.6.10! demektir. Bu sekilde dort grup vardir.

|A N F| iki Amerikalinin ve iki Fransizin yan yana oturdugu durumlarin sayist olsun.
Buna gore, (§)=3 tic kisiden iki kisiyi aldik, 6 siradan birine oturabilirler, diger ikili
de kalan bes yerden birine otururlar. Yan yana iki farkli sekilde oturabilirler. Bu da;
|ANF| = 3.2.3.2.6.5.8! demektir. Bu sekilde alt1 farkl: ikili grup olusturulabilir.

|[ANF NT| iki Amerikalinin, iki Fransizin ve iki Tirkiin yan yana oturdugu

durumlarin sayisi olsun. Buna gore, (2)23 Uc¢ kisiden iki kisiyi aldik, 6 siradan birine
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oturabilirler, diger ikili de kalan bes yerden birine otururlar ve son ikili de 4 yerden

birine otururlar. Yan yana iki farkli sekilde oturabilirler. Bu da;

[ANFNT| =3.23.2.3.2.6.5.4.6! demektir. Bu sekilde dort farkli ikili grup

olusturulabilir.

[ANFNTnI| =3.2.3.2.3.2.3.2.6.5.4.3.4! demektir. Bu sekilde tek ikililer gruplari

olusturulabilir.
Buna gore aranan durum;

121-6.3.2.3.2.6.5.81+4.3.2.3.2.3.2.6.5.4.6! — 1.3.2.3.2.3.2.3.2.6.5.4.3.4!= 154275840
dir.

Ornek 32

6 farkli ¢ikolata dort cocuga, her ¢ocuk en az bir tane alacak sekilde ka¢ degisik
bicimde dagitilabilir?

Cozim
6 farkli gikolata dort gocuga higbir sart olmadan 4° farkli sekilde dagitilir. Bir gocugun
almamasi1 durumunda ise ii¢ ¢ocuga (g) .38 farkli sekilde, iki ¢ocugun almamasi

durumunda diger iki ¢ocuga (;).26 farkl sekilde dagitilir. Bir cocuga da, ([1*).16 farkli

sekilde dagitilir. Icerme Disarma Prensibine gore,

48-(%).35 + (3).25 - (}).1° = 4096-2916+384-4= 1560 bulunur.

Ornek 33

6 basamakli sayilarin kag tanesinde en az bir tane 1, en az bir tane 2 ve en az bir tane

3 rakami vardir?
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C6zUm

X, alt1 basamakl1 farkli sayilarin kiimesini,

A; rakamlarindan hicbirinin 1 olmadigi alt1 basamakli sayilarin kiimesini,

B; rakamlarindan higbirinin 2 olmadig1 alt1 basamakli sayilarin kiimesini,

C; rakamlarindan hig¢birinin 3 olmadig1 alt1 basamakli sayilarin kiimesini gostersin.
Buna gore,

|X|=9.10°, |A| = |B| = |C|=8.9° tir.

[ANB|=|BNnC|=|ANnC|=7.8° ve |ANBnNC|=6.7° olup buna gore aranan

durumlarin sayis1 Igerme Disarma Prensibine gore,

9.10°-3.8.9°+3.7.8° -6.7° = 70110 bulunur.

Ornek 34

100 6zdes bilye 5 farkli kutuya dagitildiginda kutulardan higbirinin bos kalmama

olasilig1 nedir?

Cozlm
X; 100 6zdes bilyenin 5 farkli kutuya dagilimlarinin sayis; 5%

S1; Herhangi bir kutunun bos oldugu durumlarin sayis; (i) 4100
S»; Herhangi iki kutunun bos oldugu durumlarin sayisi; (;’) 3100

. . 3 . (5) 9100
S3; Herhangi ti¢ kutunun bos oldugu durumlarin sayist; (3) 2

S4; Herhangi dort kutunun bos oldugu durumlarin sayist; (i) 1100

S2; Bes kutunun da bos oldugu durumlarin sayist; (g) 01 olup, aranan olasilik,

5100_ (i) 41004 (2)3100_ (3)2100 + (2)1100_ (g)oloo _ 2;1:0 (_1)1_(?) (5_1)100
5100 - 5100 dir.
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Ornek 35

2 Kimya, 2 Biyoloji, 2 Fizik bilim insanindan olusan 6 kisilik heyet ayn1 daldan iki
bilim insan1 yan yana olmayacak sekilde bri yuvarlak masa etrafinda kag farkli sekilde

otururlar?

Cozim

Alt1 kiginin hi¢bir sart olmadan yuvarlak masa etrafina farkli sekilde yan yana
oturmalarinin kiimesi X, iki Kimyaci yanyana olacak sekilde oturduklarinda farkli
durumlarin kiimesi K, iki Fizik¢i yanyana olacak sekilde oturduklarinda farkli
durumlarin kiimesi F ve iki Biyolojici yanyana olacak sekilde oturduklarinda farkli

durumlarin kiimesi B olsun.
Buna gore aranan durumlarin sayisi;
|IX| = (K| + |F|+|B)+(KNnF|+|FNnB|+|KNnB|)—|KNFnB|

=5! - (3.4!.2) + 3.31.2.2-21.2.2.2 = 120-144+72-16 = 32 bulunur.

Ornek 36

Yedi arkadas su savasi yapiyorlar. Yedi kisiden her biri diger alt1 kisiden birine su
tabancasi ile su sikiyor. Bu su savaginda iki kigini birbirine su sikiyor olmalar1 olasiligi

nedir?

COzUm
Bu yedi kisiyi ag, a2, ... , a7 ile gosterelim. ai, 6 farkli kisiden birine sikar. Higbir sart

olmadan yedi kisinin birbirine su suikislarindaki farkli durumlarin sayisi, her birinin

diger alt1 kisiden birine atma durumu olacagindan, 6.6.6.6.6.6.6=6" dir.

En az iki kisinin (bir ikilinin) birbirlerine su sikmalari durumunda 7 kiginin farkli su
sikmalarinin sayisini bulmak i¢in 6nce 7 kisiden ikisini segeriz. Bunlar birbirlerine su

sikar. Geriye kalan bes kisiden her birinin 6 kisiden birine sikma sansi oldugundan,

7 :
aranan farkli durumlarin sayisi, (2).65 tir.
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Iki ikilinin karsilikli birbirlerine su sikmalar1 durumunda 7 kisinin farkli su

BIE

2!

sikmalarinin sayisi,

Uc ikilinin karsilikli birbirlerine su sikmalart durumunda 7 kisinin farkli su

B

stkmalarinin sayzsi, 3l

Buna gore aranan olasilik, P(A)=

Ornek 37

{1,2,3,4,5,6} kiimesi veriliyor. P, S kiimesinin kuvvet kiimesi olmak {iizere, P
kiimesinde olan bir veya iki kiime rastgele alinarak A ve B kiimesi olarak yaziliyor.

(Iki kiime birbirinden farkli olmak zorunda degil)

Buna gore, B kiimesinin A veya S\A kiimesinin bir alt kiimesi olma olasilig1 nedir?

COzUm
i) B, A kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Yani Xx€S i¢in BCA ise, x i¢in ii¢ farkli
durum vardir.
a) X€A ve XeB olabilir.
b) x€Ave x¢ B olabilir.

C) X&Ave X¢ B olabilir.

Yani x eleman {i¢ farkli yerden birine gidebilir. Buna gére S kiimesinin her
bir elemani ti¢ farkli yerden birine gidebileceginden elde edilecek (A,B)
ikililerinin sayis1 3.3.3.3.3.3=3° dur.

i) B, S\A nin alt kiimesi olsun. Bu durumda da 6nceki durumda oldugu gibi
bir elemanin gidebilecegi ti¢ farkli yer vardir. Buna gore elde edilecek (A,B)

ikililerinin sayis1 3.3.3.3.3.3=3%dur.
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iii) BcA ve Bc S\A durumu igin BN S\A=@ oldugundan Bc @ demektir.
B=0@ ise S deki her bir elemanin gidebilecegi iki farkli yer olacagindan

farkli (A,B) ikililerinin sayis1 2.2.2.2.2.2=2° olacaktir.

(A,B) ikililerinin toplamdaki sayis1 ise 28.26=21? oldugundan, B kiimesinin

A veya S\A kiimesinin bir alt kiimesi olma olasilig1;

2.36-26 697
212 204g bulunur.

Ornek 38

20 kisi 3 odaya her bir odada en az bir kisi olmak sartiyla ka¢ farkli sekilde

yerlestirilebilir?

Cozim
N; 20 kisinin {i¢ odaya hicbir sart olmadan farkli dagilimlarimnin sayis1; 3%

S1; Ug odadan herhangi birinin bos oldugu durumlarin saysi; (i) 220

S; Ug odadan herhangi ikisinin bos oldugu durumlarin sayisi; (z) 120

Ss; Ug odadan hepsinin bos oldugu durumlarin sayist; (g) 020

Buna gore, aranan durumlarin sayisi, Igerme Disarma Prensibinden,

320 (3).22° + (3).12° — (3). 02° bulunur.

Ornek 39

Bes farkli mektubu bes farkli posta kutusuna, en az bir posta kutusu bos kalacak

bicimde kag degisik sekilde yerlestirebiliriz?
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C6zUm

S1; Bes kutudan herhangi birinin bos oldugu durumlarin sayisi; (i) 4°
S2; Bes kutudan herhangi ikisinin bos oldugu durumlarin sayist; (;) 35
S3; Bes kutudan herhangi {i¢iiniin bos oldugu durumlarin sayisi; (g) 25
S4; Bes kutudan herhangi dordiiniin bos oldugu durumlarin sayzisi; (i) 1°

Ss; Bes kutunun hepsinin bos oldugu durumlarin sayisi; (g) 0°

Buna gore, aranan durumlarin sayisi, igerme Disarma Prensibinden,

(D-4°-()-3°+(5)-2° = (9)-1° + (5)- 0° bulunur.

Ornek 40

21 dgrenciden olusan ve herhangi ii¢ 6grencisinin en az ikisi arkadas olan bir sinifta

en az k arkadasi olan bir 6grenci varsa k nin alabilecegi en kiiglk deger kagtir?

COzUm

En ¢ok arkadasa A sahip olsun.

A ve B 6grencilerini alalim.

A-B-X igliisiinii alalim. ( X herhangi bir 6grenci)

X(A) = A ile arkadas olan X 6grencilerinin sayisi,

X(B) = B ile arkadas olan X 6grencilerinin sayist,

X(ANB) = Hem A hem de B ile arkadas olan X &grencilerinin sayisi olsun.
X(ANB) en az 2 olur.

Icerme Disarma Prensibinden:

X(A) + X(B) - X(AnB) =19

X(A) = X(B) ve X(A) + X(B) > 19

2:X(A) > 19 oldugundan X(A) nin alabilecegi en kii¢iik deger 10 olur.
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BOLUM 4
OLIMPIYATLARDA CIKMIS SORULAR VE COZUMLERI

SORU 1

26 takimin katildigr bir turnuvada her takim ikilisi aralarinda tam olarak bir mag
yapiyor. Atakimi B takimini, B takimi C takimini, C takimi da A takimini yenerse {A,
B, C} kilumesine tuhaf kilume diyelim. Bu turnuvada tuhaf kiime sayis1 en ¢ok kac
olabilir? (UMO-2018)

a) 684 b) 696 c) 712 d) 728 e) 736

cOZUM

Tuhaf olmayan her {A, B, C} kimesinde bir takimin diger iki takimi yenmesi
gerekiyor. m tane takimi yenmis her takim (’;‘) tane tuhaf olmayan kime

olusturacaktir. Demek ki tuhaf olmayan kimelerin sayisinin en az olmasi igin
takimlarin kazandiklart mag sayilar: bibirlerine mumkdan oldugunca yakin olmalidir ve
bu durumda da 13 takimin 13, kalan 13 takimin ise 12 takimi yenmesi gerekiyor.
Bunun i¢in bir cember etrafina dizilmis 26 takimin her birinin saat yonindeki ilk 12
takimi1 yenmesi gerekiyor, diger mag sonuclart énemli degildir.

(226) -3 (123> -3 (122> =728

Cevap D

SORU 2

210° dogal sayisinin pozitif bélenlerinin kag tanesi 4, 9, 25, 49 dogal sayilarindan en
az ikisine tam bolunir? (UMO-2017)

A) 9984 B) 9744 C) 9728 D) 9648 E) 9216
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cOzUM

210° dogal sayisinin tiim pozitif tam bolenleri 0 <a, b, ¢, d < 9 olmak (izere 22.3%.5¢.7¢
seklindedir. Soruda istenen kosul ise, a, b, ¢, d tam sayilarinin en az ikisinin 2 den
blylk veya esit olmasidir. Dolayisiyla istenmeyen durumlarin sayisi

24 ¥ 4.8-2° = 272

(her birinin 2 den kiigiik olmasi) (tam olarak birinin 2 den biiyiik veya 2 ye esit olmast)

Tum durumlarin sayist da 10% oldugundan 10000 — 272 = 9728
Cevap C

SORU 3

KARPUZ kelimesinin harfleri ile yazilabilecek olan tiim kelimelerin kag tanesinde ya
K, A’dan dnce, ya da R, A’den sonra, ya da R, P’den 6ncedir? (Burada 6nce ya da

sonra ifadeleri yan yana olmalar1 gerektigi anlamina gelmez) (UMO-2017)

A) 696 B) 690 C) 660 D) 600 E) 580

cOzUM

KARPUZ kelimesinin harfleri ile yazilabilecek 6 harfli tim kelimelerin sayis1 6! =720
dir. Soruda verilen sartin saglanmamasi igin A, K, P, R harfleri soldan saga tam olarak
P, R, A, K sirasinda olmalidir. Dolayisiyla istenmeyen kelimelerin sayist

6!

4—; = 30 olur. Buradan cevap 720 - 30 = 690 bulunur.

Cevap B

SORU 4

1, 2,3, 3,5, 5, 8, 8 rakamlarin1 kullanarak ayni1 olan rakamlar yan yana olmayacak
sekilde olusturulabilen bes basamakli kag farkl: sifre vardir? (UMO-2017)

A) 980 B) 840 C) 720 D) 660 E) 580
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cOzUM

a, b, ¢, d, ¢ harflerinin her biri 1, 2, 3, 5, 8 rakamlarindan farkl
e 2tanea, 2taneb, 1tane cveya
e 2tanea, 1taneb, 1tanec, 1tanedveya
e Jltanea,ltaneb,ltanec, 1taned, 1tanee
icerebilir. Dolayisiyla toplam sifre sayisi

- G502+ (- ()-Go) -0

Cevap D

SORU 5

a; € {0,1} olmak Uzere, ka¢ (a4, a,,...,a;1) onbirlisi  a; + a, + a; +a, + as =
ag + a; + ag+ aqg + ay + a;; + a;; kosulunu saglar? (UMO-2015)

a) 682 b) 758 c) 864 d) 956 e) 1024

coOzUM

Cevap T olsun. Bir (aq,a,,...,a;;) onbirlisinde ilk bes elemandan 0'a esit olanlarin
sayis1 f(5), 1'e esit olanlarin sayis1 g(5), son alt1 elemandan 0'a esit olanlarin sayis1 f(6)
ve son alt1 elemandan 1'e esit olanlarin sayisi g(6) olsun. T sayisi f(5) < f(6) kosulunu
saglayan onbirlilerin sayisidir. Simetriden dolay1 g(5) < g(6) kosulunu saglayan
onbirlilerin sayis1 da T'dir. O zaman g(5) > g(6) kosulunu saglayan onbirlilerin sayisi
21T olur. Yine simetriden dolay1 f(5) > f(6) kosulunu saglayan onbirlilerin sayis1 da
25T olur. Buradan T +(2'-T) = 2! ve T = 2%0lur.

Cevap E

SORU 6
Koseleri, verilmis bir diizgiin n-genin kdseleri iizerinde olan ikizkenar tiggenlerin
sayis1 s(n) olmak iizere, s(n) > s(n + 1) kosulunu saglayan ka¢ n < 2015 pozitif tam

sayis1 vardir? (UMO-2015)

a) 336 b) 403 c) 504 d) 671 e) 1007
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cOzUM

Ikizkenar {iggeninin tepe noktasini (rll) sekilde secebiliriz. Geriye kalan iki nokta ise
ikizkenar {liggen olusturabilmek igin (n;l) farkl1 sekilde secilebilir. Dolayisiyla
olusturulabilecek ikizkenar iiggen sayisi n(ngl) kadardir. Ancak, olusturulan
ikizkenar tiggenler i¢inde eskenar olanlar (varsa) 3 kez saydik. Bu yiizden, eger n
sayis1 3 ile tam bolindyorsa bu ifadeden z?nglkarlh’nah. O zaman n+1 sayis1 3 ile tam
boliinmiyorsa s(n) < s(n + 1) oldugu agik. s(6k — 1) = (6k — 1)-(3k — 1) = 18k?— 9k+1
ve s(6k) = 6k-(3k—1) -4k = 18k2-10k oldugundan k > 1 icin s(6k—1) > s(6k) olur.

s(6k + 2) = (6k +2)-3k = 18k2+6k ve s(6k+3) = (6k+3)-(3k+1) —2-(2k+1) = 18k*+11k+1
oldugundan her k > 1 igin s(6k + 2) < s(6k + 3) olur. Bu sart1 saglayan sayilar 6k — 1
formunda olan sayilardir ve bunlar da 5, 11, 17, 23, ..., 2015 tir.

Cevap A

SORU 7

x? + 1 =ax (mod 23) olacak sekilde en az bir x tam sayismin bulunmasini saglayan
kag farkli1 0 <a < 23 tam sayis1 vardir? (UMO-2015)

a) 5 b) 6 c) 10 d) 11 e) 12

cOzUM

N2 2
ax (mod 23) olmasi igin (xz—a) = (S) — 1 (mod 23) olacagindan 23
modunda x?> — 1 formundaki kare kalan sayisii bulmamiz gereklidir. Tiim kare
kalanlar 0, 1, 4, 9, 16, 2, 13, 3, 18, 12, 8, 6 ve x? — 1 formundaki tiim sayilar da 22, 0,
3,8,15,1,12,2,17, 11,7, 5 sayilaridir. Bunlardan 0, 3, 8, 1, 12, 2 sayilar1 kare kalan
olur. Karsilik gelen a degerleri sirasiyla 2, 21, 4, 19, 6, 17, 10, 13, 12, 11, 14, 9 olur.

X2+ 1

Cevap E

SORU 8

Bir siniftaki 23 6grenci l¢ gruba, birbirleriyle arkadas olan 6grenciler ayni grupta
olmayacak sekilde tek turli dagitilabiliyorsa, sinftaki arkadas ikilisi sayisi1 en az kag
olabilir? (UMO-2015)

a) 41 b) 43 c) 46 d) 48 e) 50
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cOzUM

Her Ogrenciyi bir nokta ve arkadasliklari da bu noktalar1 birlestiren kenarlarla
gosterelim. Gruplar A, B ve C olsun. AUB ¢izgesi baglantili olmayip AUB = G1 + G2
oldugunu varsayalim. O zaman ANG: ve BNG; deki elemanlarin yerleri degistirilebilir
ve bu da tek tirlii dagitilabilme kosuluyla geliski olusturur. Benzer sekilde BUC ve
AUC c¢izgeleri de baglantilidir. A, B ve C nin eleman sayilari sirasiyla a, b ve c olsun.
Toplam kenar sayisienaza+b-1+b+c-1+a+c-1=2n-3=46-3=43
olacaktir. 43 igin drnek: A ve B hem kendi aralarinda hem de herkesle arkadas olup,
A ve B disindaki herhangi ikili aralarinda arkadas olmazsa kosullar saglanmais olur.

Cevap B

SORU 9

Tabant A1A2A3AsAsAsA7 yedigeni olan bir piramidin her ayritinin kirmizi ve mavi
renklerden birine, bu piramidin her kosesinden herhangi bir diger kosesine hem sadece
kirmiziya boyali hem de sadece maviye boyali ayritlar takip edilerek ulasilabilecek
sekilde boyanmasina iyi boyama diyelim. Kag iyi boyama vardir? (UMO-2015)

a) 218 b) 234 c) 252 d) 298 e) 324

cCOzZUM

Taban disindaki kenarlarin boyama sayis1 2°. Bir iyi boyamada bu yedi kenarm tiimii
kirmizi, veya timi mavi olamaz, 27 — 2. Piramidin tepe noktas: O olmak (izere,
genelligi bozmadan [OAi] kirmizi, [OAi+1] mavi renge boyanmis olsun. [AiAi+]
kenarini herhangi bir renge boyayalim, bu renk te genelligi bozmadan mavi olsun. O
zaman [Ai+1Ai+2] kenar1 kirmizi renge boyanmak zorunda olacaktir. Benzer sekilde
devam edersek diger taban kenarlarin da tek turli boyanmak zorunda olacaklarini
gorecegiz. Demek ki iyi boyama sayis1 2-(27 — 2) = 252 dir.

Cevap C

SORU 10

3 kirmizi, 2 beyaz ve 2 mavi top rastgele siraya dizildiginde iki beyaz topun veya iki
mavi topun yan yana gelme olasiligi nedir? (UMO-2014)

a) = b) 2 c) == d) - e) —
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cOzUM

Iki beyaz topun yan yana gelme olasilig 2%—?! = ;dir. Benzer bigimde iki mavi topun
yan yana gelme olasiligi da% dir. Bu iki olasiligin toplamindan hem mavi toplarin yan
yana hem de beyaz toplarin yan yana gelme olasiligin1 ¢ikarmahyiz. Bu olasilik ise

2250 2 . 2,222
== dir. Dolayisiyla cevap 2 T
Cevap D
SORU 11

Koseleri, verilen bir diizgun yirmigenin koselerinden dordiinde yer alan kag deltoid
vardir? (UMO-2013)

a) 105 b) 100 c) 95 d) 90 e) 85
cOzUM
Diizgiin yirmigenin koseleri A1, Az, ..., Az olsun. Deltoidin kkdsegenlerinden biri bu

deltoidi iki ikizkenar iiggene ayiriyor. Bu kosegen deltoidi tek tiirlii belirliyor. Bu
kosegenin AiAj (1 > j) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1 — j sayisinin ¢ift olmasidir.
Boyle (i, j) ikililerinin sayis1 2 - (120) = 90 dir. 5 tane eskenar deltoid iki kez sayildig1
icin cevap 90 — 5 =85 olur.

Cevap E

SORU 12

{1,2,3,4,5, 6, 7} kiimesinin birbirinden farkli ve biri digerini i¢eren ik alt kiimesi
kag farkli bigimde segilebilir? (UMO-2012)

a) 2059 b) 2124 c) 2187 d) 2315 e) 2316

cOzUM

Alt kimeler A ve B olsun: A c B. O zaman 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 sayilarmin her biri ya
ayni anda A ve B nin ya sadece B nin ya da ne A ne de B nin elemani olacak: toplamda
37 secenek bulunuyor. Fakat sadece birinci ve tigtincii secenekleri kullanirsak A = B
olur. Sonug olarak cevap 3’ — 2’ = 2059 olur.

Cevap A
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SORU 13

On tabanina gOre tersten yazilimi ile kendisi ayn1 olup 11 ile béliinen kag tane yedi
basamakli pozitif tam say1 vardir? (UMO-2010)

a) 900 b) 854 c) 818 d) 726 e) Hicbiri

cOzUM

Say1 abcdcba segilirse 11 | 2(a + ¢ — b) — d olmalidir. a, b, ¢ rakamlar rastgele
secildiginde d rakami tek tirld belli olur. Ancak d rakam oldugundana + c—-b =5
(mod 11) olan durumlar: ¢ikarmaliyiz. Baska bir deyisle abc i¢ basamakli sayisi
(mod 11) de 5 e denk olmayan herhangi bir say: olabilir. O halde cevap 900 - 82 = 818
olarak bulunur.

Cevap C

SORU 14

3m?n = n® + A denkleminin dogal sayilarda asagidaki A degerlerinden hangisi icin
¢6zimi vardir? (UMO-2008)

a) 301 b) 403 c) 415 d) 427 e) 481

cOzZUM

Denklemi n - (3m? — n?) = A olarak yazalim. 301, 403, 427 ve 481 sayilarinin her
birinin tim garpanlar1 3k + 1 seklindedir:

301=7-43 403=13-31 427 =7-61 481 =13-37
Fakat 3m? — n? # 1 (mod 3) olduguna gore, bu dort durumda denklemin ¢oziimii
bulunmaz. 415 = 5(3 - 62 — 5%) olduguna gore, cevap 415 tir.

Cevap C

SORU 15
20 kisilik bir toplulukta, 10 kisi Ingilizce, 10 kisi Almanca, 10 kisi de Fransizca biliyor.
Bu toplulugun iig kisilik bir alt kiimesinde Ingilizce bilen en az bir kisi, Almanca bilen

en az bir kisi ve Fransizca bilen en az bir kisi varsa bu alt kiimeye “komite” diyoruz.
Bu toplulukta en ¢ok kag farkli komite olabilir? (UMO-2005)

a) 120 b) 380 ¢) 570 d) 1020 e) 1140
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cOzUM
Toplulukta 10 kisi her ii¢ dili biliyorsa, geriye kalan 10 kisi hi¢bir dili bilmiyorsa,

komite olusturmayan tgliiler hi¢bir dil bilmeyen 10 kisi arasindan segilmelidir.
Dolayistyla farkli komite sayisi

(20) (10) = 10200l
3 3 )= olur

Ote yandan dil bilen kisilerin dagilimi ne sekilde olursa olsun Ingilizce bilen 10 kisiden
en az birini icerem tigliilerin sayis1 yine

(9~ (1) = 10200
3 3 = olur

oldugundan komite olusturan iigliilerin sayis1 da 1020°den fazla degildir. O halde
dogru cevap 1020 dir.

Cevap D

SORU 16

a ve b’den olusan 9 harfli dizilerden kag tanesi baba kelimesini icerir? (UMO-1996)
a) 192 b) 186 c) 158 d) 156 e) 154

cOzUM

baba kelimesini basa, sona ve geriye kalan bes harfin aralarina koyabiliriz (6 segenek);
geriye kalan harfleri de 2° yolla yazabiliriz; fakat baz1 dizileri birkag kez kullandigimiz
icin fazlaliklar1 ¢ikarmamiz gerekir. bababa alt dizisi igeren dizileri ikiser kez saymisiz,
bunlarin birini ¢ikaralim. Bu dizilerde bababa alt dizisi geriye kalan (¢ harfe gore dort
degisik konumda olabilir; geriye kalan harfleri de 2° yolla yazabiliriz. babababa alt
dizisini iceren dizilerin herbirini baba kelimesini i¢eren dizilerde tiger kez saymisiz,
bababa alt dizisi igeren diziler arasinda da ikiser kez ¢ikarmisiz, geriye tam birer tane
kalmistir. Dolayisiyla bunlarla ilgili higbir islem yapmamiz gerekmez. Son olarak,
babaxbaba (x=a veya b) seklindeki iki diziyi ikiser kez saymigiz. BOylece istenen:

6-2° — 4-2-3 — 2 =158 olacaktir.

Cevap C
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SORU 17

Ondalik yaziliminda 4 ve 5 rakamlar1 bulunup, 0 ve 8 rakamlar1 bulunmayan kactane
10 basamakli say1 vardir? (UMO-1995)

) 810-2.710+610 b) 81-2.71+6! c) 10°-2:107+6°

d) 2(3) &° e)2(*))8% —6(%))8’

CcOzUM

0 ve 8 rakamlar1 bulunmayan 8° tane on basamakli say1 bulunur. Bunlardan 4’ii
icermeyenler kimesini A ile, 5’i icermeyenler kumesini B ile gosterirsek,
s(A)=s(B)=7° ve s(ANB)=6 olacaktir. 4’ii veya 5’i icermeyenler kiimesi AUB
olacak ve s(AUB)=s(A)+s(B)-s(ANB)=2-71% -6 oldugundan yamit 810-2.710+610

Cevap A
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