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STOKASTIK ORTA-ALAN VE DETERMINISTIK ANAHTARLAMA
SISTEMLERI ICIN OPTIMAL KONTROL PROBLEMLERI

GUCOGLU, Deniz Hasan

Doktora Tezi, Matematik
Danisman: Dog¢. Dr. Sahlar MEHERREM
Mayis 2019

Bu tezde, deterministik sistemlerin bilinmeyen anahtarlama noktali optimal
anahtarlama kontrol problemi i¢in bir niimerik ¢6ziim elde edildi. Ayrica, orta-
alan sigrama sSistemleri icin stokastik optimal bilesik kontroliin genel bir
karakterizasyonu, karma konveks-spike perturbasyon yontemi uygulanarak
olusturuldu. Ortogonal Teugels martingalelere dayali orta-alan Lévy-ileri-geri
stokastik sistemin stokastik singiiler kontrolii ele alindi ve maksimum prensibi
formunda optimallik i¢in gereklilik ve yeterlilik kosullar1 belirlendi. Ayrica, genel
McKean-Vlasov diferansiyel denklemlerine dayali sistemlerin optimal singiiler

kontrolleri igin gereklilik ve yeterlilik kosullari elde edildi.

Anahtar sozciikler: Anahtarlama Sistemleri, Optimal Singiiler Kontrol, Stokastik
Maksimum Prensip, Orta-Alan Stokastik Sistemler, McKean-Vlasov Diferansiyel

Denklemler.



ABSTRACT

OPTIMAL CONTROL PROBLEMS FOR DETERMINISTIC
SWITCHING AND STOCHASTIC MEAN-FIELD SYSTEMS

GUCOGLU, Deniz Hasan

PhD, Mathematics
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Sahlar MEHERREM
May 2019

In this thesis, a numerical solution to the optimal switching control problem for
deterministic systems with unknown switching point is obtained. Moreover, a
general characterization of the optimal stochastic combined control for mean-field
jump systems is constructed by applying mixed convex-spike perturbation method.
Stochastic singular control for mean-field forward-backward stochastic
differential equations, driven by orthogonal Teugels martingales associated with
some Lévy processes are discussed and necessary and sufficient conditions for
optimality in the form of maximum principle are determined. Furthermore, the
necessary and sufficient conditions for optimal singular control of systems

governed by general McKean-Vlasov differential equations are derived.

Keywords: Switching Systems, Optimal Singular Control, Stochastik Maximum

Principle, Mean-Field Stochastic Systems, McKean-Vlasov Differential Equations.
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1. GIRIS

Optimal kontrol teori 1950’ lerin sonunda ortaya ¢iksa da aslinda antik caglara
kadar uzanan ve iki nokta arasindaki en kisa yolu kesfeden insanoglunun oldukc¢a
uzun bir seriivene sahip yolculugudur. Optimal kontrol teorinin kabul edilen en
yakin Onciisii 1600° lerde dogan (calculus of variations) varyasyonlar hesabidir.
1662’ de, Pier de Fermat (1601-1665) yazdig1 bir makalesinde iki optik nesne
arasindan gecen 151¢1n minimum gecis zamanini kalkulusun metotlari ile hesaplamig
ve bu sonug¢ giinlimiizde Fermat’in en kisa zaman prensibi olarak bilinmektedir.
Ayni1 zamanda bu calisma bazi kaynaklarda varyasyon hesabinin dogusu olarak
kabul edilmektedir. 1669’ da, Johann Bernoulli (1667-1748) iinlii Brachistochrone
Problemini ileri siirdii: ”Ayni1 yatay ya da dikey dogru iizerinde olmayan iki nokta
arasindaki en kisa uzakliga sahip yolun bulunmas1” problemiydi. Bu problemle ilk
ilgilenen 1638’ de Galilei Galileo (1564-1642) olmustu. Fakat, hatali bir ¢6ziim
oldugunu 1697’ de Johann Bernoulli, kardesi Jacob (1654-1705), Golfried Leibniz
(1646-1716) ve Isaac Newton (1642-1727) dogru ¢oziimleriyle gostermis oldular.
1744’ te Leonhard Euler (1707-1783), Euler denklemi (ya da Euler-Lagrange den-
klemi) ad1 verilen ekstremalarin birinci mertebeden gereklilik kosullarini elde etti.
1755’ te, Joseph L. Lagrange (1736-1813) bu alanda yeni bir ¢igir acan sozde o-
calculus’u ortaya koydu. Bunu 6grenen Euler 1756’ da bu konunun adin1 calculus

of variations (varyasyonlar hesabi) seklinde adlandirarak isim babasi oldu.

1786 da, Adrien M. Legendre (1752-1833) maksimum ya da minimumlar
icin yeterlilik kosullarin1 bulmay1 saglayan ikinci varyasyonu ileri siirdii. Ancak,
bu makaledeki eksiklik daha sonra 1838’ de Karl Jacobi (1804-1851) ile beraber
Legendre-Jacobi Teorisi olarak tamamlandi. 1833 de, W. Hamilton (1805-1865)
kendi adimi tasidig1 en kiigiik hareket prensibini yayinladiktan sonra 1834-1835
‘te kanonik sistem olarak yine kendi adiyla bilinen Euler Lagrange denklemine
denk adi diferansiyel denklemler sistemini ortaya koydu. Ayni zamanda, 1838’
de, Jacobi tarafindan gelistirilecek Hamilton-Jacobi denklemini ileri siirdii. Karl
Weierstrass’in (1815-1897) kuvvetli ve zayif ekstremalar arasindaki farki ifade

etmesi, Weierstrass kosulu ve yeterlilik kosullarini gelistirmesini sagladi. 1898 de,



Adolf Kneser (1862-1930), Karl Gauss’un (1777-1855) jeodezikler iizerine elde
ettigi sonucu varyasyon hesabina uyguladi. 1900’ de, David Hilbert (1862-1943)
ikinci varyasyonu Ozdegerler ve 0zvektorler kullanarak kuadratik fonksiyoneller
tizerinden gosterdi. Aym yil Uluslararast Matematik Kongresi’nde ileri siirdiigii
iinlii 23 probleminden sonuncusu varyasyon hesabi iizerine olup, 19. ve 20. prob-
lemleri bu konuya yakin sorulari iceriyordu. Varyasyon hesabi ile ilgili daha detayh
caligmalar ve tarihsel perspektif icin (Goldstine, 1980), (Hestenes, 1980) ve (Gi-
aguinta and Hildebradt, 2006), bakilabilir.

20. yiizyilin ortalaria gelindiginde, sozde klasik varyasyon hesab1 sona
ermis ve II. Diinya savasinin sonlanmasi ile modern optimal kontrol teori de-
vri baglamistir. Bu devir, ABD ve SSCB’ nin es zamanl olarak “Diferansiyel
Oyunlar” baglikli caligmalar ile R. E. Bellman (1920-1984), J. P. LaSalle (1916-
1983), D. H. Blackwell (1919-2010) ve W. H. Fleming’ in (1928- ) aralarinda bu-
lundugu bir arastirma grubunda oldukca kapsamli bir calisma ortaya konmustur.
1952’ de Bellman’ 1mn ”"Dinamik Programlama Metodu” ve ardindan L. Pontrya-
gin’in (1908-1988) icinde bulundugu calisma grubuyla gelistirdigi "Regulasyonun
Optimal Siirecleri” adli ¢calisma ve Steklov Matematik Enstitiisiindeki seminerler
sonucu, 1956’ da ilan edilen "Pontryagin Maksimum Prensib” 1 ve ardindan 1950’
lerin sonunda R. E. Kalman’ 1n (1930-2016) “’Lineer Kuadratik Teori” si, (Kalman,

1960), bu doneme damga vuran ii¢ biiyiik kilometre tasi olmustur.

Optimal kontrol teori ile ilgili daha ayrintili bigi ve tarihsel dokiimantasyon
icin; (Susmann, 1997), (Bellman, 1957), (Bellman and Dreyfus, 1962), (Boltyanskii
et al., 1965), (Pontryagin et al., 1962), (Bryson, 1996), (Bittanti, 1996), (Pierre,
1969), (Anderson and Moore, 1969), (Kirk, 1970) ve (Naidu, 2002) ye bakilabilir.

Kimyasal siireclerden otomotiv sistemlerine, havacilik alanindan orduya
kadar miihendislikte, farkl1 dinamikler iceren alt sistemler vardir ve her seferinde bir
tanesi aktif olan anahtarlama sistemleri (Antsaklis and Nerode, 1998) ve (Bensous-
san and Menaldi, 1997) de oldugu gibi bir ¢cok drnekten bahsedilebilir. Dolayisiyla,
bu siirecleri kontrol etmek, sisteme istikrar kazandiran bir kontrol uygulamakla

kalmayip ayni zamanda ne zaman gecis yapilacagr ve hangi modun secilecegi



konusunda kararlar alinmasin1 da gerektirir. Bir anahtarlama sisteminin optimal
anahtarlamasi ve kontrolii zor bir problemdir ve problemi ¢6zmek icin bazi teorik
yontemler gelistirilmistir: Anahtarlamali kontrol sistemlerin gereklilik optimallik
sartlar1, (Maharramov, 2010) da, de8isken yapili sistemler icin maksimum pren-
sibi (Boltyanskii, 2004) te, hibrit gereklilik kosullar1 (Caravello and Picolli) de,
Potryagin maksimum presibinin bir sonucu: hibrit maksimum prensibi (Dmitruk
and Kaganovich, 2008) de, degisimli sistemlerin optimal kontrolii i¢in arttirilmig
kontrol parametrizasyonu (Li et al., 2006) da, zaman-invaryant ertelemeli degisen
sistemlerin stabilite kriterleri (Xu et al., 2008) de, hibrit sistemlerde lineer kuadratik
optimal kontrol problemleri i¢in dinamik programlama metodu ( Azmyakov et al.,
2009) da ele alinmistir. En 6nemli mesele en iyi anahtarlama anlarini bulmak ve bir
kez bulduktan sonra, problemi geleneksel bir optimal kontrol problemine indirge-

mektir.

Otonom anahtarlama sistemleri ic¢in hibrit sistem maksimum prensibinin is-
pati (Witsenhausen, 1966) da oldukg¢a erken bir donemde verilmistir. (Piccoli,
1998) de teorik olarak hibrit maksimum prensibini, (Sussmann, 1999) da hibrit sis-
temler icin maksimum prensibini, minimallegtirilen piiriizsiiz fonksiyonel i¢in elde
etmistir. Hamilton-Jacobi-Belmann denklemlerine ulagmak i¢in kullanilan dinamik
programlama yaklagimi (Capuzzo and Evans, 1984) ve (Yong, 1989) da anahtar-
lama sistemlerininin incelenmesi icin ele alinmigtir. Optimal kontrol problem-
lerinin gercek yasam problemlerine uygulanisina 6rnek olarak; (Lucas and Kaya,
2001) de genel hibrit optimal kontrol problemleri i¢in kavramsal algoritmalar,
sinirlandirilmis difaransiyel programlama yaklagimi kullanilarak ayrik-zaman hibrit

sistem algoritmasit (Lu, et al., 1993) te, goriilebilir.

Gercek hayattaki bircok durumda, gozlemler belirli bir siirede yapilir ve
yalnizca bir anda degil, tiim zaman araligi veya zaman dizisi boyunca rastgele
durumlardan etkilenir. Hisse senedi fiyatlari, yayilan partikiiliin akigkan icindeki
hareketleri ve zaman icinde gozlemlenen diger bir¢ok proses, stokastik proseslerle
modellenir. Niifusun zaman icindeki biiylimesinin incelenmesi, bir kullanicinin in-

ternette footprint ¢alismasi Onerileri bunlara 6rnek olarak verilebilir.



Modern portfdy teorisi (MPT), riskten kacinan yatirimcilarin, belirli bir
piyasa riski seviyesine dayanarak beklenen getiriyi optimize etmek veya en iist
diizeye cikarmak i¢in portfoyler olusturarak, riskin daha yiiksek bir 6diiliin dogal bir
parcast oldugunu vurgulayan bir teoridir. Teoriye gore, belirli bir risk seviyesi icin
miimkiin olan maksimum getiriyi saglayan en uygun portfdylerin “etkin bir sinirin1”
olusturmak miimkiindiir. MPT, bir yatirimin risk ve getiri 6zelliklerinin tek basina
goriilmemesi gerektigini, ancak yatirimin genel portfoyiin risk ve getirisini nasil
etkiledigiyle degerlendirilmesi gerektigini ileri siirmektedir. MPT, bir yatirimcinin,
belirli bir risk seviyesi i¢in getirileri en iist diizeye ¢ikaracak olan ¢oklu varliklardan
olusan bir portfoy olusturabilecegini gostermektedir. Ayni sekilde, istenen diizeyde
bir getiri elde edildiginde, bir yatirimci olasi en diisiik riski tasiyan bir portfoy
olusturabilir. Varyans ve korelasyon gibi istatistiksel onlemlere dayanarak, bireysel
bir yatirimin geri doniisii, yatirimin tiim portfoy baglaminda nasil davrandigindan
daha az 6nemlidir. Bu teori, Harry Markowitz tarafindan 1952’de Journal of Finance

tarafindan yayinlanan “Portfoy Se¢imi” adli makalesinde yer almistir.

Orta-alan stokastik kontrol problemleri bir¢ok yazar tarafindan arastirilmigtir:
Kismi bilgi altinda optimal kontrol icin orta-alan tipi stokastik maksimum pren-
sibini (Wang et al.,2014) te, korelasyonlu durum ve gozlem etkileri ile birlikte
orta-alan tipi stokastik diferansiyel denklemler i¢in maksimum prensibini (Zhang,
2016) da, orta alan sigrama difiizyon sistemlerinin gecikmeli olarak stokastik op-
timal kontrolii (Meng and Shen, 2015) tarafindan incelenmistir. Yakin-optimal
orta-alan stokastik singiiler kontrollerin yakin-optimallik i¢in gereklilik ve yeterlilik
kosullarin1 (Hafayed and Abbas, 2014) te, orta-alan tipindeki SDE’ ler icin genel
stokastik maksimum prensibini (Buckdahn et al., 2011) de, orta-alan kontrollerinde
stokastik maksimum prensibini (Li, 2012) de, stokastik gecikmeli diferansiyel den-
klemlerde orta-alan sigrama difiizyonlarinin maksimum prensibini (Shen et al.,
2014) te, Markov tekrarli-sicramali skaler ve lineer olmayan sistemlerin dig geri-
beslemesini ( Wu et al., 2014) te, optimal stokastik miidahale kontrolu ve uygula-
malarini (Mundaca and Oksendal, 1998) de, ele almiglardir. Son yillarda stokastik
singiiler kontrol problemlerinin bir ¢ok farkli disiplinde genis uygulama olanagi

dogdugu i¢in dikkatleri iizerine cekmistir. Anahtarlamali sistemler i¢in stokastik



singiiler optimal kontrol problemi (Aghayeva, 2016) da, singiiler stokastik kon-
trol problemlerinin ilk maksimum prensibi versiyonu (Cadenillas and Haussmann,
1994) te, lineer formdaki singiiler bilesene sahip stokastik maksimum prensibi (Du-
four and Miller, 2006) da, benzer tipteki singiiler kontrol problemi (Haussmann
and Suo, 1995) te, sigcrama difiizyonlari icin stokastik optimal kontrol ve finanstaki

uygulamalari (Oksendal and Sulem, 2007) de ayrintili olarak incelenmistir.

Stokastik siirekli prosesler i¢indeki en 6nemli proses Brown hareketidir: Ilk
defa, Botanist R. Brown 1828’ de akiskanda asili polen partikiiliiniin hareketini
gozlemledi, bu parcacik diizensiz rastgele bir sekilde hareket ediyordu. Ardindan
A. Einstein 1905’ te bu hareketin, parcacigin sivinin molekiilleri tarafindan bom-
bardimanindan kaynaklandigim1 savundu ve Brown hareketi i¢cin denklemler elde
etti. 1900 yilinda, L. Bachelier Brown hareketini matematiksel spekiilayon
teorisinde hisse senedi fiyatlarinin hareketi i¢in bir model olarak kullandi. Brown
hareketinin stokastik bir siire¢ olarak matematiksel temeli N. Wiener tarafindan
1931° de yapild1 ve bu siire¢ Wiener proses olarakta adlandirilmaktadir. Brown
hareketi prosesi B(t), saf noise "un kiimiilatif etkisi i¢in temel bir model gérevi
goriir.  B(t) prosesi ¢t zamanindaki bir parcacigin konumunu belirtirse, B(t) —
B(0) yer degistirmesi, akigkanin molekiilleri tarafindan tamamen rastgele bom-

bardimanin etkisi ya da £ zamanindaki noise’ un etkisidir (Klebaner F. C., 2005).

Lévy prosesleri doga bilimlerinde, finans matematiinde, ekonomide ve
biyolojide ortaya cikan fenomenleri modellemek i¢in yaygin bir sekilde kul-
lanilmaktadir. (Nualart and Schoutens, 2000, 2001) ve ( Bertoin, 1996). Lévy pros-
esleri ile ilgili stokastik maksimum prensibi bir ¢ok yazar tarafindan calisilmistir:
(Meng and Tang, 2009)’ da yazarlar, Teugels martingaller ile ifade olunan
ve bagimsiz ¢cok boyutlu Brown hareketini igeren genel stokastik optimal kon-
trol problemini stokastik sistemler i¢in ele alip, stokastik maksimum prensibini
ispatlamiglardir.  Kismi enformasyon altinda Lévy prosesleri ile baglantili geri
stokastik kontrol sistemleri i¢in optimal kontrol problemi (Meng et al., 2002) de
arastirildi.  Lévy prosesleri ve stokastik lineer-kuadratik problemler (Mitsui and
Tabata, 2008) ve (Tang and Wu, 2009) caligmalarinda ele alindi. Teugels mar-
tingaller ile ifade edilen BSDEs’ lerin optimal kontrolu (Tang and Zhang, 2012)



de, Lévy prosesleri i¢in geri stokastik diferansiyel denklemler ile Feynman-Kac
formiilii ve finanstaki uygulamalar1 (Nualart and Schoutens, 2001) de, kismi en-
formasyon altinda Lévy prosesleri ile baglantili ortogonal Teugels martingalleri
ile ifade edilen orta-alan SDEs’lerde optimal singiiler kontrol i¢in gereklilik ve
yeterlilik kosullar1 (Hafayed et al., 2016a) da, Lévy prosesleri ile ifade olunan
orta-alan FBSDEs’lerin optimal kontrolu i¢in gereklilik kosullar1 (Hafayed et al.,
2016b) de, Lévy prosesleri ile baglantili Teugels martingaller ile ifade olunan ileri-
geri stokastik sistemin sonsuz ufuktaki optimal kontrolii (Muthukumar and Deepa,
2016) da ele alinmistir.( Young, 2010) ve (Wu, 2013) deki calismalarda tam uyumlu
kontrol i¢in optimum sartlar elde edilmistir. FBSDEs’ lerin optimal itki kontrolu
icin stokastik maksimum prensibi (Wu and Zhang, 2011) de, BSDEs’ ler i¢in kismi
enformasyon maksimum prensibi ve uygulamalar1 (Huang et al., 2009) da, kismi
enformasyon altinda baglangi¢ ileri-geri stokastik diferansiyel denklemler ciftinin
optimal kontrolu icin gereklilik kosulu (Xiao and Wang, 2011) de, kismi enfor-
masyon altinda stokastik rekiirsif optimal kontrol problemleri i¢in maksimum pren-
sibi (Wang and Wu, 2009) da, ileri-geri tam stokastik sistem ciftinin kismi enfor-
masyon altinda optimal kontrol problemi i¢in maksimum prensibi (Meng, 2009) da

ele alinmisgtir.

Orta-alan stokastik sistemleri olarak da adlandirilan McKean-Vlasov sis-
temleri ilk kez Marc Kac tarafindan calisildi.  Seyreltik monatomik gazlarin
kinetik teorisinin temel denklemi, Boltzmann’in iinlii dogrusal olmayan integro-
diferansiyel denklemidir. En basit durumda, gaz molekiillerinin sadece elastik
carpigsmalar yoluyla enerji aligverisine izin verilen t ¢capindaki sert kiireler oldugu
durumlarda, Boltzmann denklemi bi¢imini alir. Bu da plazmanin Vlasov kinetik
denklemi i¢in stokastik toy modelinde oldugu durumla ortiismektedir (Kac, 1956;
Kac, 1958). Durum denklem sistemlerinin katsayilari, ¢éziim prosesine ve bu pros-
esin beklenen degerine baglh orta-alan tipindeki stokastik kontrol problemleri bir
cok yazar tarafindan calisilmigtir: Orta-alan stokastik denklemler (Buckdahn et
al., 2014) te, Orta alan tipindeki SDE ler icin genel stokastik maksimum pren-
sibi (Buckdahn et al., 2011) de, orta-alan stokastik kontrol problemleri i¢in opti-

malligin yeterlilik kosullar1 (Shi, 2012) de, Olciimlere gore tiirev yoluyla Teugels



martingallerle yonetilen orta-alan stokastik sistemlerin optimal kontrolu (Hafayed
and Meherrem, 2018) de, Olasilik kaidesine gore diferansiyellenebilme yolu ile
Lévy proseslerine bagli McKean-Vlasov sistemlerinin optimal kontrolii icin mak-
simum prensibi (Meherrem and Hafayed, 2019) da, Ileri-geri stokastik sistemler
icin singiiler orta-alan optimal kontrol ve finansa uygulamalar1 (Hafayed, 2014b) te
arastirllmistir. Ayrica, Poisson sigrama prosesli lineer olmayan stokastik sistemler
icin McKean-Vlasov optimal karma-singiiler kontrol problemleri (Hafayed et al.,
2016) da, Sicrama prosesli orta-alan stokastik denklemlerin optimal kontrolii i¢in
Peng tipindeki maksimum prensibi (Meherrem et al., 2019) da, McKean Vlasov
sistemlerinin SDE leri i¢in Peng tipinde maksimum prensibi, 6l¢iimlere gore ikinci

mertebeden tiirevler kullanilarak (Buckdahn et al., 2016) da ispatlanmistir.

Tez bes anabdliimden olusmakta ve tezin ikinci boliimiinde, anahtarlamali
sistemler i¢in deterministik lineer kuadratik optimal kontrol probleminin niimerik
¢Oziimii incelenmektedir (Meherrem et al., 2018a). Ugiincij boliimde, orta-alan
stokastik sistemlerin stokastik optimal kontroliiniin genel karakteristigi ve bir uygu-
lamas1 (Meherrem et al., 2018b), dordiincii boliimde, ortogonal Teugels martin-
gallere dayali orta-alan Lévy-ileri-geri sistemin stokastik singiiler kontrolii i¢in
varyasyonel prensibi ve bir uygulamas1 (Hafayed et al., 2017) ve son boliimde ise
genel McKean-Vlasov diferansiyel denklemlerinin optimal singiiler kontrolii icin
gereklilik ve yeterlilik kogsullar1 incelenmektedir (Hafayed et al., 2018). Genel
sonuglar boliimiinde, tezin anabdliimlerini iceren calismalarin 6zet sonucglari yer

almaktadir.



2. ANAHTARLAMALI = SISTEMLER  ICiN
LINEER KUADRATIiK OPTIMAL KONTROL
PROBLEMLERININ NUMERIK COZUMU

Bu boliimde, durum (state) denklemleri ve performans fonksiyoneli, bilin-
meyen t; anahtarlama noktasina baglh bir lineer kuadratik optimal kontrol prob-
lemi (LQOCP) ele alinacaktir. Problemin referans makalesinde (Kurina and
Zhou, 2011); anahtarlama noktasi sabit bir deger olarak kabul edilmis, bunun
lizerine sistemin optimal ciftinin ¢ozliimii arastirilmistir. Bu makaleye dayanarak;
kontrol problemi sabit aralikta, bilinmeyen anahtarlama noktali daha genel du-
ruma doniistiiriilerek incelenecektir. Optimal kontrol probleminin ¢dziimiinde
Gradyan Projeksiyon Metodu kullanilarak optimal anahtarlama ani1, optimal durum
egrileri, optimal kontrol fonksiyonu ve optimal maliyet degeri elde edilecek; ¢oziim

prosediirii bir 6rnek lizerinden uygulamali olarak gosterilecektir.

2.1 LQOC Probleminin Formiilasyonu

Bu calismada ele alinan, anahtarlamali sistemler i¢in lineer-kuadratik optimal
kontrol problemi (Kurina and Zhou, 2011) de referans alindig1 haliyle Problem I

olarak asagidaki formdadir:

Minimallestirilen fonksiyonel:

olmak iizere, kontrol fonksiyonu bilesenleri u(t) = (uy(t), ua(t)) ve durum egrisi

bilesenleri z(t) = (z1(t), z2(t))’ dir.



Sistemin yoriinge (trajectory) denklemleri:

() = A;j(t)x;(t) + Bj(t)u,(t), tj1 <t<t;, j=1,2, (2.1.2)
ve sinir degerleri: x1(0) = 2°, 25(T) = 27 olarak verilmistir.
Kabul edilebilir kontrol u*(-), asagidaki esitligi sagliyorsa optimaldir:

J(w*(-)) = inf J(u(-)). (2.1.3)

u(-)eU

Burada, 0 = t, < t; < ty = T i¢in ty, to degerleri sabit, ¢; sabit degildir.
Tim t € [t;_1,¢], 7 = 1,2 i¢in; z;(t) € X;, u;(t) € U;, A;(t),W; € L(Xj;),
B;(t) € L(U;, X;), R;(t) € L(U;), Ch € L(X1,Y), Cy € L(X,,Y), F e L(Y),
ve X, U;, Y reel sonlu boyutlu Oklid uzaylaridir. Ayrica, F, W;(t), R;(t) simetrik
operatorler ve F, W;(t) > 0 olmak iizere R,;(t) pozitif tanimhidir. Sistemin
sinir degerleri 2° € X, 27 € X, uzaylarina aittir. Kabul edilebilir kontroller
parcali siirekli fonksiyon ¢ifti u;(.) ve us(.) olmak tizere; sirasiyla [0,¢;] ve [t1, 7]
araliklarinda tamimhidir. Benzer sekilde durum yoriingeleri de parcali siirekli
fonksiyonlar olup, x;(.) ve x2(.) sirastyla ayni alt sistemlerde tanimlidur.

F, Cy, Cy operatorleri, ¢ den bagimsiz operatorler; fakat, digerleri ¢ ye [t;_1,%;],
j = 1,2 aralifinda bagimli operatorlerdir. Uygun uzaylardaki i¢ carpim < .,. > ile

gosterilmisgtir.

Not 2.1.1 Referans alinan makalede, ¢; sabit orta nokta olarak sec¢ilmis, bu

yiizden minimallestirilen fonksiyonel J(u) olarak asagidaki formda verilmistir:

(Cr1(t1) — Coza(ty), F1 (Crai(tr) — Coza(th)))

+ > /t j1(<$j(t),Wj(t)$j(t)>+<uj(t),Rj(t)uj(t)>)dt. (2.1.4)

j=1Yti-

Sistemin yoriinge denklemleri ve sinir degerleri (2.1.2) de verildigi gibidir.

Daha genel bir probleme ge¢is yapabilmek i¢in ¢; noktas1 bilinmeyen anahtarlama



noktasi, performans indeks ise J(u, ¢;) formunda yeniden ele alinacaktir.

Tanmm 2.1.1 w = (t1,u(t), x(t)) tglisii Problem I’ in ( smirlamalar igin bkz:
(Kurina and Zhou, 2011)) tiim smirlamalarim1 sagliyorsa, (admissible) kabul

edilebilirdir.

Tanm 2.1.2 w° = (¢3,u(t), z(t)) iglisi tim kabul edilebilir proses w igin

J(w®) < J(w) kosusunu saglyorsa, optimal kontroldiir.

2.2 LQOCEP icin Esdeger Formiilasyon ve Doniisiimler

dTp+1 (t) — 0

Anahtarlama parametresi z,,,; olmak tizere, [ty,?s] araliginda o

diferansiyel denklemi z,,1(0) = t¢; baslangi¢ sartim saglasin. Burada, x,.;” in
sabit oldugu goriilmektedir.

Bagimsiz zaman degiskeni 7 olmak iizere, asagidaki lineer doniisiim tanimlanabilir:

t0+(l‘n+1—t0)7', 0<r«1

t= (2.2.1)
Tpir + (b2 —2pp1)(7—1), 1< 7<2

Bu doniisiimiin diferansiyel gosterimi,

o1 —to)dr, 0
dt = (ni1 = to)dr (2.2.2)

tg—l'nldT 1§7’<2
( +) ) )

IN
2

A
—_

formunda yazilabilir.

Acikea, (2.2.1) lineer doniigiimii:

t:1 = [to,t1], T€]0,1),

toT —[t1,ta], 7€][L,2].

Yani; 7 = 0 oldugunda, t = to;

7 = 1 oldugunda, t = t;; 7 = 2 oldugunda ¢t = ¢, olur.
Ayrica, (2.2.1)’ in ters doniiglimii:

r=—tt = <7<l T7=L1% 1<7<2 olurn

Tnt1—to’ to—Tpni1’

10



Anahtarlama parametresi x,.; ile 7 zaman degiskeni ve yeni durum
degiskenleri y;(7) = x;(t(7)) seklinde tanimlanabilir. ~Ayrica, yeni kontrol
degiskenleri v;(7) = u;(t(7)), ¢ = 1,2 olmak iizere, (2.1.1) - (2.1.2)’ de belirtilen

Problem I asagidaki ek probleme doniistiiriilebilir:

Problem II:

Durum denklemleri (2.1.2), asagidaki alt sistemlere doniisiir:

;

dy;ﬁ” = (@41 —to) (A1(T)ya(7) + Ba(7)vi(7))
dzni1 - 0
altsistem(1) : ar
$n+1(0) =t
’ (2.2.3)
7 € [0, 1) araliginda,
dy;—f’ = (ta — wpy1) (A2(7)y2(7) + Ba(T)v2(7))
d.Z‘n+1 _ 0
altsistem(2) : ar
an(O) = 4
) (2.2.4)

T € [1,2] araligindadur.

Minimallestirilen fonksiyonel (2.1.1), asagidaki forma doniisiir:

Jw.mn) = S(Can(1) ~ Ca(), F(Crn(1)) ~ Con(1))
(@ns = 1) (), Wa(r)n () + {or (1), Ra(r)n ()
(t2 = 211 (32 (7), WalO)ya () + ({7, Ralr)en(r)

(2.2.5)

J
J

Boylece, Problem I yukaridaki doniisiimler dogrultusunda durum yoriinge

bilesenleri y(7) = (y1(7), y2(7)) ve kontrol bilesenleri v(7) = (v1(7), v2(7), Tpni1)

11



olmak iizere; belirlenen 0 < 7 < 2 aralifinda Problem II’ ye indirgenir. Bununla
beraber, anahtarlama (x,.,;) parametresi [0,2] araliginda bilinmeyen sabit bir
parametre oldugu icin, yapilan doniisiimlerden sonra Problem II’ nin boyutu, Prob-

lem I’ in boyutuyla ayn1 olacaktir.

Teorem 2.2.1 Problem I'in admissible (kabul edilebilir) prosesleri (t1,xz(t),u(t))
ile Problem II ’ nin kabul edilebilir prosesleri (y(7),v(T)) arasinda bire-birlik

iliskisi vardir.

Ispat. Kabul edilebilir (¢, 2(t), u(t)) proseslerinden (y(7),v(r)) prosesleri elde
edildi. Simdi ise tersini gosterelim, yani eger (y(7),v(7)) kabul edilebilir proses
ise ki (v(7) = (v1(7), v2(7)) oldugu (2.2.3), (2.2.4) de verilmistir), (2.2.1) deki
iliskiyi kullanarak su soylenebilir: 7 = O ise t = t5,7 = 1lise t = x,41
(€n11(0) = t1), ayrica 7 = 2 ise t = ty dir. Bu, [to, 1] ve [t1,ts] araliklarinin
elde edilecegi anlamma gelir. (2.2.1)° deki iliskiden, 7 = ﬁ, 0<7r<1

nit ] < 7 < 2 araliklarma ait zaman degiskenleri elde edilir.

Ve T = to—Tnil’ =

z1(t) = wn(7(t)) ve x2(t) = yo(7(t)) doniigsiimleri kullanilarak, zincir kurali
ile jﬁ'l = yl(T(t))(
esitlikler ile (2.2.3) ve (2.2.4) denklemleri g6z Oniine alinirsa, (¢, z(t), u(t)) proses

) ve @y = 1(7(t))(=—=—) esitliklerine ulagilir. Bu

t2—Tny1

Tn+1—to

ticliistiniin (2.1.1) ve (2.1.2) de belirtilen denklemlerin kabul edilebilir prosesleri

oldugu sonucuna varilir. [J

Teorem 2.2.2 (2.1.2), (2.2.3) ve (2.2.4) denklemleri icin (t1,x(t),u(t)) ve
(y(t),v(t)) kabul edilebilir prosesleri arasindaki déoniigiim, (2.1.1) ve (2.2.5) de

belirtilen fonksiyonellerin degerini korur.

Ispat. Problem I igin (9, 2°(t), u®(t)) prosesi optimal kontrol olsun. (y°(7), v°(7))
prosesi, (t9,2°(t),u°(t)) optimal prosesinden elde edilsin (Teorem 2.2.1). Farz
edilsin ki; (y°(7),v°(7)) optimal proses olmasin ve (3(7), (7)) optimal proses ol-
mak iizere, J(§(7),9(7)) < J(y°(7),v°(7)) esitsizligini saglasm. Ters doniisiimle
elde edilen uygun kabul edilebilir proses (Z,,41,(7), 0(7)) olsun ve (¢, u(t), z(t))
ile ifade edilsin. A¢iktir ki;

T(tr,u(t), x(t)) = J(5(r),5(7)) < J(y°(r),0°(7) = J(t, 2°(1), u°(t)).

12



Bu durum (£, 2°(¢), u°(t)) prosesinin Tamm 2.1.2 deki ifadesi ile geligir. Tersine

ispat benzer yolla gosterilebilir. [

Sonug 2.2.1 Son iki teorem dikkate alindi§inda; Problem I igin (12, 2°(t),u°(t))
minimum deger verirse , doniisiimlerle elde edilen (y°(7),v°(7)) prosesi de Prob-

lem II i¢in minimum deger verir. Benzer sekilde tersi durumda gecerlidir.

2.3 Gradyan Projeksiyon Metot Algoritmasi

Ele alinan optimal kontrol problemi i¢in optimize edilecek li¢ argiimandan

bahsedilebilir:

Birincisi skaler argliman t; € [to,ty], ikincisi ¢ € [to, t;iq) araligma ait ilk
kontrol fonksiyonu vy (¢) ve sonuncusu ¢ € [t,,q4,tf] araliginina ait ikinci kontrol
fonksiyonu olan vy(t), durum yoriingesi @ = (¢1, v1(t), v2(t)) ve maliyet fonksiy-
oneli J(t1,v1(t),v2(t)) olmak iizere, ilk skaler argiiman tizerindeki tek sinirlama

alam ¢, : typ < t; < t; bigiminde tammlansin.

Ifade edilen formdaki kabul edilebilir proses argiimanlar1 sonsuz-boyutlu bir
optimizasyon problemini ortaya c¢ikarmistir. “Parametrizasyon tekni8i” uygula-
narak, baslangi¢c-sonsuz-boyutlu optizasyon problemi sonlu-boyutlu optimizasyon
problemine indirgenecektir. Bu kullanish prosediir sonlu-boyutlu optimizasyon

problemini ¢6zmede oldukca etkili bir yontem ve algoritma ihtiva eder.

Problemi sonlu-boyutlu optimizasyon problemine doniistiirebilmek igin

asagidaki parametrizasyon teknigi kullanilmistir:

Oncelikle, [to, tmid] Ve [tmid, t 7] araliklar1 sonlu sayida alt araliklara boliiniir:

[tos trmia) = Uie, [, i) Ve [tmias L] = U?;[Cj, d;).

Burada, vy () ve vy(t) fonksiyonlarinin yerine onlarin parcal sabit yaklagimlari ele
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alinmustir:

v1(t) = u} = sabit, eger t € [a;,b;),i=1,2,..., N;

vy(t) = u} = sabit, eger t € [¢;,d;), j = 1,2, ..., M;

Boylece, kabul edilebilir prosesler yerine, sonlu-boyutlu bir optimizasyon

problemi elde edilmistir:
ty, ui, ub yaklagimlari ile sonlu-boyutlu fonksiyonel asagidaki forma doniigmiistiir:
J<t17 'LL%, ui s ui\f’ u%? U%, o0 ué\/f)

Ele alinan sonlu-boyutlu optimizasyon probleminin ¢dziilebilmesi icin, bir-
inci mertebeden optimizasyon teknigi, yani gradyan-baz metodu da denilen gradyan

projeksiyon prosediirii kullanilmigtir. Bu prosediiriin adimlari:

1) Fonksiyonelin optimize edilecek argiimanlari i¢in sinirlamayi da saglayacak bazi

nominal degerler segilir:
20 = (19, ul’ w2, N ul Ll
2) Klasik anlamdaki gradyan metot algoritmas1 asagidaki formdadir:
oF = b — 0 YV f(21). (2.3.1)

Burada, V f(x)) fonksiyonelin z; noktasindaki gradyani ; cy, ise anti-gradyan

yoniindeki adimdir (Ma et al., 2017).

3) Gradyan metot algoritmasi (2.3.1) de sonraki iterasyon tamamlandiktan sonra,

21 icin uygun sinirlara gegilir ki burada t¥ | [to, t ] araliginda asagidaki kosulla
belirlenmistir:
k+1
Pl 0, 77 <0
2, thl>2
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4) Prosediir adimlarindan 2 ve 3 bazi ¢ikis kriterleri saglanincaya kadar £ := k£ + 1

olacak sekilde deger atamasina devam edilir. Onerilen ¢ikis kriterleri:

o [Vf@ll<er o " —afl<e o [fa") = f(z")] <e

2.4 Uygulama

Bu uygulama (Kurina, 2011) den esinlenilerek hazirlanmis olup, ¢; anahtar-
lama noktas1 sabit olmayan bir nokta olarak ele alinmigtir. Bilinmeyen anahtar-
lama problemi, alt boliim 2.3 teki Gradyan Projeksiyon Metot kulanilarak, bilinen

anahtarlama problemine doniistiirilmiistiir.

Minimize edilecek fonksiyonel asagidaki gibi ifade edilir:

J(CL’, Uy, Ug, t1> = %[(1’11(251) - Igl(tl))2 —+ /0 1(.1‘%1(75) + 2x11(t)x12(t)

+323,(t) + ui(t))dt + / 2(%31@) + 8235, () 4+ u3(t))dt]. (2.4.1)

t1

Sistemin durum yoriingeleri asagidaki gibi iki alt sistem olarak yazilabilir:

i’ll(t)—l'll(t) = O

altsistem(1) : r1o(t) +ur(t) = 0 t€0,t) (2.4.2)
Ill(()) = —]_,
I"Ql (t) - O

altsistem(2) 1 § wao(t) —us(t) = 0 t € [t1,2] (2.4.3)
T21 (2) = 1.

Doniisiim (2.2.1) kullanilarak, (2.4.1)-(2.4.3) problemi bilinmeyen anahtarlama
noktasini icermeyen yeni probleme doniigiir. Bu amagla, &, 1(t) = 0 ve z,,,1(0) =
t1 olacak sekilde yeni degisken belirlenirse, bu adi diferansiyel denklemden [0, 2]
araligina ait x,.; = t; bilinmeyen sabit degeri elde edilir. Ayrica, y;,;(7) =
z; j(t(7)), vi(r) = u;(t(7)) , 4,7 = 1,2 olmak iizere yeni durum ve kontrol

degiskenleri atanir. Lineer doniisiim (2.2.1) kullanilarak, ¢, = 0 ve t2 = 2 olacak
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sekilde aralik doniisiimii yapilir. Eger 7 = Oikent =0;7 = likent =z, = t;
ve 7 = 2 iken ¢ = 2 oldugu goz Oniinde tutulursa, minimize edilen fonksiyonel ve

durum denklemleri agsagidaki formda olur:

70) = 3D + g (0P + 1 [ Gh7) + 20 (77

2
+3y1 +vi(7))dr + (2 — 1) / (121(7) + 8ya(7) + v3(7))dr]. (2.4.4)
1
Burada, v = (v, v2) dir ve durum denklemleri agagidaki gibidir:

vi(t) —tiyn(t) = 0

altsistem(1) : Y1 (t) +vi(t) = 0 t€10,t1) (2.4.5)
y11(0) = =1
Y21 (t) =0

altsistem(2) : § yao(t) —va(t) = 0 t € [t1,2] (2.4.6)
Y21 (2) = 1

Ustteki sistemler goz Oniine alindiginda; (2.4.5) ile verilen altsistem(1), y11(t) ve
y12(t) durum degiskenlerine, (2.4.6) ile verilen altsistem(2) ise yo1 () Ve yoo(t) du-
rum degiskenlerine gore ¢oziiliip (2.4.4) te yerine yazilirsa, minimize edilecek per-

formans fonksiyoneli asagidaki formda olur:

Tt o) = 51— exp(t))? + / (exp(2617) + 2exp(tr)or(7)

+ Avi(r))dT + (2 —t1) /2(1 + 9v3 (7))dT]. (2.4.7)

Ayrica; (2.4.7) ile verilen fonksiyonelin sonlu-optimizasyon teknikleri ile
coziilebilmesi icin Oncelikle agsagidaki formda sonlu-boyutlu yapiya doniistiiriilmesi

gerekir:

Tt wnws) = %[(1—exp(t1))2+tlz /0 (exp(217) + 2exp(tyr ) (7)

AW+ - 0) Y /1 (14 9w)2(r))dr]. (248)
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Burada, t € [0, 1) igin vy (t) = w! = sabittir ve t € [1,2] i¢in vy(t) = w} = sabit

deger alirlar.

Son olarak, Gradyan Projeksiyon Metodu kullanilarak optimal kontrol gir-
disi ve durum egrileri ile optimal maliyet egrisi miimerik olarak ayr1 ayr grafikler
tizerinde gosterildi. Gradyan algoritma uygulamasinda nominal deger ¢; = 1.0
alinarak ve 160 iterasyon sonucu optimal anahtarlama zaman ¢; = 0.0653 ve op-
timal maliyet (cost) J* = 0.9958 olarak bulunmustur. Niimerik hesaplamalarda
C Sharp (Programlama dili) Intel (R) Core (TM) 17-3720QM 2.60 GHz , 8GB
RAM, PC (kisisel bilgisayar) kullanilmigs ve hesaplama zamani 0.7387 saniye olarak
kaydedilmistir.

2.5 Sonuclar

Bu boliimde ele alinan; anahtarlamali sistemler i¢in lineer kuadratik optimal
kontrol problemi, bilinmeyen anahtarlama parametreli ve sabit aralikta bilinmeyen
sinir degerlerine sahip integrale doniistiiriilerek, sonlu boyutlu optimizasyon prob-
lemine indirgenmistir. Bu problemin ¢oziimii icin Gradyan Projeksiyon Metodu
kullanilmig ve optimal anahtarlama ani1 (¢7), optimal yoriinge egrileri 2*(), optimal
kontrol fonksiyonu u*(¢) ve optimal maliyet degeri J* hesaplanarak ayr1 ayr grafik-
ler lizerinde gosterilmistir. Eger n sayida anahtarlama noktas iceren bir problem
olsaydi, bu durumda n+1 alt sisteme indirgenebilen durum denklemleri {izerinden

ayn1 metot kullanilarak benzer prosediir takip edilirdi.
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3. ORTA-ALAN STOKASTIK SISTEMLERIN
STOKASTIK OPTIMAL BILESIK KON-
TROLUNUN GENEL KARAKTERISTIGI VE
UYGULAMASI

Bu boliimde, sicrama-sistemli orta-alan stokastik diferansiyel denklemler
(MF-SDEJs) icin optimal stokastik bilesik kontroliin genel bir karakterizasyonu,
maksimum prensip yaklasimi ile karma konveks-spike perturbasyon yontemi uygu-
lanarak olusturulmaya caligilacaktir.  Stokastik diferansiyel denklemin (SDE)
yapisinda yer alan difiizyon katsayisi, siireklilige sahip bir kontrol degiskenine
baghdir ve ayrica kontroliin tanim kiimesinin konveks olmasi gerekmemektedir.
SDE’ nin katsayilar1 ve performans fonksiyoneli sadece durum (state) prosesine
degil, aym1 zamanda durum prosesinin beklenen degeri iizerinden marjinal kaideye
(marginal law) de baghdir. Bilesik orta-alan kontrol probleminde, durum proses-
leri i¢in iki sicrama sinifi; Poisson martingale Olciisiiniin neden oldugu erisilemez
sicramalar ve kontrol degiskeninin singiilerliginden kaynaklanan tahmin edilebilir

olanlar, tartisilacaktir.

Ulagilan teorik sonuglar1 bir uygulama iizerinde gostermek amaciyla,
Markowitz’ in ortalama-varyans portfolyd secim problemi miidahale konrolii ile

birlikte ele alinarak incelenecektir.

3.1 MF-SDEJs Kontrol Probleminin Formiilasyonu

Bu calismada ele alinan, Brown hareketi ve Poisson martingale ol¢iimleri
ile ifade edilen stokastik sicrama-sistemleri i¢in lineer olmayan orta-alan stokastik
diferansiyel denklemler ile idare olunan bilesik kontrol problemi asagidaki form-

dadir:
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[ daxcun(e) = f(t, Xun(t), E(X"(1)), u(t))dt

+o(t, XU(E), B(XU(1)), u(t))dB(t)

+ f® g(t, X“(t_),u(t), )N (dz, dt) + G(t)dn(t),
| x(0) = xo.

(3.1.1)

Burada, f, 0, g ve G (-) verilen deterministik fonksiyonlardir. B(-); standart Brown
hareketi olmak iizere, N (-, -); Poisson martingal 6l¢iimii, 7(-); kontrolun singiiler
bilesenidir. Kontrol degiskeni; siirekli stokastik kontrol u(-) ve singiiler kontrol

n(-)” min bilegsiminden olusur.

Beklenen maliyet (expected cost), [0,7] zaman aralifinda asagidaki gibi ifade
edilir:
0 o) = B [ et0, 0710, B0 ue)

+R(X(T), B(X“(T))) + M@@@ﬁm&
0]

Burada, ¢, h ve M(-) verilen doniigiimler ve f[O 7 M(t)dn(t) miidahale maliyeti
(intervention cost) olarak adlandirilir.

Kabul edilebilir (admissible) kontrol ¢ifti (u*(-), n*(-)),

Jo (Xo,u*(+),n*(+)) = inf Jo (Xo, u(+),n(: 3.1.3
o (Xo,u"(-),7°(-)) et o) o (Xo, u(-),n(+)) (3.1.3)

esitligini sagliyorsa optimaldir.

3.2 Kavramlar ve Tanimlar

e VAo, FC29

e o-cebri (field): F
)QeF
A Be F=B-AcF
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i) A € Fi=1,2,.. =S A eF
Olgiilebilir uzay: (2, F)

Olasilik uzay: (2, F,P)

P:F—0,1], (Q,F) iizerinde olasilik uzayi olabilmesi i¢in:
DP®) =0, PQ)=1

A eF, ANA4 =0, i#j

i) P(UZ, Ai) = 22, P(A;)

P— null kiimesi: A € F, P(A) =0.
(Q, F,P) Tam (Complete): P— null kiimesi A € F, Be€F, BCA

Olgiilebilir fonksiyon:

(Q, F) ve (', F') olgiilebilir uzaylar,
f:Q—Qise f, F/F'-olgiilebilirdir.
f7YF') C Fise f olgiilebilir fonksiyondur.

Borel o-cebri: B((2)

(2 nin tiim agik kiimelerini iceren en kii¢lik o-cebrine Borel o-cebri denir.

Rastgele Degisken (Random Variable):
X : Q — @ ise X’e F/F'-rastgele degiskeni denir.
o(X)=X"YF) Xile iiretilmis o-cebri.

Stokastik Proses:

Rastgele degigkenlerin toplami (collection) {X; : ¢ > 0} olarak ifade edilir.
(Q, F, P) olasilik uzay1, { X (¢),t € I} rastgele degiskenler ailesi,

X(t) : (2, F, P) — R™ stokastik prosestir.

Sample path : {X (t,w)} :t >0}, t = X(t,w), we Q.

Stokastik Siuireklilik:

s€ [0,T], €>0,

PmP{w €| X(t,w) — X(s,w)| >€e}=0
—s
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e Sagdan-Soldan Siireklilik (Allen E., 2007) :
Fir £ (Nyoy Fs t €10,
Fi- & U, Fsr t€[0,T]
Fv = Fyada F- = F

e Filtrasyon:
(Q, F) olgiilebilir uzay, F; C F
Fi, € Fi,, monoton, 0 <ty <ty <T

Bu tiir F; ailesine filtrasyon denir.
e Filtrelenmis Olgiilebilir Uzay: (2, F, {F;}i>0)
e Filtrelenmis Olasilik Uzay: (Q, F, {F; }+>0, P)

e Prosesin Olgiilebilirligi:
Eger (t,w) — X (t,w) doniisiimii (B0, 7| x F)/B(U)-6l¢timlii ise X(t) pros-

esi Ol¢iilebilirdir.

e Prosesin Uyarlanmis (Adapted) Olmasi:
Eger tim t € [0,7] i¢in w — X (¢, w) doniigimii F;/B(U)-6l¢timlii ise X(t)
prosesi {F; }1>o-uyarlanmug prosestir (Yong J. and Zhou X. Y., 1999).

3.2.1 Beklenen Deger (Expectation)

e X rastgele degiskeni (€2, F') iizerinde ve P olasilig1 ise F' lizerinde tanimli

olsun. X in beklenen degeri ya da ortalama degeri:

x = /X JdP(w / xfxdx.

(z )}xER

fx =~ \/—efvp{
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X rastgele degiskeninin varyansi:

ox =Var(X) = /OO (x — pX)? fxdz.

o0

Reel degerli bir g fonksiyonu i¢in g(X) in beklenen degeri:

maxnz/fguﬁﬂm

(o)

(Lineerlik) Eger X ve Y integrallenebilir, o ve (3 reel sabitler olmak iizere;

E(aX +8Y) =aE(X)+BE(Y).

Eger rastgele degisken X > 0 iken £#X = 0 durumu ancak ve ancak eger
P(X =0) = 1 ise miimkiindiir.

Y=y verildiginde, X in kosullu dagilim fonksiyonu:

Pz < X)Y =vy)

Pl X|Y =y) = ="pos

Y=y verildiginde, X in kosullu yogunluk fonksiyonu:

~ fl=zy)
fle]y) = )
fr(y) = ) f(z,y)dz,

_ v @ =20y 4y
floy) = 21 (1 — 02) ey

e Y=y verildiginde, X in kosullu beklenen degeri:

E(X|Y=y) = /mxﬂﬂyﬂm

—00

EX]Y) = g(Y).
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Eger G = {0, Q} trivial cebir ise E(X|G) = EX.
Eger X, G-ol¢iilii ise £(X|G) = X.

Eger X, G-olgiiliiise £(XY|G) = XE(Y|G).
Eger X ile G bagimsiz ise E(X|G) = E(X).

Eger G4 C Goise E(E(X | Go) | G1) = E(X | G1). Eger G, 6zel olarak
trivial cebir segilirse; E(E(X | G)) = E(X) olur.

Eger 0(X) ve G bagimsizise E(X|G) = EX.

Eger o(X) ve G bagimsiz, F ve G de ayrica bagimsiz olmak iizere ve o (F, G)

her ikisini igeren en kiiciik o-cebri ise E(X|o(F,G)) = E(X|F).

Kosullu olasilik P(A|G), G- dl¢iilii rastgele degiskendir ve indikator fonksiy-
onun kosullu beklenen degeri olarak tanimlanabilir (Mikosh T., 1998):
P(A|G) = E(14|G), P-ass.

Bir G o-cebri verildiginde, X in kosullu beklenen degeri, £(X|G) bir G-
ol¢iilii rastgele degigsken olmak iizere herhangi sinirl G-6lgiilii € igin:

E(EE(X|G)) = E(£X)

Fubini Teoremi: Integral ya da toplam sembolii ile beklenen degerin yer
degistirilebilecegini ifade eder: X(t) stokastik proses, 0 < ¢ < T (tim t
ler icin X(t) rastgele degisken) ve diizgiin 6rnek yol (regular samle path) ile

herhang bir t noktasindaki tiim w lar i¢in X(t) sol ve sag limitlere sahip ise:

/TE|X(t)|dt = E(/T|X(t)|dt).

0 0

Eger bu nicelik sonlu ise agagidaki esitlik gecerlidir (Evans L. C., 2014):
T
0

E(/OT X(t)dt) = / BE(X(t))dt.
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3.2.2 Brown Hareketi (Brownian Motion)

(Q, F,{Fi}+>0,P) Filtrelenmis Olasilik Uzay1 olsun, {F;}:>o-adapte, R"-
degerli B(t) prosesi B = (By,t € [0,00)) asagidaki ozellikleri sagliyorsa Brown

hareketi ya da Wiener proses olarak adlandirilir:

e (Bagimsiz Artislar-Independent Increments)
B, — Bstim 0 < s <t < oo i¢in Fy den bagimsizdir. Yani, B,, 0 < u < s

olmak iizere, o-cebri B(u) ile iiretilmistir, u < s.

e (Duragan Artimlar-Stationary Increments)

Bt_BS:Bt—S’ O§S<t<OO

e (Normal Artimlar-Normal Increments)
B; — By, ortalamasi 0 ve varyansi ¢ — s olan bir Normal Dagilima sahiptir.

B, — By =Normal(0,t — s), 0<s<t< o0.
e Eger By = 0 ise B standart Brown hareketidir.

e B(t), 0 < t < T sample paths (6rnek yollar) olmak iizere, t’ nin siirekli

fonksiyonlaridir. Hig bir aralikta monoton degildir ve hi¢ bir nokta i¢in difer-

ansiyellenemez:
B(t+h)— B(t
P(¥t > 0: limsup | (t+h) ()|:oo):1.
h—0 h

e Herhangi bir aralik igin sonsuz varyasyona (infinite variation) sahiptir:
V(B;[a,b _hmz B(t",)) = oo,
0p = max(tl —tl ), 1 < i<mn, || 0, ||— 0, as.
Hemen hemen tiim Brownian yollari tiim zaman araliklar1 i¢in sinirsiz (un-

bounded) varyasyona sahiptir.

e Brown hareketinin [0, t] araligindaki kuadratik varyasyonu t dir:

= hmz Bt ,))?* =t,

0p, = max(t} — tfﬁl) 1<i<n, ||d,]—0, as.

e Brown Hareketi icin [t6 formiilii:

FBW) = 1O+ [ FBENWBG) +5 [ 1
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e Geometrik Brown Hareketi:
X, stokastik prosesi asagidaki SDE’ yi saghiyorsa, bu denklemin ¢oziimii
Geometrik Brown Hareketi ya da Ustel Brown Hareketi olarak adlandirilir
(Oksendal B., 2014):
dX; = pXydt + 0 Xy dBy, X;(0) = X.
Xy = Xoexp[(p — é)t + o By.

15
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Sekil 3.1: Brown Hareketi Simiilasyonu

Sekil 3.2: Brown Hareketi ve Beklenen Degeri
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3.2.3 Poisson Prosesi

Bir adapted (uyarlanmig) proses N = {N;,t > 0} asagidaki ozellikleri

sagliyorsa Poisson proses olarak adlandirilir:

e N(0)=0.

N (t) bir sayma (counting) prosesidir.
Eger ilk iki olay t = 2 ve t = 3 te gergeklesiyorsa, N(2) = 1, N(3) = 2
olarak kaydedilir. ¢t € (2,3) i¢in N(t) = 1 ve t < 2 i¢in N(t) = 0 yazilir.

Boylece, Ny — Ny artimu (s, t] araligindaki olaylarin sayisini ifade eder.

N (t) her bir ¢ igin negatif olmayan bir tam sayidir ve azalmayan (nondecreas-

ing) prosestir.

(Bagimsiz Artiglar-Independent Increments)
N; — N tim 0 < s <t < oo icin F§ den bagimsizdir.
Eger (s1,t1] N (s2,ta] = Qise N(¢t;) — N(s1) ve N(tz) — N(s9) birbirinden

bagimsizdir.

e (Duragan Artimlar-Stationary Increments)

Nt_NSZNt—S’ O§S<t<oo

e Poisson proses ile Poisson Dagilimi arasindaki iligki:

—At PVAK
P[N; =n| = Poisson(\t) = #, n=0,1,2, ..
n!
E(Ny) = M,
Var(N;) = At
e N(t) olasilik anlaminda siireklidir.
P[IN; — Ng| >¢] = P[N;_s>¢|]=1—P[N;_5 =0

= 1—¢eM"9) 50, st
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e (Rastele Olgiim-Random Measure)
(Q, F') olgiilebilir uzay ve (2, F, P) olasilik uzay1 olsun. (€2, F') iizerinde bir
rastgele ol¢iim M, (M (B), B € F) olacak sekilde rastgele degiskenlerin bir

toplamu (collection) dir ve asagidaki 6zellikleri saglar:

1. M(0) =0,

2. F deki karsilikli ayrik kiimelerin herhangi bir dizisi (A,,n € N) olmak

uzere,
M( U A,) = Z M(A,) as.,
neN neN

3. F deki her bir ayrik aile (B4i,...,B,) icin rastgele degiskenler
M (By), ..., M(B,,) bagimsizdir.

e (Poisson Rastgele Olgiimii-Poisson Random Measure)
Eger her bir M ( B) rastgele degiskeninin M (B) < oo olacak sekilde bir Pois-
son Dagilimi var ise Poisson rastgele dlctimii elde edilir. Asagidaki 6zellikleri

saglar (Protter P. E., 2005):

1. Herbirt > 0, w € Qigin N(¢,.)(w) prosesi B(R? — {0}) lizerinde bir

sayma prosesidir.

2. Alttan sinirh her bir A kiimesi i¢in (N (¢, A),t > 0)) prosesi (A) =
E(N(I, A)) yogunluklu (intensity ) bir poisson prosestir.

3. (N(t,A),t > 0) bir martingal-degerli 6l¢iimdiir ve asagidaki esitlik
gecerlidir:
N(t, A) = N(t, A) — tu(A).

Ayrica, birgok durumda, (2, F') iizerinde tim A € F ler icin A\(A) =
E(M(A)) olacak sekilde bir A, o-sonlu dl¢iimii vardir.

e (Poisson Integrali)
Bir f fonksiyonu, B¢ den R¢ ye tanimli Borel 6l¢iimlii bir fonksiyon olsun. A
alttan sinirli bir kiime olmak tizere her bir ¢ > 0, w € €2 i¢in f nin Poisson

integrali bir rastgele sonlu toplam sekilde agagidaki gibi ifade edilir:

/Af(x)N(t, dr)(w) =) fl@)(N(t, {z})(w)

T€EA
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Burada, her bir / f(x)N(t,dr), R-degerli rastgele degiskendir ve ¢
degistikce cadlag stokastik prosesine doniisiir.
Ayrica, (N(t,{z}) # 0 < AX(s) = z oldugundan en az bir 0 < s < ¢

aralif1 icin asagidaki ifade yazilabilir:

/A F@NEd) @) = 3 FAX()xalAX(s).

0<s<t

Bu durumda, ( / f(z)N(t,dz), t > 0) bir compound poisson prosesidir ve
A

her bir f € L'(A, u(A), t > 0) i¢in compensated poisson integrali asagidaki

gibi tammmlanir (Applebaum D., 2009):

/f N(t,dz) /f tdx)—t/Af(x),u(dx).

0 Ty s Ts Ty -+  time(t)
Second Arriva Fe rth Arrival
N(t)

4 @

3 o0

2 o

1 o
T R ) d

Sekil 3.3: Sayma prosesindeki ornek yol (sample path)

Poisson Process

Sekil 3.4: Poisson Prosesi
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1 : Homojen F;-Poisson nokta prosesi.

N(dz,dt) : 0’ ye bagh rastgele sayma Slgiimii. N € (© x R,), © C R,
B(©)

m(dz) : w’niin yerel karakteristik ol¢imii. (©,B(©)) iizerinde o-sonlu

ol¢iimii olmak tizere, m( ©) < +oo.

LZ2([0,T];R) : {f(-), [0,T] iizerinde F;— adapte reel degerli dlgiilebilir
proses olmak iizere, F fOT |f())Pdt < oo}

MZ([0,T};R) : {f(,-), ([0,T] x ©) iizerinde F,— adapte reel degerli
olgiilebilir proses olmak izere, EfOT Jo If(t, z)]Pm(dz)dt < oo}

N(-,-) : Poisson martingal dl¢iimii ve N € (B(©) x B(R,)) yerel karakter-

istikleri m(dz)dt olmak tizere, N (dz,dt) = N(dz,dt) — m(dz)dt.
I, : Indikator fonksiyonu.

Xun(t_)= lim X""(s),t € [0,T].

s—t,s<t

(Ft)ieporr) (ft(W’N))te[o,T} natiirel filtrasyonunun P—artimu,

FWN = o{W(s):0<s<t}
v a{/ /N(dz,dr):ogsgt,UGB(@)}\/}"O,
0 U

Fo: P— null kiimelerinin toplami.
Fi1V Fy o Fi U Fy. ile iiretilmis o-cebri.
A; : R nin bostan farkli bir alt kiimesi, A, : R™.

(u(+),n(+)) : Kabul edilebilir (admissible) kontrol ¢ifti, A; x Ay,—degerli,

F}V — adapte prosesleridir.
Ay x Ay([0, 7)) : Kabul edilebilir (admissible) kontroller kiimesi.

n(-) : Smrh varyasyonun stokastik prosesi; azalmayan, sagdan siirekli ve
soldan limitlidir. Miidahale kontrolii (intervention control) olarak adlandirilir.

Ayrica, n(t-) = lim 1t77(5), t>0.

s—t,s<
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o Elsup |u(t)]* +[n(T)*] < 0.
te[0,7

3.3 Onsel Degerlendirmeler ve Hipotezler

e Singiiler kontrol 7)(-)’ nin herhangi ¢; anindaki sigramalar:

An(t;) = n(t;) —n(t;-).

e Singiiler kontrolun siirekli parcasi:

nO®) =nt)— > An(t).

0<t;<t
e Herhangi ¢ sigcrama aninda, 7(-) singiiler kontrolii ile elde edilen sigramalar
arasindaki fark: A, X*"(t) = G(t)An(t) = G(t)(n(t) — n(t-)).

e N(z,t) Poisson martingal 6l¢iimii ile elde edilen X" (¢) sicramalart:

AnX"(t) = / gt XP(1_), u(t_), )N (dz, {t})

g (t, X""(t_),u(t),z), n’ mntdezsigramasi var ise

0, diger durumda

o N (dz,{t}) : t aninda Poisson rastgele dl¢iimiinde olugan sigrama.

e Herhangi bir t sicrama aninda durum (state) prosesinin genel sicramas:

AXUI(E) = XUI(E) = X"0(E-) = Ay X"7(E) + AxX"(8).

Kolaylik olmasi acisindan, bu boliimdeki notasyonlar asagidaki gibi gosterilmistir:

¢ = f,0,{ : olmak iizere;

pelt) = 9201, X (1), BOX (1), (1),

(
dp(t) = p(t, X*(t), E(X"(1)),u(t)) — @(t, X*(t), E(X*(t)), u*(1)),
9z (t7 Z) = Oz (t,ZL’(t_>, u(t>7 Z) )
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Jzx (ta Z) = Yax (tv ZE(t_), U(t), Z) )

pelt) = T X0, BX (1), (1),
Wiloy) = 5ot X0, BOC (), ()5
Wenlg.y) = g0enlts X°(0), (1), 27

Ayrica, asagidaki ifadeler kullanilmustir:

SH(t) = U (t)df(t)+ K*(t)do(t) + /@59 (t,2) " (t, z)m(dz) — §(t),

Hy(t) = fo(t) V() + 0z (t) K*(t)Jr/egx (t,2)7*(t, z)m(dz) — L (1),

Hoalt) = fur (8) UH(1) + 000 () K*(8) + / gus (£, 2) 7" (b 2)mi(dz) — G (1)
e
Ileride ifade edilecek teorem ve lemmalarda kullanilmak iizere asagidaki hipotezler

verilmistir:

Hipotez (H1) Degiskenleri (z,y)’ ye gore iki kez siirekli diferansiyellenebilen
fonksiyonlar ve y = E(x);

f @ [0,T] xR xR xA— R,
o [0,T]xRxRxA— R,
¢ [0,T]xRxRxA; — R,
h : RxR—=R,

olmak iizere, bu fonksiyonlarin (x,y)” ye gore ikinci-mertebeye kadar tiirevleri

(z,y, )’ da siirekli ve sinirlidir.
Hipotez (H2) Degiskeni 2’ e gore iki kez siirekli diferansiyellenebilen fonksiyon;

g:[0,T] x RxA;xO — R
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olmak iizere, bu fonksiyon i¢in g, siireklidir ve sup |g. (¢, z)| < 400 dur. Ayrica,
z€O

sup |g(t, z,u, 2) — g(t, o', u, 2)| + sup |g. (¢, z,u, 2) — g.(t, 2", u, 2)| < Clz — 2/,
z€O z€O
(3.3.1)

sup |g (¢, x,u, 2)] < C(1+ |z]), (3.3.2)
z€0

esitliklerini saglayan ve C' > 0 olacak sekilde, bir C' sabiti vardir.
Hipotez (H3) Siirekli ve sinirli fonksiyonlar;
G():[0,T] =R ve M(-):[0,T] - R"

olmak iizere, (H1)-(H3) hipotezleri altinda (3.1.1) denkleminin tek ¢6ziimii z*" (-)

asagidaki gibi verilir:

X%N(t) = Xo—i-/o f(s, X" (s), E(X™"(s)), u(s))ds
+ /OU(S,X"’"(s),E(X“’”(s)),u(s))dB(s)

1 /Ot/eg(s,X“’”(s_),u(s),z)N(dz,ds)+/ G(s)dn(s).

[0,¢]

Burada, F | sup |[X™“"(¢)["| < C, olacak sekilde, C,, sadece n’ ye bagh bir sabit-
t€[0,T]

tir ve J(Xo, -, -) fonksiyoneli iyi tanimlidur.

3.4 Ek Denklemler

Bu boliimde ele alinan orta-alan kontrol problemi icin stokastik maksimum
prensibinin ispatinda kullanilacak ek denklemler (adjoint equations) iiretilecektir.

Singiiler kontrolden bagimsiz ek denklemler asagidaki gibidir:
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(1) Birinci mertebeden ek denklem:

([ QU(t) = — {1, (1) () + E (f,(1)¥(1))
+ 0. () K () + E (0,(0)K (1)) + £, () + E (£,(t))
+ Jo 92 (£, 2) (L, 2)m(dz) } dt + K(t)dB(t) (3.4.1)

+ f@ y(t, z)N(dt,dz)

(2) Ikinci mertebeden ek denklem: Klasik lineer geri-SDEJs (Hafayed et al., 2013;
Tang et al., 1994)

[ dQ(t) = — {2/, (1) Q1) + 0 (1) Q(t) + 20, (1) R(1)

+ fo (L, 2) + Q1) (gs (£ 2))* m(d2)
S +2 f® W(t, 2)gs (t, 2) m(dz) (3.4.2)
+ Hyo(t)}dt + R(t)dB(t) + [y (t, 2)N(dz, dt)

Q(T') = —hae (x(T), E((T))) -

\

(H1) ve (H2) kosullar altinda, birinci mertebeden ek denklem (3.4.1)’ in bir ve

yalniz bir F;—adapte ¢oziim cifti;
(U(). K ().7(+) € Lx([0.T); R) x L3 (0, T): ) x M3 (0.T]:R), (343)

ve ikinci mertebeden ek denklem (3.4.2)’ nin bir ve yalmz bir F;—adapte ¢coziim

cifti;
(Q()u R(>’¢<7 )) < IL‘.QF([OvT} ;R) X L.2F ([07T] ;R) X M%—' ([O’T] ;R)7 (3.4.4)

belirtilen kiimeler iizerinde ifade edilebilir (Buckdahn et al., 2011; Hafayed et al.,
2013).
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Orta-alan stokastik kontrol problemi (3.1.1)-(3.1.2) icin klasik Hamilton den-

klemi agagidaki gibi tanimlanir:

H(t, X, Y, u,¥(t), K(t),~v(t, 2))
2V f(t,X,Y,u)+ K)o (t,X,Y,u) (3.4.5)

+ ot 2)g (8, X (1), u(t), z) m(dz) — € (t, X, Y, u).

Burada, (¢, X,u) € [0, 7] x R x Ay ve (U(t), K(t),7(t,2)) € R x R x R dir.

3.5 Teorem ve Lemmalar

Bu alt boliimde, sicramali-sistemlerde (MF-SDEJs) optimal siirekli-singtiler
kontrol i¢in, orta-alan tipinde gereklilik kosullar1 belirlenecektir. Elde edilen
kosullarin ispatinda kontroliin siirekli pargasi i¢in spike varyasyon metodu, singiiler
parcasi i¢in ise konveks pertiirbasyon metodu kullanilacaktir. Asagidaki teorem bu

boliimiin ana katkisini olusturmaktadir.

Teorem 3.5.1. Verilen (HI1), (H2) ve (H3) hipotezleri saglansin. Ayrica, iki
Fi— adapte proses tigliisii (V*(-), K* (), v*(+,-)) ve (Q*(), B*(-), ¥* (-, ")) swrasiyla
(3.4.1) ve (3.4.2) ek denklemlerini saglasin. Tiim (u,n) € Ay X Ay icin

(

H(t, X(t), E(X™(t)), u, O (t), K*(t),7"(t, )
—H(t, X*(t), BE(X*(t)), u (), ¥"(t), K*(t),7"(t, 2))

+3lo (8, X (t), BE(X*(8),u) — o (£, X*(t), B(X*(t)),u* (1)) ]?Q*(t)

+3 Jolg (8 X*(t),u, 2) — g (. X*(t),u* (1), 2))* x (Q*(t) + ¥*(t, 2)) m(dz)
<0, P-as., ae, te€0,7T]

\

ve

E /[ M)+ GOW @) () < B / (M(t) + Gt U (1) (1),

(0,77
(3.5.1)

esitsizlikleri vardur.
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ispat. Ele alinan (3.1.1)-(3.1.2) orta-alan kontrol probleminde, kontroliin tanim
kiimesinin konveks olmas1 gerekmedigi icin, maksimum prensibi genel formuyla
ifade edilmelidir. Kontrol probleminin optimal ¢6ziimii (u*(-),n*(-), X*(-)) olsun.
Daha acik olarak, (u*(+),n*(+)) ¢ifti optimal kontrol ve (u(-),n(-)) ikilisi A; x Ay
kiimesinde degerli F;—0l¢iimlii rastgele degiskenin keyfi bir elemant olmak iizere,

kabul edilebilir (admissible) kontrol asagidaki gibi tanimlanir:

(w,n"(t) +e(n(t) —n*(1)) : s St <s+e,
(w (1), 7" (1)) = (3.5.2)
(u*(t),n*(t) + € (n(t) —n*(t))) : diger durumda,

Burada, ¢ yeteri kadar kiiciik pozitif bir reel say1 ve s € [0,7] dir. Boylece,
asagidaki esitsizlik dikkate alindiginda (3.5.1) ve (3.5.1) nin farkl1 varyasyonel den-

klemleri elde edilir.

Jo (Xo, w*(+),n"(+)) < Jo (Xo,u(+),n°(+)) - (3.5.3)

Ayrica,

Jio= Jo(Xo,u (-),n°(+)) — Jo (Xo,u(-),n"(+)) ,
Jr = Jo(Xo,u (-),n" () = Jo (Xo,u"(-),n"(+)),

olmak iizere, orta-alan tipindeki kontrol probleminin yeni varyasyonel denklemleri

asagidaki gibi ifade edilir:
Birinci mertebeden varyasyonel denklem:
25(t) =¥ (t) ve D, = [s, s + €]

dzi(t) = {fo(O)21(t) + [, (D E (21(1)) + £ () Ip.(8)} dt

+{o2(0)21(t) + 0y () E (21(1)) + oo (t)Ip. (1) } dB(t)

+ fo {ge (t-, 2) a5(t) + dg(t—, 2)Ip_(t)} N (dz,dt) (3.5.4)
+ G(t)d(n® —n*)(1),
25(0) = 0.

\
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Ikinci mertebeden varyasyonel denklem:
[ das(t) = {£2(O)5(0) + £,() (@5(8)) + Wi f.2%) + 0L (8) o, (1) ot
+ {02 (t)a5(t) + 0y (1) E (25(1)) + Wi(o, 27) + d0u() I, (t) }dB(t)

+ Jolga (1=, 2) 25(t) + Wi o(g, 1) + 0ga(t—, 2) Ip. () }N (dz, dt)

25(0) = 0.

\

(3.5.5)
Burada, J, = Jy(Xo,u(-),n*(-)) — Jo (Xo,u*(-),n*(-)) singiiler bilesenden
bagimsiz oldugu icin teorem (3.5.1) in ispati (Hafayed and Abbas, 2013)-Theorem
3.1 dekine benzer olarak yapilir. 0J

Teoremin ikinci varyasyonel esitsizligini (3.5.1) ispatlayabilmek icin asagidaki lem-

malar kullanilacaktir:

Lemma 3.5.1 Orta-alan (3.5.4) denkleminin (u(-),n*(-)) ikilisine karsilik gelen

£ %
coziimii 7 " (-) olsun. Buna gore;

i | [FT X0 ] o
yaklasimi saglanir.
Ispat. ¢ € [0, 7] olsun,
BE(t) = é (X5 (t) — X*(t)] — 217" (t), olmak iizere; (3.5.6)
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Taylor formiilii kullanilarak,

XU (#) — X*(#)

= [ [ X6 e+t ), B
(B () + 2 (1)), () (B () + 22 (r))ddr

v / 1y X)) 2 (), B ()

FA(BE() + 23 (1)), () BUFE() + 27 (1) dAdr
//wx )4 (B () + 2l (1), E(X(r)
() + 2 (1)), () (B () + 2 (r))dAdr
//ayrx* ) + X (r) + 2™ (1), B(X"(r)
FA(BE() + 237 (1)), u () BUFE() + 27 (1) dAdr
///gxrx )+ Ae(BE(r) + 24T (1), E(X*(r)
FA(BE() + 235 (1)), 05, 2)(B°(r) + 2 () ddom(d2)er,

elde edilir. Ustteki denklem ve (3.5.6) g6z oOniinde tutuldugunda, (5°(t) singiiler

bilesenden bagimsiz olugundan, (Li, 2012)’ de gelistirilen metot kullanilarak

ispatin geri kalan kismi tamamlanr. U

Lemma 3.5.2 Orta-alan (3.5.4) denkleminin (u°(-),n*(-)) ikilisine karsilik

gelen ¢oziimii x5 (t) olsun. Buna gore;
0 < Efhe(X™(T), E(X™(T)))21(t) + hy(X™(T), E(X™(T))) E(21(2))]
+ B [ 16 X0 BT, ()i

+ 4,6 X7, E(XT(@), w () E(z(1))]dE + E o M(t)d (n—n*) (t)

esitsizligi vardir.

ispat. Jl = Jo (Xo,u5(~), T]E()) - J() (Xo, U,a(),’f]*()) olsun.
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Basit hesaplamalarla, asagidaki esitlik yazilabilir:

[J(Xo,u (), (1)) = J(Xo, u?(-), n7 ()]

= ZEB[[h(X“7(T), E(X""(T)))

™
M=M=

— B (D), X (1)

+ éE /0 [0t X (8), B(X™ (1)), u (1))
O, X (), B(XC (1)), ul (1)) dt

+ e [ m@arr -,

€ Jor)
“(t) —n*(t
Tylor formiilii kullanilir ve () = n"(t) = (n(t) — n*(t)) oldugu dikkate alinirsa,
€
Herhangi 7(-) € A, ([0, T7]) i¢in

i

3

/hx(X“ M) + Ae(VE(T) + 25(T)), E[ X" (T)

Ae(YH(T) + 21(T))]) (v°(T) + 21(T)) dA

/hy(X (T) + Xe(y*(T) + 25(T)), B[ X" (T)

V(T) + 21(T)NE (v (T) + 21(T)) dA

// (t, X () + Ae(°(t) + 25 (1)), BIX" (1)
t) + 21(1))]) (v (1) + #1(t)) dAdt

/ /5 (t, X7 (8) + Ae (v (t) + 25 (1)), BIX"T (1)
)+ 21 (0))E( (1) + 21(1))

2 M(t)d(n —n")(t)

[0,7]

+ + 4+ + o+ + o+ o+

esitligi elde edilir.
Sonug olarak, hg, hy, {, ve {, tiirevleri sinirli oldugundan ayrica, Lemma 3.5.1 goz

ontinde tutularak e sifira gittiginde Lemma 3.5.2 ispatlanmisg olur. U

Ispat.  Ustte yer alan lemmalar 1s18inda, Teorem 3.5.1 de ifade edilen (3.5.1)
in ispati i¢cin Lemma 3.5.2 den elde edilen sonu¢ ve (Hafayed and Abbas, 2014)

te gelistirilen arglimanlara benzer uygulamalar kullanilarak asagidaki esitsizlige
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ulagilir:

J
lim =+ :E/ (M) +G)T*(t)d(n—n")(t) >0
e—0 € [O,T}
Boylelikle ispat tamamlanmuis olur. U

3.6 Uygulama: Markowitz Ortalama-Varyans Problemi

Bu alt boliimde, Markowitz’ in ortalama-varyans portfolyd se¢im problem-
ine, elde edilen genel maksimum prensibi uygulanacak ve optimal portfolyd secim
stratejisi geri bildirim formunda agik ifadesiyle gosterilecektir. Degerleri stokastik
prosesler olan bono ve hisse senetlerinden olusmus sanal bir menkul kiymetler mar-
keti oldugu farzedilsin. Bu stokastik prosesler, S; : i = 0, 1 olmak tizere ¢t € [0, 7

icin asagidaki denklemlerle ifade edilir:

(S0 (£) = So (8) po()dt, S0 (0) > 0,

dS; (t) =Sy (t) pa (t)dt + o4Sy (t) dB(t) (3.6.1)

| 481 () fo A (2) N (d2,dt), S (0) > 0.

Burada; p(t), hisse senedinin deger artig1 prosesi, p(t) faiz orani prosesi, o; ve
A; (z) sinirht deterministik fonksiyonlar ve py(t) # 0, oy # 0, pui(t) > po(t) dir.
S1 (t) > 0 kosulunu saglamak i¢in herhangi z € O ve ¢ yerel simirli fonksiyonu ¢ —
Jo A7 () m(dz) olmak iizere, A; (z) > —1 oldugu farzedilsin. Ayrica, u(t) hisse
senedine yatirilan miktardir. Bu tanimlamalar altinda, varlik dinamikleri asagidaki
gibi ifade edilir:

(

AX(t) = [po(0)X1(8) + (u2(t) — rot))u(t)]

. + owu(t)dB(t) + [o A (2) u(t)N (dz,dt) + G(t)dn(t),  (3.6.2)

Xun(0) = X

\

Ustteki (3.6.2) denklemiyle verilen X®“"(-) varlik prosesi karesi integrallenebilir

ise (u(+),n()) kontrol degiskeni “tame” olarak adlandirtlir. Burada, A; x Ay’ de
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degerli A; x.As ([0,7]) kiimesi kabul edilebilir (admissible) portfolyo kiimesidir.
Sistem (3.6.2)’ in kontrol edildigi cost (maliyet) fonksiyoneli agagidaki gibidir:

Jo(Xo,u().n() = E [(X*(T) = BTN + fo. 0 M(B)n(). (3:63)

Burada, M(+) fonksiyonu singiiler kontrol 7)(-)” nin maliyet orani olarak yorumlan-
abilir. Kabul edilebilir portfoly6 (u*(-),n*(-)) ikilisi maliyet fonksiyonelini (3.6.3)

minimize edecek kontrol degiskenidir.
Hamilton H fonksiyoneli asagidaki gibi verilir:

H(t, X, E(X), u(t), U(t), K(t), v(e)) = = (£)po(t) X ()

-w@wwmwwwmm+K@m+éww&umwm.

Bu denklem u(-)” ya gore lineer oldugu i¢in supremum u*(¢) de asagidaki esitlikle

elde edilir:

() (g (t) + po(t)) + K*(t)or + / Y (2) Ai (2) m(dz) = 0. (3.6.4)
e
Birinci mertebeden ek denklem (3.4.1), u*(t) goz Oniine alindiginda;

dU*(t) = —po(t) V™ (t)dt + K*(t)dB(t) + [ 7 (z)N(dt,dz)

(3.6.5)
UH(T) =2(X*(T) — E(X*(T)),
ve ikinci mertebeden ek denklem (3.4.2), benzer bicimde;
dQ*(t) = —2p0(t)Q*(t)dt + R*(t)dB(t) + [o i (2)N(dz, dt) (366

Q"(T) =2,

esitliklerine doniisiir.
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Ustteki klasik geri-SDE (3.6.6)’ in tek ¢oziimii:

Q*(t) = Zexp[Q/t po(r)dr],
R*(t) = 0,Vtel0,T],
Pi(z) = 0,VzeO.

Yukaridaki (3.6.5) denkleminin ¢oziilebilmesi ve optimal portfolyo stratejisinin

(u*(-),&*(+)) bulunabilmesi icin U*(-) asagidaki formda yazilabilir:
(1) = i (t) X (1) + 2(t) E (X7(1)) + ps(t). (3.6.7)

Burada, ¢1(-),2() ve ¢3(-) deterministik fonksiyonlardir. SDE-(3.6.2) g6z

oniinde tutularak, Itd formulii (3.6.7)’ e uygulanirsa asagidaki denklemlere ulagilir:

—po(H) 0 (t) = X*(#)@1(t) + pu(t) [po(H) X () + (pa(t) — po(t))u" ()]

+a(t) [0 () E(X™ (1)) + (pa (t) — po(8))u” ()] + @2(t) E (X*(2)) + (1),

(3.6.8)
K*(t) = @1 (t)ou*(t),
(3.6.9)
7 (2) = pa(t)ur(t) A (2)
ve
e1(T) =2, ¢a(T) =-2, @3(T)=0. (3.6.10)

(3.6.9) ve (3.6.10) denklemleri (3.6.4) ile birlestirilirse, asagidaki kontrol bileseni

bulunur:
W (E) — —(pa(t) — po(?)) P (?)
= SO [0 + Jo 42 () m(@)] Gety
Maliyet oran1 M (t);
M(t) = /6 A? (2) m(dz) + o7, (3.6.12)

olarak ifade edilebilir. Daha sonra, (3.6.4) esitligi (3.6.11) ve (3.6.12) ile birlikte
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kullanilarak asagidaki ifadelere ulagilir:

ps(t) =0, t€l0,T7],
ut(t) = (po(t) — (1) (M(8)r(t) ™ X (21(1) X" (1) + @2(1) B (X*(1)))
= {(po(t) — pu (1)) (M(2)) ™"} X*(2)

+ {(o(t) = 11 (8)) (M) a(t) (21(£) '} B (X7(1)) -
(3.6.13)

Ustteki (3.6.8) ile (3.6.7) denklemlerinin birlestirilmesiyle,

u* (1) (p1(t) + @2(t)) (o(t) — pa(t)) = [2po(t)pr(t) + o2(H)] X ()

+ [2p0(t) 2 (t) + 2 ()] E(X*(t)).

(3.6.14)

esitligi elde edilir.

Boylece, (3.6.13) ve (3.6.14) denlemleri arasinda X*(t) ve E (X*(t)) iceren

terimlerin kargilastirilmasiyla, asagidaki iki adi diferansiyel denklem elde edilir:

[(1o(t) = pr(8))? (M ()™ = 200(t)] 1(t) (po(t) — pa(£)* (M(£)) ™" ga(t) = 41 (t),

(ia(t) = a0 ()™ = 200 (0 ot) — s O (010 20 — (),
(3.6.15)

©1(t) ve po(t) fonksiyonlarinin agik ¢oziimlerinin elde edilmesi i¢in; (7)) =
2, ¢o(T) = —2 verileri altinda (3.6.10), (3.6.15) deki ilk denklem ¢4 (¢) ile, ikinci

denklem ¢, (t) ile boliiniirse:

p1(t) = 2exp | [ pols)ds] , 1(T) =2
(3.6.16)
pa(t) = —2exp [ [ mols)ds| (D) = —2,

katsay1 fonksiyonlar1 bulunur. Bu fonksiyonlar yoluyla w*(t) asagidaki forma in-

dirgenir:

(1) = [(ro(t) — () (M(8) 7] X ()~ [(ro(t) — (1)) (M(8))™'] B (X*(1)) -
(3.6.17)
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Birinci mertebeden ek prosesler;

U(t) = e () X7(1) + 2(t) E (X*(1)),
K*(t) = owpr(t)ur(t),

11 (2) = e () A (2),
ve ikinci mertebeden ek prosesler;
Q*(t) = 2exp[2 ftT po(r)dr],
R*(t) =0,
¥i(2) =0,

olmak iizere, bu prosesler ek denklem (3.4.1)’ i saglarlar.

n(-) € As ([0, T]) olsun, bu durumda asagidaki kosullu durumlar yazilabilir:

" 0, eger t € {(w,t) € QA x[0,T]}: M(t)+ G(t)¥*(t) >0,
dn(t) =
dn*(t), eger t € {(w,t) € Qx[0,T]}: M(t)+ G(t)¥*(t) <O0.
(3.6.18)

Basit hesaplamalarla, asagidaki iligkiler kolaylikla goriilebilir:

0<E /[ M)+ GO =) 0

-5 / (M(t) + G()W* (1)) di(t) — E / (M(t) + GtV (1) )" (1)
(0,7 [0,T7]

B E/[ ](M@ +GOV()) X Lwneaxorimuranenzopd (=n7) ()
0,7
= —E/ (M(t) + G()T*(t)) X LfwpeaxormMe+cew @ =o0ydn*(t),
(0,71
Bu su anlama gelir; n*(¢) herhangi ¢ € [0, T i¢in agagidaki esitligi saglar:
E/[ ](M (t) + G)U*(1)) X Lfw.yeax(o.r):m)+cww-r=0pdn”(t) = 0.
0,7

(3.6.19)
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Sonug olarak, (3.6.18) ve (3.6.19) birlikte degerlendirilirse, singiiler kontrol bileseni

asagidaki formda olur:

t
() = / I{(w,5)e0x [0, M(5)+G(s)w* ()20} (W, 8)ds + (),
0

t
= / [{(w,s)EQX[O,T}:M(s)+G(s)\I/*(s)<U} (wa S)dS + n(t)
0
(3.6.20)

3.7 Sonuclar

Bu boliimde, orta-alan sigrama difiizyonlari icin optimal siirekli-singiiler kon-
troliin genel gereklilik kosullar elde edildi. Bilesik kontrol probleminin ¢oziimiinde
karma konveks-spike perturbasyon metodu kullanildi ve ulagilan teorik sonuclar

Markowitz’ in ortalama-varyans portfolyo se¢cim problemine uygulandi.

Ele alinan (3.1.1)-(3.1.2) probleminde G(-) = M(:) = 0 kabul edilirse;
(bagimsiz singiiler kontrol icermeyen durum), Teorem 3.1 (Hafayed and Abbas,
2013)’ te ifade edilen maksimum prensibine doniigiir . Eger ¢ = 0 kabul edilirse,
(Poisson sigramalar1 icermeyen durum) bu durumda Teorem 3.1 (Hafayed and Ab-

bas 2014)’ te ifade edilen Teorem 6.1 ’e indirgenir.

Uzerinde caligilan kontrol problemi, orta-alan sicrama sistemleri icin
siirekli-singiiler optimal kontrol problemi olarak; katsayilart G(-) ve M(+)
olan singiiler parcalar i¢in durum ve siirekli kontrol proseslerini iceren
oy G, X00(8), ult))dn(t) ve [ M(t, X*"(¢), u(t)))dn(t) terimlerine sahip,

yeni bir kontrol problemi altinda incelenebilir.
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4. ORTOGONAL TEUGELS MARTINGALLERE
DAYALI ORTA-ALAN LEVY-ILERIi-GERi
SISTEMIN STOKASTIK SINGULER KON-
TROLU ICIN VARYASYONEL PRENSIBI VE
UYGULAMASI

Kismi enformasyon veya tamamlanmamis enformasyon, kontrolor i¢in mev-
cut bilginin muhtemelen tiim enformasyondan daha az oldugu anlamina gelir. Yani
herhangi kabul edilebilir kontrol (F;);>0’ nin bir alt filtrasyonu olan (G;);>0" ye
adaptedir. Potansiyel uygulamalari olan bu tiir problemler, matematiksel finans ve
matematik ekonomisinde dogal olarak ortaya ¢ikar. Ciinkii gercek yasam uygula-

malarinda tam enformasyona sahip kabul edilebilir kontrol bulmak oldukca zordur.

Bu boliimde, orta-alan ileri-geri stokastik diferansiyel denklemler (MF-
FBSDE:s) i¢cin maksimum prensip formundaki optimalligin gereklilik ve yeterlilik
kosullar1 kismi enformasyon altinda, konveks varyasyon metodu ve dualite teknigi
kullanilarak belirlenecektir. Ulasilan teorik sonuglar, bir Lévy prosesi olan Gama
prosesine bagl ve Teugels martingalleri ile ifade edilen ortalama-varyans portfolyo

secim problemine uygulanacaktir.

4.1 MF-FBSDEs Kontrol Probleminin Formiilasyonu

Bu calismada ele alinan, Teugels martingaller tarafindan yonlendirilen tiim
mertebelerin momentlerini iceren bazi Lévy prosesleri ile baglantili orta-alan ileri-
geri stokastik diferansiyel denklemleri (FBSDESs) icin orta-alan tipi kismi enfor-

masyon stokastik singiiler optimal kontrol problemi bagimsiz Brown hareketi ile
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birlikte asagidaki formda ifade edilir:

[ dame(t) = b(t, 29€(8), B S(1)), u(t))dt

+ Z ol (t, x5 (), E(x"5(t)))dW (t)

+ Z g (t e (), B(a (), u(t))dH (1) + C(t)dE(t)

dy™*(t) = —f(t, 25 (1), E(x“()), y“ (1), E(y"(1)), 2(t), E(2"4(t))

LU0, B(q (1)) u())dt + Y 259 (1)dW (¢)

J=1

+ Z g9 (t)dH (t) — D(t)de(t)

24(0) = @0, y**(T) = h(z"*(T), E(z*(T)))-

\

4.1.1)

Burada, W (-) standart d-boyutlu Brown hareketi, H () = (H(t));>1 tiim merte-
belerin momentlerini igeren baz1 Lévy prosesleri ile baglantili ortonormal Teugels
martingalleri ve b, f, 0, g, C ve D birer doniisiimdiir. Teugels martingaller, karesi in-
tegrallenebilir martingallerin Hilbert uzayini iireten, tiim mertebelerin momentlerini

iceren Lévy proseslerinin natiirel filtrasyonuna sahip martingallerdir.

Lévy proseslerine bagh orta-alan FBSDEs’ ler (4.1.1) ile finansal optimiza-
syon problemlerinin olasilik analizinde karsilasilmaktadir. Ayrica, ustte ifade olu-
nan matematiksel orta-alan yaklagimlar1 ekonominin, finansin, fizigin, kimyanin ve

oyun teorisinin farkli alanlarinda 6nemli bir role sahiptir.

Beklenen maliyet fonksiyoneli (expected cost) [0,77] araliginda asagidaki gibi
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tanimlanir:

S (u(-):€())
=F {foT 0t 225 (t), E(x5(t)), y™<(t), E(y™S(t)), 225 (t)

L E(245(1)), q5(t), E(q"4(t)), u(t))dt

FOS(T), B(S(T)) + 9(y"4(0), E(*<(0) + fizy M()E) b
4.1.2)

Burada, ¢, ®, ¢ ve M uygun stokastik fonksiyonlardir. Belirtilen fonksiyonel orta-
alan tipinde, yani ¢, ® ve ¢ fonksiyonlari; durum prosesleri ve beklenen degerleri
ile birlikte marjinal kaide gozetilerek ele alinmistir.

Kabul edilebilir kontrol u*(-) optimal ise asagidaki esitligi saglar:

T (u"(-),€°() £ inf J(u(-),€()) - (4.1.3)

(u(-).£(-)) €Uy xUa([0,T7)
Orta-alan sistemi (4.1.1)" in ¢oziimiine karsilik gelen durum prosesleri dortliisii;

*

(@ ()57 (), 2" ()" () = (@ ()" (), 2 (), ¢ ()

olarak ifade edilir.

4.2 Kavramlar, Tammlar ve Hipotezler

o W() = (W(?))eo.r) : d— boyutlu Brown Hareketi,

(2, F, (F)iepr) » ) + d— boyutlu Brown hareketi iizerinde P— tamli sag

siirekli filtrasyonla donatilmig sabit filtreli olasilik uzayz,

o L(-) 42 (L(t))te[O,T} : Reel degerli Lévy prosesi

L(t) = bt + A(t), Brown hareketinden bagimsiz Lévy prosesi, A(t) : sigrama

prosesi,

(Ft)ieporr) (E(W’L))te[oﬂ natiirel filtrasyonunun P—artimu,

FV &2 o{W(s):0<s <t}

48



o FWE & FW N o {L(s):0< s < t}VFy, Fo:P—nullkiimelerinin timi,

Fi1V Fy : Fp U Fyile iiretilen o-cebri,

(Gi)i>0 : (Fi)i>o filtrasyonunun alt filtrasyonu,

e A; : IR® nin bostan farkli konveks bir alt kiimesi, Ay 2 ([0, c0[)™.

4.2.1 Martingaller

Bir stokastik proses X = (X;,t > 0) olmak iizere, 6rnek uzay 2 ve mev-
cut s zamanindaki Fj bilgisi verilsin. Acaba, mevcut s zamanindaki F} bilgisi, X

prosesinin gelecekteki davranis1 hakkindaki bilgilerimizi nasil etkiler?

Eger F; ve X bagimliysa, bu bilgilerin gelecekteki bir ¢ zamaninda X
degerleri hakkindaki belirsizligi azaltmasin1 bekleyebiliriz. Boylece; X, Fj bil-
gisiyle kendisi olmadan daha iyi tahmin edilebilir. Bu bilgi kazanimini tanimlamak
icin kullanilan matematiksel bir arac¢; F verildiginde X in kosullu beklenen

degeridir:

Bu ifade F bilgisi verildiginde X, nin en iyi tahmini anlamina gelir. Bir stokastik
proses M = (M;,t > 0) verilen (F});>¢ filtrasyonuna gore siirekli-zaman martin-

gali olarak adlandirilir ve (M, (F}):>0) asagidaki ozelliklere sahiptir:

1. E|M,| < 0o, t>0.
2. M prosesi (F};):>o ye adapte (adapted) dir.

3. E(My|F,)=M,, 0<s<t.

Bir stokastik proses M = (M,,,n = 0,1, ...) verilen (F,,n = 0, 1, ...) filtrasyonuna
gore ayrik-zaman martingali olarak adlandirilir ve (M, (F},)) asagidaki 6zelliklere

sahiptir:
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l. E|M,| <oo, n=0,1,2,..
2. M prosesi (F},) e adapte (adapted) dir.

3. E(My1|F,) = M,, n=0,1,2,..

Bir sans oyununda, X; — X yi (s, t] zaman araliginda birim hisse bagina diisen net

kazanglar olarak diistinelim: O zaman,
E(X; — X(|Fy) = E(Xy|F,) — E(X|F5)

esitligi yazilabilir. Burada, eger (X, (F})) bir martingale ise E'(X,;|F;) = X, olur
ve esitligin sag tarafi sifirlanir. Bu su anlama gelir: Birim hisse bagina diisen gele-

cekteki net kazanglarin (s, ¢] aralig1 i¢indeki en iyi tahmini sifirdir.

o (Teugels Martingal)
X bir Lévy proses olmak iizere; / 2| pu(dr) < oo, Vi > 2.

|lz|>1
Her bir7 > 2, ¢ > 01icin agagidaki esitlikler yazilabilir:

Xty = Y [AX(s)],

0<s<t

Yit) = X't)— B(X'(t)).

Burada, her bir (Y*(t),¢ > 0) bir martingaldir. Bu tiir martingallere Teugels

martingal denir.

4.2.2 Lévy Prosesi

Bir reel degerli, cadlag, adapte (adapted) stokastik proses X = {X;}o<i<r
asagidaki ozellikleri saglhiyorsa Lévy proses ya da Lévy sigrama-difiizyon prosesi

(Lévy jump-diffusion process) olarak adlandirilir:
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e X(0)=0 (a.s.)

e (Bagimsiz Artislar-Independent Increments)
Herbirn € Nve 0 <t <ty < ... < tpy1 < ooigin (X (1) — X(t)),

1 <4 < n bagimsizdir.

e (Duragan Artimlar-Stationary Increments)
)Q+s —')Q ::)(m 0 f;S <t S;]T
(Xi4+s — X;) nin dagilimu (distribution) ¢ ye bagli degildir.

e X stokastik olarak (olasilik anlaminda) siireklidir.

Ve > 0ve Vs > 0 icin 1imP(|Xt —Xi| >¢)=0.
—5

e Lévy prosesi ile baglantili sicrama prosesi AL = (AL(t))o<:<r asagidaki
gibi tanimlanir:

AL(t) = L(t) = L(t=), L(t=) =lim L(s).

Y JAL(s)| =00 as. Y |AL(s) <o as.

s<t s<t
e Lévy Olgiisii (Lévy Measure)
Borel kiimelerinin ailesi By olmak tizere, U C R, ve U € By igin

N(tU)=N(tUw)= > xv(AL(s))
5;0<s<t
N(t,U) : t zamaninda uzunlugu (size) A L(s) olan sigramalarin sayisin Slgen

Poisson rastgele Olciisii ya da sicrama Ol¢iisiidiir. Bu 0l¢iiniin diferansiyel

formu N (dt, dz) dir.

— Bir kiime fonksiyonu U — N (¢, U, w) her bir sabit ¢, w i¢in By iizerinde
bir o —sonlu oOl¢iisiidiir.
— Bir kiime fonksiyonu v(U) = E[N(L,U)] = E[ Y xu(AL(s))] ol-

5;0<s<1
mak iizere, B, lizerinde bir o—sonlu Ol¢iidiir. Bu 0ol¢iiye L nin Lévy

Olciisli (measure) ad1 verilir.

e Brown hareketi ve Poisson proses birer Lévy prosestir.
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nul ar of jumps
jump intensi
M i r L]
2L
jump standard deviation 0.224 L w\[
= p [
: 1ok M
ri 0.34 [
olatility 038 [
rumbaer of stepe 150 o8p "

randomize

Sekil 4.1: Lévy Prosesi

4.2.3 Lineer BSDEs icin Adapte Coziim

B(t), bir boyutlu Brown hareketi, { € L3, (€; R) (R—degerli Fr—olgiilii rastgele
degiskenler kiimesi) ve E|X?| < oo olmak iizere, asagidaki terminal degerli SDE

problemi verilsin:

dX(t) =0, te[0,T],
X(T) = ¢.

Burada, {F}};>¢—adapte olan X (.) ¢oziimii bulunmak istensin. Ancak, problemin
tek ¢cozimii X (t) = &, Vt € [0,7] i¢in {F}}+>0o—adapte olmadigindan dolay: bu
miimkiin degildir. (Sadece &, Fj—olciilii ise yani £ bir sabit ise miimkiin ola-
bilir.) Bu durumda; X (t) = E(§ | F}) olacak sekilde yeni bir proses tanimlansin.
X(.) ¢oziimii {F}};>o—adaptedir ve terminal sart1 saglar. ( X (7)) = &, ciinkii
¢ Fy—olgiili). Ancak, SDE denklemini saglamadig1 goriiliir. Bu yiizden prob-
lemin tekrar ele alinmasi gerekir: X (¢) = E(§ | F}), karesi integrallenebilen
{F,}+>0— martingaldir. Martingal representation teoremine gore {F;};>o—adapte
proses Y (.) € L3, (Q; R) i¢in asagidaki ifade yazilabilir:

X(t) = X(0)+ /tY(s)dB(s), Vi€ [0,T] P—a.s.

0

€= X(T) = X(0) + /Ot Y ()dB(s),
X(t) = ¢ —/t Y (s)dB(s)
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elde edilir. Bu ifadenin diferansiyel formu:

dX(t) =Y (t)dB(t), t € [0,T],
X(T)=¢.

Boylece, {Fi}i>o—adapte prosesleri olan (X(.),Y(.)) ustteki SDE denklemini

saglayan adapte ¢Ozlim ciftidir.

Bu boliimiin amacr orta-alan sistemler i¢in optimal singiiler-siirekli stokastik
kontroliin aragtirilmast oldugundan, kabul edilebilir kontroliin singiiler bileseni

hakkinda ayrintili tanimlar tizerinde durulacaktir.

Tamim 4.2.1 Kabul edilebilir kontrol ¢ifti (u(-),&(+)), Ay x Ay—degerli 6l¢iilebilir,
FV —uyarlanmis prosesleri olmak iizere; £(-), azalmayan sagdan siirekli soldan
limitli sinirh varyasyona sahip singiiler kontroldiir ve £(0_) = 0 dir. Ayrica,

E(supy<i<r |u(t)]2 i~ ‘S(T)‘z) < 0.

”

Singiiler kontrol £(-)’ nin herhangi bir ¢ sicrama anindaki sicrama oOlgiisi
(blytikligii):
AE(t) = €(t) - &(t-)

ile ifade edilir. Burada, £({_) = lim tﬁ(s),t > 0.

s—t,s<

Singiiler kontroliin siirekli bileseni asagidaki gibi ifade edilir:

Burada proses, £(t) sigramalarinin kaldinlmastyla elde edilir. 243 xU, ([0, 1) , tiim
kabul edilebilir kontroller kiimesidir. d¢(¢) Lebesgue 6l¢iimii dt’ ye gore singiiler
olabilecegi i¢in &(-) kontroliin singiiler bileseni ve u(-) da mutlak siirekli bileseni

olarak adlandirilir.
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Singiiler £(-)’ nin herhangi bir ¢ sigrama aminda aktive ettigi 2“%(t) ve y“(t)

sicramalar1 arasindaki fark asagidaki gibi tanimlanir:

AgaS(t) = C(t)AL(t) = C(t)(&(1) —&(1-)),
Agy™“(t) = D()Ag(t) = D(1)(8(t) — &(t-)).

Lévy martingallerinin neden oldugu z**(¢) sicramalar1, kuvvet (power) sigrama

prosesleri olarak asagidaki gibi ifade edilir:

Liy(t) £ Y 0rey (AL(T)), k> 1
Ly (t) & L(t).

Burada, AL(t) = L(t) — L(t_) ve L(t_) = litm<tL(s),t > 0.
s—t,s

Ayrica, L) (t)’ nin siirekli parcas1 asagidaki gibi tanimlanur:

L) 2 Lp(t) = > (AL(T)), 1 k> 1.

0<r<t

Burada, proses L(t) sigramalarinin kaldirilmastyla elde edilir. Azx*¢(t) Lévy mar-

tingallerinden kaynaklanan x%¢(¢) ve y*¢(t) sigramalar1 asagidaki gibi ifade edilir:

Apa"$(t) = g(t,a" (), Bla"*(t-)], u(t)) AL(t),

ALyu’£ (t)

ZqU£J AL] (t).

>

State (durum) prosesleri olan z%%(-) ve *¢(+)’ nin herhangi bir ¢ sigrama anindaki

genel sicramast:

AT £ a6 (E) —am (1) & A (1) + A,a" (1)

Ay () £ ym(t) —y" (1) £ Agy™(8) + A y™"4(b),

esitlikleri ile verilir. (F/(-)),, Teugels martingaller ailesi olmak iizere,

HI(t) =30 e ; s N (t) olarak tanimlanir. Burada o katsayilardir ve

N(k)(t) £ L(k)(t) —F {L(k)(t)} k>1
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esitligi gegerlidir. Teugels martingaller (H/(-)),., kuvvetli ortogonallerdir ve
ongoriilebilir (predictable) kuadratik varyasyon prosesleri (H'(t), H/(t)) = &;;t
olarak ifade edilir. Lévy prosesleri ve Teugels martingaller ile ilgili ayrmtili bilgi
ve pratik ornekler icin (Nualart and Schoutens, 2000)’ a bakilabilir. Bu yapinin bir
sonucu olarak, her rastgele degisken (random variable) IL? (2, F, P, IR") uzayinda

asagidaki gibi ifade edilir:
X =E(X)+ Z/ & () dH (t).
j=1"0
Burada, (¢/(t)),, ongoriilebilir proseslerdir.

1. f, diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f,(t) z’e gore gradyenini gostersin,

14(+), A kiimesi tizerindeki indikator fonksiyondur.

2. [%: Reel degerli dizilerin Hilbert uzayi * = (x,),>0 olmak iizere,
00 2
lz]l = 320y @l < o0

I (IR™): IR"-degerli ( fn)n>, fonksiyon dizilerinin uzay1 olmak iizere,

D=

12 crmy 2 [y Il en]

< oQ.

3. L%L([0,7];IR") : F,— predictable (6ngoriilebilir) proseslerin Banach uzayi

olmak tizere,

f=A{fult,w): (t,w) € [0,T] xQ, n=1,...,00} ve

o & B (S S50 Ul de)” < ox.

4. MZ ([0, T]; IR™) : IR"— degerli ve F;— adapte prosesleri olmak iizere,

F={ftw): (tw) €[0,T] x Q}ve
1l oy 2 E (Jo 1@l ) < 0.
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5. S% ([0, T]; IR™) : F;—adapted ve cadlag prosesleri olmak iizere,

f={ft,w): (t,w) €[0,T] x Q} ve

w
1
Hst;([o,T];Rn) 2 E(supgeier |1 fllgn)? < oo

6. 1L2(Q,F,P IR") : IR"- degerli, (2, F, P) iizerinde karesi integrallenebilen

(random variable) rastgele degiskenlerin Banach uzay1.
7. M™™(IR) : n x m boyutlu reel matrisler uzayu.

o= (aj)?:1 ve g = (¢’);—, olmak iizere,

b : [0,7] x R" x IR" x Ay — IR",

o : [0,T] x R" x R" x Ay — M™(IR),

g ¢ [0,T] x IR" x IR™ x A, — I>(IR"),

[0, 7] x IR™ x IR™ x IR" x IR" x IR™® x IR™ x I (IR") x A, — IR",

~ S

[0, 7] x IR™ x IR"™ x IR" x IR" x IR x IR™% x I? (IR") x A, — IR,
R" x R" — IR,

IR" x IR" — IR,

IR" x IR" — IR,

[0,T] = M™™(IR),

0, 7] = M™™(IR),

E@QS@:

[0,7] = ([0,00))™
dontigtimleri gecerlidir.

Hipotez (H1): b,0,9,f,0,h,¢,  fonksiyonlar1  kendi  degiskenleri

(x,Z,9,9,2,2,q,q,u) ne gore diferansiyelleri siireklidir. Terminal deger

56



yr € (0, T]; IR") ve

]

IN

CA+ |z + 7P+ [yl + 171> + |21° + 127 + |¢I* + 13> + |[u]),

AN

9] < C(+ [z + (),

o] < CA+ |y + 1),

esitsizlikleri gecerlidir.
Hipotez (H2):

1) bo,g ve fnin (z,7,y,Y,2,2,q,q,u) degiskenlerine gore tiirevleri siirekli

ve sinirhdir.

2) ¢y, tirevleri C' (1 + |y| + |y|) ile siurhdir. ¢, ¢z, h, ve hz tiirevleri
ise C' (1 + |z| + |z]) ile stmurhdir ve

[l + 1] + 1€y] + 165 + [€:] + |€2] + [€q] + | ]

< O+ ol + [z + [yl + [yl + |2 + [2] + gl + [a] + [ul)

esitsizligi vardir.

Hipotez (H3): C : [0,7] — R, D : [0,7] — R and M : [0,T] — IR

fonksiyonlar siirekli ve sinirhdir.

(H1)~(H3) hipotezleri altinda, (4.1.1)" in tek kuvvetli ¢coziimii (unique strong
solution) (2% (+),y®* (-), 2% (-),q“¢(})) € IR™ x IR x M™(IR) x I*(IR")
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olmak tlizere,

(1) =

8
=)

+ /0 b(s. 2(s), B(x$(s)), u(s))ds

ol (s, 2"%(s), B(x"™%(s)))dW (s)

+
1=
S~

.
Il
-

gt a4 (s2), E(@"4(s-)), u(t))dH (s)

+
S~

<
Il
—

+ C(s)d&(s),

[0,¢]

ve t € [0, 7] i¢in;

P = v [ Hea ) B ) (). B (), )
B(="4(s)).4"¢ (t) u(s))ds

) z ¥
+ / 25 ()dW () + ) / ¢ (s)dH (s) — D(s)dE(s)
= t j=1 t [t7T}
oldugu, (Meng and Tang, 2009)’ da Lemma 2.1 ile ve (Tang and Zhang, 2012)’ de

Lemma 2.3 ile gosterilmistir.

4.3 Ek Denklemler

Bu boliimde ele aliman kontrol problemi i¢in stokastik maksimum pren-
sibi yapisinda yer alacak ek denklemler (adjoint equations) iiretilecektir. Nota-
syonda sadelige gidilebilmesi igin f,(t) £ f.(t,z%¢(-), p™™“4(-),u(-)) gosterimi
kullamlmugtir.  Kabul edilebilir (admissible) kontrol ¢ifti (u(-),&(-)) € U x
Ug ([0,7]) ve ilgili state (durum) degiskenleri (z¢(-),y"* (), 2" (-),¢"*(-))
2 (x(:),y(-),2("), q(-)) olarak kullanilacaktr.
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Singiiler kontroldan bagimsiz ek denklemler asagidaki gibidir:

(

—dU"(t) = {0 ()W (1) + Efbs(t) 0" (1)]
+ 225 oR(0)Q™ () + BI5_, 03(6)Q (1)
+ 352 ()G (1) + B[S ()G (2)
— Lo()K"(t) — E[fa(t) K" (t)] + £o(t) + E[lz(1)] }dt
= 2 QU)W (t) = Y252, GUI(H)dHI (¢),
dK"(t) = [f, () K*(8) + E[f() K ()] = £,(t) — ElG(0)]] dt
+ 2o [ (K™ (1) + Blfz ()K" (1)] — € (1) — B[tz ()] W (1)
+ 32500 [fo (K () + Elfp ()K" (t)] — € () — Ellp (1)]] dHI (¢)

“(
U(T) = = [hae(T)K™(T) + E(ha(T)K*(T))] + ¢2(x(T)) + E [¢z(x(T))],
K*(0) = = {py(y(0), Ely(0)]) + E [¢5(y(0), E[y(0)])]} -

(4.3.1)
4.4 Hamilton Fonksiyonu
Hamilton fonksiyonu:
H : [0,7] x R" x IR" x IR" x IR"™ x IR™™ x IR™™ x I*(IR")
x PP(IR™) x A; x IR" x IR" x R x I*(IR") — IR (4.4.1)

olmak iizere, stokastik kontrol problemi (4.1.1)-(4.1.2) ile iligkili olarak asagidaki
sekilde ifade edilir:

H (t7 Z, f) Y, @ 2, va, q, 67 u, \Ij()a Q()v G(), K()) = ‘Ij(t)b (t7 Z, 57 u)
+ Z;‘lzl Qj (t)gj <t7 Z, 57 u) + Zjil Gj (t)gj(t, z, %7 u) (442)

_K(t)f<t7 x? j? y7 g? q? (17 Z? 27 u) + g(t7 x? ‘;E’ y? ?j? Q’ q? Z’ 27 u)‘
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4.5 Hamiltona Bagh Ek Denklemler

H(t) .= H (t,x,7,9,9,2,2,q,q,u,¥(:),Q(),G(-), K(-)) olmak iizere, ek den-

klem (4.3.1) stokastik Hamilton sistemine gore agsagidaki gibi tekrar yazilabilir:

—dV(t) = [HL(t) + E[H (O] dt — 325, Q" ()W (1)
— 2o G (t)dH (1),
dK"(t) = —(H,(t) + BH(O)])dt — X5_, (HL (1) + E[HL (0)])dWi (1)
— 3 (H, (1) + B (8)])dH (1),
v(T) = = [h(T)E(T) + E(ha(T)K(T)) + ¢.(T) + E [6x(T)],
K(0) = —¢y(y(0), E[y(0)]) + E [pz(y(0), E[y(0)])]

4.5.1)
Burada, HJ@) = H(t,x,i,y,ﬂ,zj,zj,qj,ijj,u,\Il(-),Q(-),G(-),K(-)) olarak

tanimlanmustir.

(H1) ve (H2) varsayimlarindan da bilindi8i iizere, ek denklemler (4.3.1) ya
da (4.5.1) in tek ¢oziimii (V(t), Q(t), G(t), K(t)) dortliisii olarak

U(t) € SE([0,T]; R"), Q(t) € LE([0,T]; [R™)
G(t) € I%([0,T]; IR"), K(t) € S%([0,T]; IR") iizerinde tanimhidir.

4.6 Orta-Alan Lévy-FBSDEs icin Gereklilik Kosullar

Bu alt bdliimde, tiim mertebelerin momentlerini igeren bazi1 Lévy prosesleri
ile baglantili ortogonal Teugels martingallere dayali orta-alan FBSDEs idareli
sistem i¢in optimal singiiler kontroliin maksimum prensibi, yani optimumluk i¢in
gereklilik sartlari elde edilecektir. Bu dogrultuda, alt boliim 2’ deki varsayimlara

ek olarak asagidaki varsayimlar kullanilacaktir:
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Hipotez (H4)

1) 0 <t <t+r < T olmak iizere, tim ¢, r icin ¢+ = 1,...,k ve tim sinirl
G;— ol¢imli o = «a(w), kontrol 5(t) = (0, ...,0,5;(¢),0,...,0) € Ay, ile Bi(s) =
il 1441(s), s € [0, T, Ug ([0, T7) kiimesine aittir.

(2) Tiim u(-), B (-) € Us([0,T7]) ile smurh 3 (-) igin, u(-) + €8 € US([0,T7]) olacak

sekilde, tiim € € [0, 6;] i¢in §; > O vardir.

(3) &() € UZ([0,T7) igin, sonlu varyasyonun G,— adapte prosesleri ¢’ nin kiimesi,
V(€) olsun ve tiim € € [0,d,] i¢in &(-) + ¢ € UG ([0,T7]) olacak bigimde, J, =
d2(€) > 0 vardur.

Tiim € € [0, 6] i¢in § = min(d;, d>) olsun ve verilen u(-), 5 € UZ([0,T]) ve £(-) €
U([0,T]) smurh 5 ile ¢ € V(€) igin agagidaki varyasyonlar yazilabilir:

= d * *
Xi(t) = X" £ s FAEH(E) Jemo,

u*,£* d u*+eB,6* +e
B = vy & Lyesacsg |,

u*,£* d u*4€8,6%+e
Zt) = Zv* ’5’<(t)é£2 FBEHC(L) | o, (4.6.1)

u*,&* d u*+efB,E% +e€
Q1(t) = Q@)= 204 FPEFE) o -

Burada, (Xi(-),Y1(), Z1(+), @1(-)) prosesleri agagidaki lineer orta-alan FBSDEs
denklemlerini, yani; hem Brown hareketi hem de Teugels martingalleri igeren

varyasyonel denklemleri saglar:
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dXy(t) = [b(0) X0 (1) + ba(t) E(X1(2)) + bu(t)B(2)] dt

£ 3 [0X0) + X0 E(0) + o 05(0)] 1)
; i )+ gL B (1) + g (05()] A ()
L o)

Vi) = L0V + HOEMWO) + 080l

+
B

ZIOAW () + 3 QF (A (E) + DEC().

1

O .

Xl(o) =

9

Yi(T) = [ha(z(T), E((T))) + E(ha(2(T), E(x(T)))] Xo(T).

(u*(-),&*(-)) optimal kontrol ¢ifti, Ug x U3([0,T]) iizerinde J fonksiyoneli i¢in
yerel minimum olsun. Bir diger anlamda, tim sinirh 5 ve tim ¢ € V(&%) igin
(u*(-) + €B,6*(-) + €C) € U x U([0, T]) olacak sekilde, tiim e € [0,4] i¢in § =

min(dy, d2) > 0 vardir ve ¢ fonksiyonu,

p(e) £ J(u*() + €B8,£°(-) + €C),

olmak iizere, ¢ = 0 noktasinda minimuma sahiptir. Boylece,

d d
Z0(e) lemo= ST () + €6,€°() + €0) Jeo= 0 (4.6.2)

sonucuna varilabilir. Orta-alan SDEs-(4.1.1)" in optimal kontrol ¢ifti (u*(-),£*(+))’

e karsilik gelen ¢oziimii (z*(-), y*(t), 2*(¢), ¢*(t)) olsun.

Teorem 4.6.1° in ispat1 i¢in, W*(¢) X (¢) ile K*(¢)Y7(t) arasindaki dualite iligkisini

gosteren asagidaki Lemma kullanilacaktir.

Lemma 4.6.1 1t6 formiilii W*(¢)X;(¢) ve K*(¢)Y1(t) carpimlarina uygulanir ve
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beklenen deger (Expectation) hesaplanirsa;

E (W (T)X,(T)) + E (K*(T)(T))
= Bl (0) + E (o5 )] i (0))

— 5 [ OO0 + 0]+ 300+ B

FZI0) + BE0] + Q00 + B0+ G050 & @63)

E | H,(t)Bt)dt+E TH()C(t) + K*()D()] d
N / - /[ | [ Oew + KOl
elde edilir.

Ispat: Itd formiilii W*(¢) X, (¢) carpimina uygulanir ve beklenen degeri alinrsa;

E(W*(T)X,(T)) Efo *(t)d X (t —|—Ef0 X (t)dv*(t)

+E [ Y0 QI ®)[od(H)X1(t) + oL(t) B (Xa(t)) + o3 (1) B(t))dt
B [ 320 GO () X0 (t) + g E (X1(t) + gh(t)B(1))dt
=hL+L+13+1,

(4.6.4)

olacak sekilde Itd argiimanlar1 elde edilir.

Burada;
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veE

I

I

E / " X ()

B / X1 () {ba () () + E(bs(t) (1))

d

(oD@ (1) + Blo} (1) Q" (1)) (4.6.6)
E / v ( +§; gl (t + Elgh (t) G (1))
E/T\I/ dt+E/m T (H)C)dC ()

LK (E) — E(f()K"(£)) + Lo(t) + E[(x(t), | }dt

B [ @ 0050 + 0B 1) + a0l
£ [ Y@ wnnxoe [ 3 0aA0E @)
E /0 Z Q7 (t)al (t)B(t)dt, (4.6.7)

/ZGJ* [92(6)X1(2) + gL(H) E(X1(t)) + gl () B(t)]dt

/ZGJ* Vg2 (6) X1 (¢ dt+E/ ZGJ* () EBt(X,(t))dt

E /0 ZG]’*(t)gg(t)ﬁ(wdt (4.6.8)

beklenen degerleri bulunur. Bulunan sonuclar (4.6.4)~(4.6.8)’ in birlestirilmesiyle
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asagidaki esitlige ulagir:
T

E(U*(T)X((T)) = E/ U (4)by (1) 3( dt+E/ ZQJ* Yol (t
0

v Tiej*@)gz;(tm(t)dt

_ E/TXlt 0, (1) + E (6 (1)))dt (4.6.9)
- / Xa(OLf, (8) K (8)dt — B(f, (t) K(1)dt

, /m {(OCHAC().

Benzer bicimde, K*(¢)Y;(t) carpimina Itd formiilii tekrar uygulanarak;

E(K*(T)Yi(T)) = ~E{lp, (4(0), E(y(0))) + E (g5 (4(0), E((0))))] Y:(0)}

FE [T K (0 £(0)X (1) + K*(6) (0B (X, (1))

TR () £ (0B(1) — Yi(0)[6, () + E(t5(1))] (4.6.10)
~ LD + B0)] — Qut)[E (1) + E((1)]} dt

FE [0 K5 (6D (),

esitligi elde edilir. Elde edilen (4.6.10) ve (4.6.9) esitlikleri birlegtirilirse istenen
sonug (4.6.3)’ e ulasilir.

Boylelikle, Lemma 4.6.1° in ispati tamamlanir. O

Teorem 4.6.1 (HI)-(H4) hipotezleri saglansin. (u*(-),£*(+)) ¢iftine karsilik ge-
len (adjoint equation) ek denklem (4.3.1)" in bir tek uyarlannmus (adapted) proses
dortliisii (U*(-), Q*(+),G*(+), K*(-)) vardw, oyle ki; (u*(-),£*(+)) hemen hemen

tiimt € [0,T] anlanminda bir kritik noktadur ve

B HL (1,4 (1), (0" (0),u*(6), 0 (6), @*(0), G*(8), K* (1)) | Gl4.6.11)
E M C D(t G,

s [/M< (1) + CO)W* (1) + DK (1)) de* (1) | }

=0, ae., t€[0,7T],
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elde edilir. Burada,

(¥ (8), E(¢"(1)))

= (27 (1), E(z*(1)), y* (1), E(y"(1)), 2*(t), E(z*(1)), ¢" (1), E(q"(1)))-

ispat. Minimumlagtirma denklemi (4.6.2) kullanilarak,

/

aed (W (t) + €B(t), (1) + €¢(1)) |e=o

+E [y (y7(0), E(y(0)))Y1(0) + 05(y™(0), E(y*(0))) E(Y1(0))]
| +E Jjomy M()d((t) =

esitligi elde edilir.
Lemma 4.6.1 ve (4.6.12) dikkate alindiginda,

E [y [0 (0)bu(t) + 30, Q7 (8o, (1) + 3257, GO () g (1)
FE (1) fult) + L (D) B(2)dt
B [ iy (M () + C(HW*(6) + D) (1)) dC (1) =

ifadesine ulagilir.

Stokastik Hamilton fonksiyonunun u’ ya gore diferansiyeli:

H, (ta €, 57 Y, ga 2 Za q, aa u, \D()? Q()? G()? K())
= U(t)b, (t,2,T,u) + Y1, Q/(t)od (t,x, T, u)

+zjo.;1 G](t)gi (t,l‘,%’ U) + K(t)fu (t7x757y7g72757Q7a/7 U)

+€u (t7 x? g? y7 g? Z? g’ q7 a? u) )
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_E[fo Xi(t) + (O EX (1) +6,0)Y1(1) + G EY1(1))
(8 Z1(8) + () E(Z1(1) + LD (1) + GO E(Q1(1) + [y €u(t)8
+E[¢o(a"(T), E(z*(T))) X0 (T) + ¢a(2™(T), E(x(T))) E(X,(T))]

(t)} dt

(4.6.12)

(4.6.13)

(4.6.14)



seklinde ifade edilebildigi i¢in,

E [y H, (6,07 (0), B (6)), (1), U (8), Q*(), G*(¢), K*(1)) B(t)dt

(4.6.15)
B [ oy (M(2) + COW* (1) + D) (1)) dC(1)] =0
esitligi yazilabilir.
B(s) = (0,..., Bi(s), ..., 0)
Bi(s) = @il in(s), s€[0,T], t+r<T (4.6.16)

a; = a;(w) smirlt ve G, —olgtimli

olmak iizere, (4.6.16)” daki ifadeler ¢ € [0, T igin (4.6.15)’ e uygulanirsa, asagidaki

esitlige ulasilir.

E [T H, (5,9%(s), B (s)), u*(s), ¥*(s), Q*(s), G*(s), K*(s)) a;(w)ds

+B [ Jro.my (M{(1) + C(£)W* () + D(H)K*(1)) dC(1)] = 0.
4.6.17)

Ayrica, (4.6.17)’ de ifade edilen esitlik, »” ye gore » = 0 noktasinda diferansiye-

lenirse,

E [Hw (Sa ¢*(8)7 E(¢*(S))v u*(s)’ \Ij*(s)7 Q*(S)a G*(S)a K*(S>> ai]

(4.6.18)
B [ fozy (M(1) +CO*(2) + DK (1) dC(1)] =0

ifadesi elde edilir. Son olarak, (4.6.18) tiim sinirli G, —6l¢timlii o; ve tim ¢ € V(&*)

icin saglandigindan asagidaki esitlige ulagilir:

EH, (8, "), E(" (1)), u™(t), ¥ (t), Q°(¢), G*(t), K*(t)) | Gi]
Y E [ /[ | (M(#) + C()U* (1) + D) K*(£)) dE* () | G, (4.6.19)

=0, ae., t€[0,T].

Boylelikle, Teorem 4.6.1 ispatlanmig olur. U
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4.7 Orta-Alan Lévy-FBSDE:s I¢in Yeterlilik Kosullar:

Bu alt boliimiin amaci, tiim mertebelerin momentlerini iceren bazi Lévy
prosesleri ve bagimsiz Brown hareketi ile baglantili Teugels martingallere dayali
orta-alan FBSDEs-(4.1.1) idareli sistemi icin kismi enformasyon yeterlilik
kosullarinin elde edilmesidir. Bu kapsamda, bazi ek hipotezler altinda gereklilik

kosulu (4.6.11)’In optimumluk igin yeterlilik kosulu oldugu gosterilecektir.
Hipotez (HS):

1) H(t, ey, V), Q (), G*(t), K*(-)), Hamilton fonksiyoneli,

(x,Z,9,9, 2, 2, q, q, u) deZiskenlerine gore konvekstir. a.e. t € [0,T], P — a.s.

2) ¢(-,-) ve ¢(-,-) doniisimleri (x,z)” ya gore konveks, h(-,-) ise (z,z) ya

gore konkavdir.

Simdi de boliimiin ikinci ana sonucu olan yeterlilik teoremi, kontrol prob-
lemi (4.1.1)—(4.1.2)’ nin optimumluk i¢in yeterlilik kosullarmin belirlenmesi

yoniinde ifade edilecektir.

(u*(),€°() € Ug x Ug([0,T]) olmak iizere, (x*(-),y"(-),2"(-),q*(-)) opti-
mal ¢oziim takimi ve (U*(-),Q*(-),G*(-), K*(-)) optimal ek ¢6ziim dortliisi,
sirastyla (4.1.1) ve (4.3.1) denklemlerinin (u*(-),&*(+)) ikilisine gore ¢oziimleri

olsun.
Ileride yeterlilik maksimum prensibi teoreminde kullanilacagindan dolayi,
oncelikle W*(t), [z(t) — z*(t)] arasindaki ve K*(t), [y(¢t) —y*(t)] arasindaki

dualite iligkisini aciklayan Lemma asagida ifade edilmistir:

Lemma 4.7.1 Orta-alan FBSDEs-(4.1.1)’in herhangi bir (u(-),£(:)) kabul
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edilebilir kontroliine gore ¢oziimii (x(-),y(+), 2(+), ¢(-)) olmak iizere,

E[U(T) (2(T) — a*(T))] = E [ (1) [b(t, (1), E(x(1)), u(t))
— b(t,x*(t), E(xz*(t)), u*(t))]dt
+E [y Hi(t) (x(t) — a*(t) dt + E [, E[HL(0)] (B(x(t)) — B(a*(t)))dt
+E [y Y0 Q1) [of (L x(t), B(x (1)), u(t))
— ol (t, 2 (1), B(x*(t)), u* (1)) dt
+ B [ %, G [ (t a(t), E(x(1)), ult))
— g/ (t,27(t), B(x*(1)), u*(t))] dt
+ B [0 T ($CH)A(E — &),

gf /\

H~

4.7.1)

benzer bicimde,
E[K(T) (y(T) — y*(T)] = —E (19, (4(0), E (4(0))) (y(0) — y(0)))
— E (25 ((0), E (4(0)))) (E (y°(0)) — E (y(0)))
+ B [y K (8) {f (. (1), B@ (1)), ult) — f(t, 0" (), B (1)), u* ()} dt
+ B [y Hy () (y(t) —y*(6) dt + E [} B(HL(1)) (E(y(1)) — E(y*(1))))dt
+E [y zjl ) (#9(t) — 27*(t)) dt
+E [y X5 VB(EE(0) (B((0) = B (1) di
+ B Y HE () (0 (1) — (1) dt
+E [y 2J1E< () (B¢ (1)) — E(¢™(t))) dt
+ E [ K*(0)D(B)d(€ — €)(1),

) =
St

(4.7.2)
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veE

E[U(T) ((T) — a*(T))] + E[K*(T) (y(T) — y*(T))]

+E (2, (4(0), E (y(0))) (5*(0) — 5(0)))

+Emm<> (W) (E (y*(0)) — E (y(0)))

= B [y W) (b(t, 2(t), E(x(t)), u(t) — b(t, 2" (1), E(x* (1)), u*(t)))dt
+EL§;ﬂanwaa> E(x(t)), u(t)) — o7 (t, 2 (t), B(a*(t)), u* (1)) ]dt
HE [y Y05, GRI() (g7 (1 o (t), E(x(1)), u(t)) — ¢/ (¢ a*(t), E(x*(1)), w*(¢))] dt
+Eﬁf K (1) f(t, (1), B (1)), u(t)) — f(t, 07 (t), B (1)), u* (t))]dt

+E [y (1) (x(t) —2* (1)) dt + B [, E[H(0)] (B(x(t) — B(2*(t)))dt
+EL (1) (y(t) — y@»ﬁ+E% (H(t)
+E [y Yiy B (2) (27 () — 27(t)) dt
+E [y Y BHL (1) (B(2/(1)) — B(z7*(t))) dt
+E [y 05 HE (1) (¢ (1) — ¢/ (t)) dt
+Eﬁ2ﬁ#% 1) (B(¢(1) — B(g™ (1)) dt
+E [y W (0)C(E) + K*(6)D(1)] d(€ — £)(t)

£) (
t)(

N—r
=
—
<
S
o~
SN—
S—
|
&
<
*
—
o~
N—
N—
N—
N—
QL
5

(4.7.3)

expectation (beklenen deger) esitlikleri vardir.

Ispat. Basit hesaplamalarla asagidaki esitlikler elde edilir:

A (a(t) = *(6)) = [l 2(0), B(e(), ult)) = b(t, 2" (1), B("(£)), w* (£))] dt
X o (), Ba(t),u(t) - o (2 (1), B2 (1), (1) dw (1)
5 g (), B(e(®), u(®) - /(2 (1), B(a* (1), u*(8)] dH ()

+C()d(€ = &)(),
4.7.4)

d(yt) —y*(t) = [f(t, (), E@W(@)), u(t)) — f(t, (1), E(P*(t)), u™(¢))]dt
+ 30 () = 2P () AW (1) + 3052, (7 (1) — 7 (t)) dHY (1)

+D(t)d(§ — €)(1).
(4.7.5)

Kismi integrasyon kuralt W*(¢) (z(t) — 2*(¢)) carpimina uygulanarak ve
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z(0) — 2*(0) = 0 oldugu gbz oniinde tutularak,

E{Wﬂfﬂwﬂﬁ—mWTD} .
:EA\V@Mﬂﬂ—ﬁ@»+EA(Mﬂ—ﬁ@ﬂ@%)

T d
+E/O ZQj*(t)[Uj(t,x(t),E(:c(t)),u(t)) — oI (t, (), B(x*(t)), u*(t))]dt

<8 [ 30 GO alt). Balt). ) = 1" (0, B ()"0
:]1+IZ+I3+]4

(4.7.6)

denklemine ulasilir. Boylece, (4.7.4) esitliginden,

I = B [ W(t)d (x(t) — 2*(t))
= E [y ()bt x(t), E((t)), u(t)) — b(t, 2*(t), B(x*(1)), w*(t))]dt

+ B [[f TH()C(t)d(E — €)(t),
4.7.7)

elde edilir.

Benzer bicimde, ikinci terim Hamiltona bagh ek denklemler (4.5.1)’ e uygulanarak

asagidaki gibi yazilabilir:

Iy=E [ (x(t) — 2*(t) d¥*(t)
= E [} (x(t) — 2 (t)) [H3(t) + E(HL(t))]dt

= E [} H5(t) (x(t) — () dt + [} E(HL(t)) (E(a(t)) — E(z*(1)))dt.
4.7.8)

Standart argiimanlar olarak,

hz@é}3?%%%%@£@®MMD—ﬂ@ﬂﬁﬂ@WMWWWL
- (4.7.9)
QZE/TZXW®W@ﬂmE@@MWD—f@f@JMﬂmeM%

(4.7.10)

denklemeleri belirlenir.
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Dualite iligkisi (4.7.1) , ifade edilen (4.7.6) ve (4.7.7)~(4.7.10) denklemlerinin

birlesiminden elde edilir.

Ikinci dualite iliskisi (4.7.2) i¢in, K*(t) [y*(t) — y(t)] ¢arprmina kismi integrasyon

uygulanirsa, asagidaki denkleme ulasilir:

E(K(T) (y"(T) —y(T))) = E{K*(0) (y*(0) — y(0))}
+E [ Kt (y(t) —y () + E [] (y(t) — y*(t)) dK*(t)
+E fy Y5, (27() — 27(t)) [ () + E(HL (¢))]dt (4.7.11)
+E fy 302 (@ (1) — (1)) [HZ5 () + E(HE (¢))]dt

=J1+ T2+ T3+ T4+ Ts.

Ek denklemler (4.3.1) dikkate alindiginda,

Ji = E{K7(0) (y*(0) — y(0))}

= E{ oy ((0), £ (9(0))) + E(ey(y(0), £ ((0)))] ((0) —y(O))},
(4.7.12)

ikinci terim Js icin, (4.7.5) denklemi kullanilarak,

Jo = B [ K*()d (y(t) — y*(¢))
= B [ K*O[f(t,0(t), B(1), ult)) — f(t, 0" (1), B* (1)), u*(t)]dt
+ E [y K*(O)D(B)d(E — €)(1),

(4.7.13)
esitligi elde edilir.
Hamiltona baglh ek denklemler (4.5.1) goz Oniine alindiginda,
T
o= B[ ) -y ) dK 0
0
T
= B[ w0 -ve) @+ EEO)E @114
0
J,=E / D () — 2 (1) [ (t) + E(HL (1)) dt, (4.7.15)
0

j=1
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%zEZIXXf@—fﬂmmﬁw+E®%@Ma (4.7.16)

J=1

denklemleri yazilir.

Dualite iligkisi (4.7.2) , ifade edilen (4.7.11) ve (4.7.12)~(4.7.16) denklem-
lerinin birlesiminden elde edilir. Sonug¢ olarak, (4.7.3) esitligi, (4.7.1) ve (4.7.2)

esitliklerinin birlesiminden olugur. U

Teorem 4.7.1 (H1)-(H5) hipotezleri saglansin. Eger herhangi (u*(-),£*(+)) € Ug x
U3 ([0, T) igin asagidaki maksimallik iliskisi saglanirsa:

B HL (1, 0° (1), B (0), ', ¥ (),@° (), G (), K*()) | G
+EL4ﬂMﬂﬂ+C®WW0+D®KW®M8@\%
~0, ae., t€[0,T], 4.7.17)

soylenebilir ki;

J (W (),€°() = inf J(u(-),€()), (4.7.18)

(u()£()) UL xU2([0,T])

esitligi vardir. Bir bagka degisle, kabul edilebilir kontrol (u*(-),£*(+)) (4.1.1)-
(4.1.2) problemi icin bir optimal kontroldiir.

Ispat. (2(),y(-), 2(-),q (")) ¢oziim takimi (4.1.1) in ¢oziimii ve (¥ (-),Q (),
G (), K (-)) dortliisii (4.3.1)" in (u(-),£(+)) € Ug x Ug ([0, T']) kontrol giftine gore

cOziimleri olsun.

+[¢ (z*(T), E(z*(T))) — ¢ (x(T), E(z(T)))] (4.7.19)
o (
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Hipotez (H5) dogrultusunda ¢(-,-) ve (-, -) tizerindeki konvekslik kosulu ile
asagidaki esitsizlik elde edilir:

J(W(),6() = J(u(-),£()) < El(du(z*(T), E(z*(T)))

+E(¢z(a*(T), E(2*(T)))) (a*(T) — x(T))]

+E [(py (y7(0), E(y7(0))) + ¢35 (y(0), £ (y(0)))) (y*(0) = »(0))]  (4.7.20)
= E{ Jo [0t (8), B (1), (1)) — €(t, (), E(b (1), u(t))dt

+ fom MBA(E -9 (1)},

Lemma 4.7.1° in uygulanmasi ile,

J (), €)= J (), €())
<E{g W7 (), B (1)), u (), U (1), Q° (), G (1), K™ (1)

—Efo *(t) + E(HL(t

#(t)
—E [} (H(t) + E(HL))) (y(t) — y*(t))dt (4.7.21)
B fy SiL @ (1) + BHL(0))( (1) — 2*(¢))dt
—E [y 5o (H(8) + E(H (0))(¢ (1) — ¢/ (¢))dt
—B [ Hz () (u(t) — ur(t))dt

+E [jo [T (0)C(E) + K*()D(t)] (& = §)(¢)
esitsiligine ulagilir.
Hipotez (HS) bilgisiyle, H(z, -, -, -, -, -, -, -, - -, U (¢), Q*(¢), G*(¢), K*(-)) Hamilton
fonksiyelinin konveksligi ile birlikte, Clarke’ 1n genellestirilmis gradyani anlaminda

asagidaki esitsizlik saglamr. Ayrica, (z,7,v,9, 2, 2,q,q,u) argiimanlarina gore

H(t, ey U*(t), Q*(t), G*(t), K*(t)) fonksiyelinin konkavligi dikkate
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alindiginda aym esitsizligin saglandig1 goriiliir:

H(t, 9 (1), E((1)), u(t), (1), @*(1), G*(1), K*(1))

—H(E, 9 (2), B (1), w (1), U*(1), Q7(1), G*(t), K*(t))

H (8) ((t) — 2*(t)) + E(HZ(0)) (E(x(t) — 27(t))) + Hy () (y(t) — y*(¢))
+E(H(6) (E(y(t) =y (£)) + S5 BL (02 (1) — 277(1))
+ 2250 EELO)E( (1) — 277(8))) + 352, H (0 (8) — (1))
+ 2252 E(HL () (B (8) — (1)) + B (6) (u(t) — u*(t)).

Bu esitsizlik ¢ ye gore integrallenir ve beklenen degeri alinirsa,
T * * * *
E [y [, (), E((t), ult), T*(t), Q"(t), G*(¢), K*(t))

—H(, (1), B (2)), u (1), U= (1), Q" (1), G~ (1), £ (1))]dt
ZEfoT{HZ t)(x(t) — 2*(1)) + E(HG () (E(x(t) — 2*(1))) + H (@) (y(t) —y*(1))

FEEGO)(E(y(t) — y* (1)) + 5o HL () (1) = 2*(t))
+ Y051 E(HLS(6)(E(2(t) — 2%7(8))) + 52, B (6)(¢/(8) — ¢7*(¢)))
+ 225 BHE (4))(B(@(8) = ¢ (1)) + Hy () (u(t) —u (t))}

(4.7.22)

esitsizligi elde edilir. Kosullu beklenen deger (conditional expectation):
EH, (1,97 (1), E((1)), u*(t), U™ (¢), Q" (1), G*(t), K*(1)) | Gil ,
ve u(-) ile u*(-) G,—ol¢timli oldugundan dolayi, asagidaki esitlik yazilabilir:
E[HL (8,47 (2), B (1)), w(t), (1), Q*(£), G*(t), K(t)) | G (u(t) — (1))

= [Hu(t, 7 (@), B (1)), w(t), U (t), Q" (), G* (1), K*(£)) (u(t) — u"(t)) | Gi].
(4.7.23)
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(4.7.22) ve (4.7.23) de belirtilen kosullar kullanilarak,

B [y [t 7 (0), (™ (8), u* (1), W (1), (), G*(¢), K*(1))

—H(t, (1), E@(1)), u(t), U= (), Q" (1), G*(2), K~ ())]di

~E [} { (1) + E(HG(0))](z*(t) — (1)) + [H () + EHGO)] (v (1) — y(t))
+ 05 B (1) + B (0))(27(8) — 27(1)) + 3252, [H (¢)

+E(HZ ()@ (1) — ¢ (t))) + (1) (u*(¢) — U(t))}dt <0,
(4.7.24)

esitsizligine ulagilir.

Boylelikle; (4.7.17), (4.7.21) ve (4.7.24) den sonra herhangi singiiler kontrol
(u(-),&(+)) € Uy x UZ(]0, T)) igin, asagidaki esitsizlik kuvvetle elde edilir:

J (W (), () = J(u(-),&() <0.

Sonug olarak, (u(-),&(+)) ikilisi Uy x UZ([0,T]) kiimesinin keyfi kabul edilebilir
(admissible) kontrol ¢ifti oldugundan arzu edilen sonug (4.7.18) gerceklesmis olur.

Bu sonugla ispat tamamlanr. U

4.8 Upygulama: Ortalama-Varyans Portfolyo Secim Problemi

Ortalama-varyans portfolyd secim problemi (Markowitz, 1952) tarafindan
ileri siiriilen zaman-tutarsiz bir kontrol problemidir. Bu anlamda, Belmann’ 1n opti-
mallik prensibini saglamaz ve bu yiizden klasik dinamik programlama yaklagimu ile
coziilemez. Bu alt boliimde, singiiler kontrol iceren Gamma prosesleriyle baglantili
Teugels martingallere dayali ortalama-varyans portfolyo secim problemine; Teorem
4.6.1 ve Teorem 4.7.1 de elde edilen optimumlugun gereklilik ve yeterlilik maksi-

mum prensibleri uygulanacaktir.

G, t > 0 olmak tizere, F; filtrasyonunun alt filtrasyonu olsun. Ornegin, G,
~v—erteleme enformasyonu G; = f(t,v)+ : t > 0, olarak tanimlanabilir. Burada, ~y

verilen bir erteleme sabitidir.
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Farzedelim ki; iki yatirim imkani iceren bir matematik marketi olsun:

(i) Tk yatirrm araci risksiz-menkul kiymet (Bono) olmak iizere, degeri Sy(t) olup

asagidaki adi diferansiyel denklemle ifade edilsin:
dSp (t) = So (t) p(t)dt, t € [0,T], Sy (0) > 0. (4.8.1)
Burada, p (+) : [0,7] — IR, yerel simrly, siirekli bir deterministik fonksiyondur.

(ii) Tkinci yatirim araci riskli-menkul kiymet (Hisse Senedi) olmak iizere, t za-
manindaki degeri S; (t) olup, asagidaki stokastik diferansiyel denklemle ifade

edilsin:

dS, (t) = 7(t)Sy (t) dt +m(t)Sy (t) dW (t) + i GI(t)HI(t), S1(0) >0, (4.8.2)

j=1

Burada, HY(t), Lévy prosesleri gibi Gamma prosesleri ile baglantili ortogonal

Teugels martingallerdir. Lévy ol¢iimii:

(&

p(dx) = Itpsopda

T

esitligi ile verilir. X7(t) = > ., (AX(s)) :j > 1; X* in kuvvet sigrama pros-

esleridir. (Bertoin, 1996)’ da ispat edilen eksponansiyel formiilii’ ne uygulanarak,

N

E (exp(i0X7(t))) = exp (t /O+Oo(exp(j9z) - 1)eXp(,—_Zj)dz> :

1
exp(—zJ

seklinde ifade edilmistir. X7 nin Lévy Ol¢iimii: e Dz olarak verilmistir.

Bununla beraber;

—x

(AX(S))j] —t /0 T ex

(j—Dlt:j>1,

E(X/(t) = E

(]

dr:j>1, (4.83)

t

A

0<s
= tI'(j)

esitlikleri gecerlidir. Ayrica, X7 (t) = XJ(t)—(j—1)!t : j > 1 ifadesi, Gamma pros-

eslerinin mertebesi 7 olan Teugels martingallerini gosterir. Martingallerin kiimesi
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{)? I():j> 1} ortogonallestirilirse, (Littlejohn, 1986) Teugels martingallerin or-

togonal bir kiimesi asagidaki gibi elde edilir:

H(t)= Y ayX'(t):i>1. (4.8.4)

1<j<i-1

Varsayimlar:
Her t € [0, 7] i¢in Sy (t) > 0 sartinin saglanabilmesi i¢in,

(1) 7(-) : [0,T] — IR, 7(-) : [0,7] — IR fonksiyonlar: sinirli siirekli deterministik
doniigiimler olmak tizere, 7(t), 7(t) # 0 ve 7(t) — p(t) > 0, Vt € [0, T] sartlarint

tasimaldir.
(2) Herhangi ¢ i¢in, t € [0,7] : G(t) > 0.

Baslangig degeri 2(0) = a > 0 ve A > 0 olsun. (4.8.1) ve (4.8.2) denklemlerinin

birlestirilmesiyle asagidaki varlik dinamikleri elde edilir:

[ das(t) = [p(t)e™€(t) + (r(t) — p(t))u(t)] dt + m(t)u(t)dW (1)
+ 2002 ¢ () H (1) + AdE(t),
—dy (1) = [p(t)2 (1) + (r(t) — p(0)u(t) — ay€(0)] di — = €(0)aW (1)
= D050 g () HI(t) + BdE(t),
5(0) =0, yS(T) = (T,

L H'(t) = 1 cjei @i (X7(H) — (G — D) 1 j > 1,0 > 1.

(4.8.5)
Ayrica, herhangi kabul edilebilir kontrol (u(-),£(+)) i¢in fonksiyonel asagidaki
gibidir:
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Bu varyans gosterimi bir bagka sekilde soyle yazilabilir:

TWOEE) = B|Jos(rp —as(n)| - § (B
+ y5(0)+ E M (t)d&(t). (4.8.7)

(0,7]

Burada, singiiler kontroliin kullanim1 i¢in M () fonksiyonu maliyet orani olarak
yorumlanabilir. U; xU, kiimesi, IR x IR’ nin kompakt konveks bir alt kiimesi ol-
sun. U; xU, de deger alan kabul edilebilir §;—0ngoriilebilir portfolyo stratejileri
(w(-),&(+)) nin kiimesi U x UZ([0, T') olarak ifade edilsin.

Bu durumda, karma yapiya ve rekiirsif bir fonksiyonele sahip ortalama-varyans
portfolyd se¢cim probleminin zaman-tutarsiz ¢oziimleri; (4.8.5)-(4.8.7) denklem-
lerinin Hamilton ve ek prosesleri hazirlanarak aragtirilir. ilk olarak Hamilton

fonksiyoneli (4.4.2) asagidaki formda yazilir:

H (t’ €, 5a Y, ga 2y z7 g, aa u, \IJ(>’ Q()? G()’ K())
= [p()z(t) + (7(t) — p())u(®)] (L(t) + K (1))
+r()u(t)Q(t) — aK ()y(t) + 3272, U (t)g’ ()

Maksimum kosulu ((4.7.17), Teorem 4.7.1), dikkate alinarak ve (u*(-),£*(+)) opti-

mal oldugundan,

E(r(t) = p() (W () + K7(1)) + 7(0)Q"(1) | G = 0 (4.8.8)
esitligi hemen yazilabilir.
Ek denklemler (4.3.1) bu durumda asagidaki gibi ifade edilir:

dU*(t) = —p(t) (K*(t) + V(1)) dt + Q*(t)dW (t) + 72, G/ (t)dH (t),
UH(T) = 0 (2*(T) + E(z*(T))) = 1 = K*(T),

dK*(t) = —aK*(t)dt, K*(0) = —1, t € [0,T].
(4.8.9)

Ustteki (4.8.9) sisteminin ¢oziilebilmesi ve optimal portfolyd stratejisinin
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(u*(),&*(+)) bulunabilmesi icin W*(-) asagidaki formda yazilabilir:
U (t) = E(t)z™(t) + E() E (27(t)) + E(t), t € [0,T]. (4.8.10)

Burada, & (), & (-) and &(-) deterministik diferansiyellenebilen fonksiyonlardir.
Kabul prosediirii i¢in (Hafayed and Abbas, 2014; Li, 2012; Andersson and Dje-
hiche, 2011) bakilabilir. (4.8.9) daki son denklemin (adi diferansiyel denklem)
¢Ozimi;

K*(t) = —exp(—at) t€[0,T] (4.8.11)

seklinde yazilir. Varlik dinamikleri (4.8.5) gdz oniine alindiginda,

d(E(z*(t)) = {p(t)E(z" (1)) + (7(t) — p(t)) E(u™(t))} dt (4.8.12)
ifadesi kolaylikla yazilabilir.

SDEs-(4.8.5) goz oniinde tutularak, Itd6 formiilii (4.8.10)’ a uygulanirsa asagidaki

denkleme ulasilir:

dUr(t) = Sl(t)[[p(t)x*(t)+(7(t)—ﬂ(t))u*(t)]dt
+ m(t)u +Zg t)dH (t

+ @ ()& (t)dt + Exlt )[ O E@*(t) + (7(t) — p(t)) E(u’(t))]dt
E(x*(t))&Ey(t)dt + E5(t)dt

Bu denklem daha acikga ifade edilirse;

(

dW(t) = {&(t) [p(t)a*(t) + (7(t) — p(t)) w(£)] + =" (1) €1 (F)
+&E(1) [p() E(z(t) + (T(t) — p(t)) E(u”(1))]
+ EY()E (x*(t)) + E4(t) } dt (4.8.13)
+ E()m()u(H)dW (t) + 3272, Ei(t)g’ () HY (2),

UH(T) = &(T)a"(T) + E&(T)E (27(T)) + &(T),

\

olarak yazilabilir. Burada, & (t), £5(t) ve £4(t) ifadeleri ¢’ ye gore tiirevleri gosteren
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deterministik fonksiyonlardir.

(4.8.13) ve (4.8.9) denklemlerinin karsilagtirilmasiyla,

—p(t) (K= (1) + 07 (1)) = &u(t) [p(t)z™ (1) + (7(t) — p(t))u"(8)] + 2" (£)E1 (1)
+E(1) [p() E(2™ (1)) + (7(1) — p(1)) E(u*(t))] + E(8) E (27(1)) + E(),

(4.8.14)
Q*(t) = &E(t)m(t)u*(t) (4.8.15)
G(t) = &)g(t) (4.8.16)
esitlikleri bulunur.
Proses W*(t)’ nin (4.8.13)" deki final koguluna bakildiginda,
EAT) =6, &(T) = —6, &(T) = —1 — K*(T) 4.8.17)

fonksiyon degerleri yazilabilir. (4.8.14) ve (4.8.10) denklemlerinin birlesiminden
E1(+), E(7) ve &(+)” tin agsagidaki adi diferansiyel denklemi sagladiklari sonucu

cikarilabilir:
E1(t) = =2p(t)&i(t), &(T) =9,
ELt) = —2p(t)Es(t), ET) = —0, (4.8.18)

E4) + (D& (1) = p(t) exp {—at}, E(T) = exp {—aT} — 1.
Ustteki (4.8.18) denklemlerinin ilk ikisinin ¢oziimiinden,
T
Ei(t) = —Ex(t) = Sexp {2 / p(s)ds} (4.8.19)
t

fonksiyonlar1 elde edilir. Daha sonra, iiclincii denkleme integral carpan metodu

uygulanarak,
) T
E(t) = (x(t)) |exp(—aT)—1— / X(s)p(s) exp {—as} ds] (4.8.20)
¢
fonksiyonu elde edilir. Buradaki integral ¢arpant; x(¢) = exp( LT p(s)ds) olmak
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tizere, x(7') = 1 alinmigtir. (4.8.8), (4.8.11), (4.8.15) ve (4.8.16) denklemlerinin

ortak ¢coziimiinden,

u*(t) = (p(t) — ()20 = E%((?));%;f ) —ep(al) 4501

ve beklenen degeri,

iy (p(t) = 7(1)) [E5(t) — exp {—at}]
E(u (t)) - 51 (t)ﬂ'Q(t)

(4.8.22)

elde edilir. Singiiler kontrol £*(-), maksimum sart1 (4.7.17)" yi saglasin. Herhangi
n(-) € Ug ([0, T7) igin,

E /[ A+ B0 + M) =€) () 20

esitsizligi vardir. Burada, (W*(¢), K*(t)) optimal control u*(-)" a gore ek pros-

eslerdir. Asagidaki kiime tanimlansin:
B ={(w,t) € Qx[0,T] : AU*(t) + BK*(t) + M(t) > 0}, (4.8.23)
ve () € U3([0,T]) olmak iizere,

) { 0+ if AU (£) + BE*(t) + M(t) > 0, w820

dg*(t) - if AU*(t) + BK*(t) + M(t) <O0.
esitsizlik kosullar yazilabilir. A¢iktir ki;

0 < E /[ A0+ K0+ MO) 0 €) 1)

_ _p / (AW (1) + BE*(t) + M(£)I5(t, w)de*(t).
(0,7]
Bu durumda, herhangi ¢ € [0, T igin, £*(+) asagidaki esitligi saglar:
E / (AT (1) + BE* () + M(8)Is(t, w)de" () = 0.
(0,7]

)

(4.8.23) ve (4.8.24) tammlamalarindan, optimal singiiler kontrol £*(-)” 1n agik
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formu asagidaki gibi ifade edilir:

t
&) =n(t) +/ I{(w,5)€0x[0,T): AU (s)+ 8K (s)+M(s)<0} (8, w)ds.
0

Boylelikle, optimal portfolyo secim stratejesi x*(-) ve E(x*(+)) verilerini icerecek
bicimde geri bildirim formunda acikga ifade edildi.

F; filtrasyonunun alt filtrasyonu G; olsun. Ortalama-varyans portfolyd secim
problemi (4.8.5)-(4.8.7)’ nin kismi enformasyon optimal portfolyd stratejileri

(u* (-),&*(-)) olmak tizere, durum geri bildirim formlari agsagidaki gibi ifade edilir:

(

wit,z*,7) = E [(p(t) _ T(t))51(t)(r*(t)—E(gl*(%);%-(ijs(t)—exp(—at) | gt] :

* t
§ (t) — n(t) + fo I{(w,s)eQX[O,T}: A\II*(s)+,BK*(5)+M(5)§0}(S, w)ds,

* x Tk 5 —eX —Q
| B (e, 3)) = (p(t) — 7(t) 2-oleett,

4.9 Sonuclar

Bu bolimde, Lévy proseslerine bagli Teugels martingaller tarafindan
yonlendirilen orta-alan FBSDES icin optimal kontrol problemi ele alinmigtir. Sis-
temin gereklilik ve yeterlilik kosullar1 optimal singiiler kontrol i¢in Pontryagin mak-
simum prensibi formunda ifade edilmigstir. Elde edilen teorik sonuclar bir Lévy
prosesi olan Gama prosesine bagl Teugels martingalleri ile yonlendirilen ortalama-

varyans portfoly0d secim problemine uygulanmistir.
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5. GENEL MCKEAN-VLASOV TiPi STOKASTIK
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN OPTIMAL
SINGULER KONTROLU iCiN GEREKLILIK
VE YETERLILIK KOSULLARI

Bu boliimde, genel kontrollii lineer olmayan McKean-Vlasov tipi stokastik
diferansiyel denklemlerin (McV-SDEs) yonetti3i sistemlerde genel optimal
stokastik singiiler kontrol problemi icin gereklilik ve yeterlilik kosullar1 konveks
perturbasyon metodu kullanilarak elde edilecektir. Stokastik diferansiyel denklemin
yapisinda yer alan katsayilar, durum prosesine ve bu prosesin marjinal kaidesi ile
tanim kiimesi konveks olan siirekli bir kontrol degiskenine baghdir. Ele alinan
stokastik problemde kontrol degiskeni iki bilesenli olup birincisi kesinlikle siirekli

(absolutely continuous), digeri parcali siirekli singiiler kontroldiir.

Bu calismay1 onceki yayinlardan ayiran iki temel 6zelligi vardir. Birincisi;
McKean-Vlasov sisteminde katsayilar durum prosesine ve bu prosese gore olasilik
Ol¢iimiine baglidir. Bu tip sistemler matematiksel finans i¢in bircok uygulama alani
sunmaktadir. Ikincisi ise gereklilik ve yeterlilik maksimum prensibinin ispatinda

tiirevlerin olasilik 6l¢iimiine ve uygun Itd formiiliine gore kullanilmasidir.

Optimalligin gereklilik ve yeterlilik maksimum prensibi kosullarini bir uygu-
lama iizerinde gostermek amaciyla, Markowitz’ in ortalama-varyans portfolyo
secim problemi ele alinacak ve geri bildirim formundaki optimal portfoly6 se¢cim

stratejisi acik ifadesiyle elde edilecektir.
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5.1 McV-SDEs Kontrol Probleminin Formiilasyonu

Bu calismada ele alinan, genel kontrollii lineer olmayan (McV-SDEs) i¢in

optimal singiiler kontrol problemi agsagidaki formda ifade edilir: ¢ € [0, 7]

d‘ru’n(t) = f(tv Iu,n(t% Px“v”(t% u(t))dt
o (t, 29 (t), Pyunry, u(t))dW () + M (t)dn(t), (5.1.1)

z*"(0) = xo.

+

Burada, W (-) bir boyutlu Brown hareketi olup (€2, F,P) tam olasilik uzayi
lizerinde tammlidir. Py = IP o X ! rastgele degisken X in olasilik kaidesi (proba-
bility law), n(+) sinirli varyasyona sahip artan bir proses ve 7(0_) = 0 olmak tizere,
sagdan siirekli ve soldan limitlidir. Asagidaki doniigsiimlerin herbiri deterministik

fonksiyonlardir:

[0, T] x R x @, (RY) xU;— R,
o :[0,T] x R? x @y (RY) xU;— R,
M(:):[0,T] = R.

Q2 (R?) : (R?, B(R?)) iizerinde tiim olasilik l¢iimleri -  niin uzay olmak iizere,
sonlu ikinci momentleri; [, |z[*(dz) < oo ve p,v € Q2(R?) icin asagidaki

2-Wasserstein metrigi ile donatilmigtir.

M=

L p € Qa(R*), p(-, RY) = p1, p(R?, ) = v}
(5.1.2)

Wauw) ([ la=yPo(dr,dy)

McKean-Vlasov stokastik sisteminin (5.1.1) genel tipte oldugu g6z Oniinde tu-
tulursa, katsayilarin Ppun() ¢Oziimii yasasina bagimhilifinin, olasihik olgiitleri

uzayinin bir elemani olarak gercekten lineer olmayabilece8ine dikkat edilmelidir.

Kabul edilebilir kontrollerin sinifinda yer alan ve minimallegtirilen beklenen
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maliyet (expected cost) McKean-Vlasov tipinde olup asagidaki formdadir:

Ju(),n() = E| / 91, (1), Pyoey, ()t

+ (1), Pyun(r)) + 0()dn(t)). (5.1.3)

(0,7

Burada, g : [0,7] X R x Q2 (R) xU;—» R, ¢ : R x Q2 (R) > Rve ((-): [0, 7] —
[0, 00) deterministik fonksiyonlardir. Kontroliin amaci; uyarlanmig (adapted) pros-
esin performans fonksiyonelini (5.1.3) minimize edecek bir (u*(-),n*(-)) ikilisi
elde etmektir. Herhangi kabul edilebilir kontrol ¢ifti (u*(-), n*(+)) asagidaki esitligi

saglarsa optimal kontrol olarak adlandirilir:

S ) () = min T (u(),1()) (5.1.4)

(u(-)n(-)) €t xUs

L*(F,R?) : Hilbert uzay1, z,y € L? (F,R?) olmak iizere; i¢ carpim (z - y), =
Elx-y] ve norm |z, = [(z - y)Q]% olarak tamimlanir. ikili carpim L?(F,RRY)
uzayinda (. - .) olarak gosterilir.

L% ([0,7],R?) : [0,T] iizerinde R?—degerli, Jl'-" —uyarh tiim X (-) proseslerinin
kiimesi olmak tizere; || X ||, = E [fOT | X (t)[ dt] 7 < 0.

Boliimiin temel argiimani olasilik dl¢limlerine gore diferansiyelenebilme oldugu
icin 1 € Qs (R?) olacak sekilde rastgele degisken Z € L?(F,R?) ile birlikte
i = PP, formunda bir dagilim tanimlanacaktir. Yani, her u € Qo (Rd) icin yeterince
zengin olasilik uzay1 (€2, F,P) tizerinde ;1 = P esitligini saglayacak bir rastgele
degisken Z € LL2(F,R%) vardir. ( Ornegin, ([0,1],B[0,1],dz) olasilik uzay1, dz
Borel ol¢iimii, ile bu 6zelligi saglar.)

McKean-Vlasov stokastik singiiler kontrol problemi icin asagidaki tanimlamalar
gecerlidir:

T > 0 pozitif reel sayist i¢in (€2, F,P) sabit olasilik uzay1 d— boyutlu Brown
hareketi W (t) = {W(t) : 0 <t < T} ve W(0) = 0 olmak iizere alisilmis kosullar
(usual conditions) saglar. Alt-o—cebri Fy C F olmak iizere, W () Brown
hareketi Fy, dan bagimsizdir ve F{ yeteri kadar zengindir. Yani, (). (Rd) =
{Py: Z e L*(Fo,R%)}.

F = (Fi)iejop filtrasyonu W (-), ile iiretimis ve Fy ile artturilmig ve tamlanmstir.
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Ayrica, herhangi f : Q> (R?) — R fonksiyonu igin fL2 (F,R?) — R olacak
sekilde bir
F(Z):=f(Py), Z € L?(F,RY) (5.1.5)

fonksiyonu tanimlidir. Burada, f fonksiyonu f nin [lift fonksiyonudur ve Z €
L2(F,R?) nin olasilik yasasma bagh olup Z nin segiminden bagimsizdir (Buck-

dahn et al., 2016).

Tamm 5.1.1 Eger Z, € L*(F,R%) varise f : Q> (R?) — R fonksiyonu 4 €
Q2 (Rd) de py = Py, esitligi ile diferansiyellenebilirdir. Bu fonksiyonun lift’ i ]7
olmak iizere, Z, noktasinda Fréchet anlaminda diferansiyellenebilirdir. Daha agik

ifadeyle, Df(Z,) : L?(F,R%) — R lineer ve siirekli fonksiyonu i¢in asagidaki

esitlik vardir:

F(2o+8)=F(Z) = (Df(Z)-€)+ Ol (5.1.6)
= Def(1o) + O (l€ll,)-

Burada, (.- .) gosterimi L?(F,R?) iizerindeki dual ¢arpimi ifade eder. Aym za-
manda D¢ f (1) notasyonu f nin y da & yoniindeki Fréchet-tiirevi anlamindadir.

Bu durumda;

. po =Py, (5.1.7)
t=0

Def (o) = (DF(Z) -€) = 5T (Z+16)

Riesz Teoremi uygulanarak, tek (unique) rastgele degisken ©y € L?(F, RY) olmak

uzere,

(Df(Z0)-€) = (80-€), = E[(€0- &), (5.1.8)

esitligi yazilabilir. Burada, ¢ € L2(F,R%). Bir Borel fonksiyonu A [pg] : R? —
R? 6zel Z, gosteriminden farkli olarak sadece py = Pz, olasilik yasasina baghdir

(Buckdahn et al., 2016 ; Carnoma et al., 2013):

©o = h (o] (Zo) - (5.1.9)
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Boylece, (5.1.6) asagidaki gibi yazilabilir:
f(Bz) = f (Pz) = (hluo) (Zo) - Z = Zo)2 + O (| Z = Zoll,) , ¥Z € L (F,RY).
Ayrica, asagidaki tanimlamalar yapilabilir:

auf (IP)me) = h [:UO] (x)> T € Rdﬂ

Df(Zy) = ©o=hlu](Zo) = uf Pz, Zo),
Dﬁf(PZO) - <aﬂf (sz ZO) €> ) 5 = Z — Zy.

Not 5.1.1 Herbir 11 € Q> (R?) ve 0,.f (Pz,-) = h[Pz] u = P () olmak iizere,

sadece P (dx) — a.e iginde tanimlidir.

Orta-alan teorisinde olduk¢a Oonemli olan olasilik ol¢iimlerine gore diferansiyel-
lenebilirlik kavrami (Buckdahn et al., 2014; Carnoma et al., 2013) te sunulan

yaklagimlar goz ontinde bulundurularak incelenecektir.

Tanmm 5.1.2 (Diferansiyellenebilen fonksiyonlar uzayi: (s (Rd)) Tim Z €
L2(F,RY) igin f € C,' (Q2(RY)) ise 9,f : Qo (R?) x R? — R? doniigiimii Lip-
chitz siirekli ve sinirli olacak bigimde 0, f (P, ) nin Pz — modifikasyonu vardir.
Oyleki; baz1 C' > 0 i¢in asagidaki esitizlikler tanimlidir:
o |0.f(p,z) <C,Vu e Q2(RY), Vo € RY
® [0uf (s 1) = Ouf (2, w2)| < C(Wa (1, pi2) + |1 — 2]),

Vi, po € Qa2(RY), Vary, y € R

Ayrica Tanim 5.1.2 de belirtilen 0, f (P2, ), Z € L?(F,R?) gosteriminin tek tiirlii
oldugu (Buckdahn R. et all., 2016)-Remark 2.2 de gosterilmistir.

U; : R’ nin kapali konveks bir alt kiimesi ve F;—uyarli proseslerin Olciilebilir bir
sinifi olmak tizere; u(-) : [0,7] x 2 — U, dir.
U, : [0, 00) araliginda F;— uyarli proseslerin ol¢iilebilir bir sinifi olmak iizere;

n(-) : [0,7] x Q — U, dir.
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Bu ¢alismanin amact optimal singiiler stokastik kontrol probleminin incelenmesini
icerdiginden, asagida kabul edilebilir kontroliin singiiler bileseni hakkinda bazi bil-

giler verilecektir.

Tanim 5.1.3 F;—adapte proseslerin (U; x Us)-degerli dlgiilebilir (u(-),n(+)) ¢ifti
bir kabul edilebilir kontroldiir:

e 7)(+) sinirh varyasyona sahip, azalmayan, soldan siirekli ve sagdan limitlidir.

Ayrica, t > 0igin n(t_) = lims_¢ s<¢ 7(s) olmak iizere; n(0_) = 0 dir.
2 2
o B [supyep gy [u(®)]” + [n(T)[] < oo

e Tiim kabul edilebilir kontroller kiimesi U; x U olup dn(t) Lebesque ol¢iimii
dt’ ye gore singiilerdir ve 7(-) kontroliin singiiler, u(-) ise kontroliin mutlak

stirekli bilesenidir.

Kosullar (K1): f,0,9 : [0,7] x R x Q:(R)xU;— R, ve ¥ : R x @2(R)— R
fonksiyonlar1 tim degiskenler icin Olgiilebilirdir. Ayrica, tim u € Uy, f(-, -, u),
o(- ), g(, - u) € C (RXQa(R)R) ve ¢(-,-) € Cp' (RxQ5(R), R) dir.

Eger o(x,pn) = f(z,p,u), oz, p,u),g(z, g, u),¥(z, n) oldugu disiinilirse,
©(+, -) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:

z € R sabit sayist icin p(z, -) € Cp'(Qa(RY)).

1 € Qo(R?) sabit sayist igin (-, ) € C}(R).

o v = f,0,9,v igin O, ve 0, tiirevleri sinirli ve Lipschitz siireklidir. Bu-

rada, Lipschitz sabitleri u € U; den bagimsizdir.

f,o,g fonksiyonlar1 kontrol degiskeni u’ ya gore siirekli diferansiyel-

lenebilirdir ve tiim 0, f, 0,0 ve 0,¢ tiirevleri sinirli ve stireklidir.

Kosullar (K2): M(-) : [0,7] — R ve ¢(-) : [0,7] — [0, 00) fonksiyonlar1 goz
oniine alindiginda her ¢t € [0,7] i¢in M (-) fonksiyonu sinirli ve siirekli, ¢ ()

fonksiyonu ise siireklidir.
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Ustte verilen (K1) ve (K2) kosullar1 altinda McKean-Vlasov dinamik-(5.1.1)" in tek

kuvvetli ¢oziimii (unique strong solution) x*"(t) asagidaki formda ifade edilir:

t

z(t) = xo—i—/ f(8,2"7(s), Pyun(s), u(s)) ds
0

+ /0 o (8, 27(s), Pyun(s), u(s)) dW (s) + o M (s)dn(s).

Detayli inceleme icin (Buckdahn et al., 2014; Carnoma et al., 2013) bakilabilir.
Ayrica, M (-)sinirh ve siirekli oldugundan herhangi n > 0 i¢in agagidaki esitsizlik

saglanir:

E | sup [2"()]"

te[0,T

< C(n), (5.1.10)

Burada C'(n) sabiti sadece n ye baghdir ve peformans fonksiyoneli J iyi tanimlidir.
(u*(+),n*(-)) € U; x U, optimal kontrol olmak iizere ilgili durum prosesi 2% (-)

dir ve (McV-SDEs)-(5.1.1) ¢oziimii 2*(-) = 2% (-) olarak ifade edilir.

(@,j} : I@’) olasilik uzayr (92, F,P) uzaymin kopyasi olmak iizere herhangi
rastgele degisken cifti (Z,¢) € L2(F,R?) x L2(F,RY) icin (Q, F,P) iizerinde
tanimli (Z, ) den bagimsiz bir (2 : E) ikilisi vardir. Carpim olasilik uzay1 (2 x
(,F ® F,P ® P) olmak iizere herhangi (w, @) € Q x { icin (Z,&)(w, @) =
(Z(w),&(w)) kurulabilir. — (u*(t),z*(t)) ikilisi (u*(¢),z*(t)) den bagimsiz bir
kopyast ise P (y) = EADE (1) esitligi yazilabilir. Olasilik dl¢timii P altindaki bekle-
nen deger E ile gosterilir. Katsay1 fonksiyonlar1 ¢ = f, o, g, icin asagidaki gibi

ifade edilir:

Pu(t) = Oup(t,x™(t), Py, u™ (t); 27(2)), (5.1.11)

@Z(ﬂ = 8#90(257 @\*(t)a P:E*(t)7 a*(t>a l'*(t>>

Orta-alan stokastik kontrol problemi (5.1.1)-(5.1.3) ile iligkili klasik Hamilton
asagidaki formdadir:

H (1,3, 1,0, (8), Q(1)) = ®()F (£, 1, u) + Q(t)or (2, jy ) + g (F, 2, )
(5.1.12)
Burada, herhangi (¢t,z,p,u, ®,Q) € [0,7] x R x @Q2(R) x U; x R x R igin
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(®(+),Q(-)) € R x R Hamilton katsay1 fonksiyonlar1 iizerinden, orta-alan geri-
stokastik diferansiyel denklemlerle (MF-BSDEs)-(5.2.1) verilir. Kontrol problem-
inin stokastik maksimum prensibinde yer alan ek denklemler asagidaki gibi ifade
edilir:

(

_dq)(t) = {fx(ta x*(t)v IED:Jc*(t); U*(t)) (I)(t)
B [0 (1,7 (1), Pav o, T (2); 27 (1) B(1)

+ 0y (8, 2 (1), Poriay, u* (1)) Q(t)
+ B [0,0(4,7 (), Bongo, T (1) 2° (1) Q1) (5.1.13)

+ g (t, (1), Pae ey, u*(t))
+ B [0,g(t, 3%(t), Par gy, W (); 27 (8))]} dt — Q(£)dW (),

O(T) = ¢, (a(T), Pooiry) + E [8,00 (F7(T), Py (y; 27 (1))] -

\

MF-BSDEs hakkinda daha detayl bilgi i¢in (Buckdahn et al., 2009) bakilabilir.
Ustte verilen (5.1.11) esitlikleri kullanilarak ¢ = f, 0,1, g fonksiyonlar1 icin
asagidaki esitlik yazilabilir:

E [0,p(t, (1), By, @ (1) 27 (1))] = B [0p(t, T (£), P, 0" (£); 9)]

y=z*(t)

(5.1.14)
Ek denklem (5.1.13); M (t) := H (t,2*(t),Pp(p), u(£), D(£), Q(t)) esitligi ile

asagidaki forma doniisiir:

—dd(t) = {Hw (t) + E[0,H (t)]} dt — Q(t)dW (1)
(5.1.15)

O(T) = v, (a(T), Pyeiry) + E [8,00 (F7(T), Poeiry; 2*(1))] -

Ayrica, (K1) kosulu altinda ek denklem (5.1.13) iin bir yalmz bir F;—adapte
kuvvetli ¢oziimii (®(-),Q(-)) € L% ([0,7];R) x L% ([0,7];R) olmak iizere,
asagidaki ifade gecerlidir (Buckdahn et al., 2016):

T
E[sup |<1>(t)|2+/ |Q(t)|2dt] < +o00. (5.1.16)
0

s<t<T
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5.2 McV-SDEs Icin Optimal Singiiler Kontroliin Gereklilik

Kosullar:

Bu alt boliimde, lineer olmayan McKean-Vlasov dinamikleri ile idare olunan
optimal singiiler stokastik sistemi icin Pontryagin maksimum prensibi formunda op-
timalligin gereklilik kosullar1 elde edilecektir. Tkinci alt boliimde belirtilen olasilik
Olclimiine gore alinan tiirevler, ilgili 1t6 formiilii ve dualite metodu ile birlikte ele

aliarak ¢alismanin ana eksenini olugturan teoremlerin ispatinda kullanilacaktir.

Teorem 5.2.1 Singiiler kontrol problemi (5.1.1)-(5.1.3) iin optimal ¢oziimii
(w*(+),n*(+), x*(+)) olsun ve (KI1)-(K2) kosullart saglansin. Tiim (u,n) € U; x Uy
icin ek denklem (5.1.13) iin tek F,—adapte prosesleri ¢oziim cifti (®(-),Q())
asagidaki egitsizligi gercekler:

0 < E / Hiu (1, 2 (1), Pye gy, 0 (), (1), Q(1)) (u(t) — u(£))dt

+ E [/[[)T](E(t) + M@B))d (1 —17) (1] . (5.2.1)

Not 5.2.1 Teorem 5.2.1 in kabulleri altinda, tiim (u,n) € U; x Us; ¢ € [0, 7] igin
ek denklem (5.1.13) nin tek F; —adapte prosesleri ¢oziim ¢ifti ($(-), Q(-)) asagidaki

esitsizligi saglar:

0 < Hu<t7$*(t>apx*(t)7U*(t)7(D(t)aQ(t))(u(t)_u*<t))dt

+ B U (0(t) + MO (i — ) (V)| , P—acs., dt — a.e.
(0,71

McKean-Vlasov kontrol problemini doniistiirebilmek i¢in asagidki ifadelere ihtiyag

duyulacaktir.

Kontrol problemi (5.1.1)- (5.1.3) tin optimal ¢oziimleri (u*(-),n*(:),z*(-)) olsun.
(u(-),n(-)) € U; x U, olmak iizere; yeteri kadar kiigiik 6 > 0 igin (u?(-),7?(-))

ikilisi (u*(+), n*()) ciftinin s6zde konveks perturbasyonudur ve agsagidaki gibi ifade
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edilir:
(W’ (), 1 (8)) = (" (&), 77 (£)) + 0 [(u(t), n(t)) = (u*(£),n*(1))] - (5.2.2)

Burada, U; x U, nin konveksliginden (uf(t),n’(t)) € U; x U, oldugu sonu-
cuna ulasilir. Ayrica, performans fonksiyoneli iizerindeki perturbasyon asagidaki

esitsizligi gercekler:
T (u? (), 0" () = J (u™(),17() = 0. (5.2.3)

Bu durumda; z(-) = 2@’ 1%) (.} durum prosesi kabul edilebilir kontrol (u? (¢ ,779 t
p

ikilisine gore (5.1.1) in ¢oziimiidiir.

Lemma 5.2.1 (KI) ve (K2) kosullari saglansin. Bu durumda asagidaki esitlik
vardtr:

lim E( sup |2%(t) —2*(t)[") = 0.

6—0 0<t<T

Ispat.  Burkholder-Davis-Gundy Egyitsizligi kullanilarak asagidaki esitsizlik

yazilabilir:

E( sup |2°(s) — 2*(s)|")

0<s<t

< E/(; ‘f(s,$9(5>,Pze(s),u9(S)) —f(S,$*(5),Pm*(s),u*(8))‘st

t
+E/ | (5,2(5), Pas(ay, 0 (5)) = 0 (1,27(5), B sy, 27(5)) | ds
0
2

o M(s)d (" —n*) (s)

+E

Katsay1 fonksiyonlar1 f ve o lizerinde verilen degiskenler =, u ve u ya gore (K2)

kosulu ve Lipschitz kosullar1 uygulanirsa,

B, [0 - Of

)
t

< C’TE/ (‘xe(s) - 95*(5)‘2 + |W3 (Pyo(s), Pas(s)) |2)ds (5.2.4)
0

t
+Cr0°E / ¥ (s) — u*(s)|* ds + Cr0*E |n°(T) + *(T)|*
0
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ifadesi elde edilir. Burada, 2— Wasserstein Metrigi W, (-, -) ve dzelligi kullanilarak
asagidaki esitsizlige ulagilir:

1

Wo (Puo(s), Por(s)) = inf { [E |2%(s) — E*(s)ﬂ “her 7%(-), 7*(-) € L2(F,R%)
Pac"(s) = ]Pge(s) veE ]P)m*(s) = Pg*(s)},
< [E |2%(s) — x*(s)!z} :

Ustteki (5.2.4), (5.2) esitsizlikleri ve Tanum 5.2.1 kullanilarak

t
E( sup |:E x*(t)f) < CTE/ sup ‘1'9(7')—1'*(7')|2d8+MT02
0

0<t<T T€[0,s]

ifadesi elde edilir. Son olarak, Gronwall Ejsitsizligi yardimiyla § — 0 icin istenen

sonuca ulagilir. dJ

Lemma 5.2.2 ¢(t) asagidaki McKean-Viasov sisteminin ¢oziimii olsun:

{fx(t,x (), Porry, u*(t)) H(2)

+ E |0 (£.27(2). Pari 0 (1 7 (1) 5(0)|

+ fult, 2 (), Pae gy, w (1) (ult) — u*(t)) } dt
+ {on (£, 2 (t), Poy, u'(t)) (¢

R R (5.2.5)
+ F [aud (t, *(t), Py, u (t);x* (t)) ¢(t)}
+ M(t)d (n—n7) (1),
| 4(0) =0.
Bu durumda, asagidaki tahmin (estimation) saglanir:
lim F [ sup |(z%(t) — 2*(t)) 07" — ¢(t)ﬂ = 0. (5.2.6)
6—0 0<t<T

Ispat. (K1) ve (K2) kosullart altinda, (5.2.5) tek (unique) ¢oziime sahiptir.
Def(Pz) = (Df(Z)-€) = 47 (Zo+ tﬁ)’ oldugundan asagidaki Taylor
t=0
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actlini yazilabilir:

f(]PZ0+5) - f(IEDZO) = fo(PZ()) + R(g)

Burada, R(), ¢ € L* (F,RY) i¢in O (||¢]|,) — 0 durumunda O (||{][,) nin mer-
tebesidir. O halde;

Y (t) = (2%(t) —2*(t)) 07" — ¢(t), t € [0, T] (5.2.7)

esitligi gbz Oniinii alindiginda,

vg(t) = 9/ s o 20(s)» ug(s)) —f(s 2*(8), Py, u™( ))} ds
%/0 [ (s xe(s) Po(s), ue(s)) -0 (s,a:*(s),IP’x (s),u*(s))} dW (s)
) ﬂM(S)d(ne 1))~ [ e 2 (5) B (9)) 0(5)
B [0, (5.2°(5), P, () 2°(5))3(5)|
f (S,ZE*<S),P *(s), U ( ))(U(S> }ds
{Ox (S,ZL’ *(s), U *(S)) ¢(S)

+E [aua (5,27(5), Pav o), 0" ()3 7°(5)) ()]
o 0u(5,77(5), Pae ey, 0 () (uls) — () } AW (5)

- M (s)d(n—n")(s), (5.2.8)
[0.4]

ifadesine ulasilir. Ayrica, (5.2.3) kullanilarak asagidaki esitlik yazilabilir:

5, M@ =) = [ M=)

Bu ifade 7 (¢) nin singiiler kontrolden bagimsiz oldugunu gostermektedir. Ustte yer
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alan (5.2.8) esitliginin ilk integral terimi asagidaki sekilde ayristirilabilir:

0
_! / (F(5,2°(5), Pasisyy a”(5)) — F(s5, 2% (), Paogey, w(5)))ds

L / (F(5,2°(5), Paogeys () — £(5, 2 (), Poveyy *(5)))ds

5 [ (62" (5) Bt 05) = 575, Buvo ' (5))ds

+5/0 (f(s,27(5), Par (), u(5)) = f(5,27(5), Par (), u*(5)) ) ds.

Asagidaki modifikasyonlar dikkate alindiginda;

1/ (f(5,2%(5), Proge), u’(s)) = f(s,27(8), Pyosy, u’(s)))ds
N / / [fo (5,27(s) + MY (s) + ¢(5)), Prosy, u’(5)) (77(s) + ()] dAds,

1/ (f(s, ze(s),Pxe() ue(s)) f(s,a:e(s),Px*(S),ue(s)))ds
- / / Ouf (5,2(5), Par ey 0 (5) () (3(s) + 3(s)| dAds,

6/ (8, 2%(8), P (), u?(5)) — f(5,27(8), Py, u*(5)))ds
[ U579 Borg 61 4 200005) = 9) 015) = (5] s,

benzer iligkinin o i¢in de saglandig1 goriiliir. Boylelikle, asagidaki esitsizlik elde
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edilir:

E

sup h%)ﬁ]
s€[0,¢]
t 1 )
<cow) [E [ [ 10 (527060 42005 4 606D, Bor () ) s
0 0
t 1 R
+E/0 /0 E‘a“f(s’xg(s)’Px*(s)+wﬁ(s)+$(s))7UG(S);f*(S)We(S)‘zd)\ds
t 1
+E/O /0 ‘UI (S,x*(s) + A0(v(s) + ¢(3))7Px9(5),u9(8)) 70(8)‘2d)\ds
t 1 N
E E
)]

sup ‘69(3)|2” .

s€0,t]

2
9o (s, 2 (s), P o (5)42065(5)+8(s)) u’(s); UU*(S))’YH(S)’ dAds

+E

Burada,

Be) = / t / . (5,2°(8) + A0((5) + 6(5)), Pae 9, 1’ (5))
= o (5,27(5), Par (o), u"(5)) | 6(s)dAds
+ /Ot/olﬁ [@f(saze(s)vPx*(s)ﬂe(ae(s)w(s)),UQ(S);ﬂ?*(S))
— S (5,27(8), Pye (), u*(5);;77(5) ) | d(5)dAds

o [ o (5.9 +200°(6) + 65, Purio ()
— 0, (5,27(8), Pyr(s), u'(5)) | o(s)dAdW (5)

+ /0 /0 O (8,27(5), Pors), u* (s) + A0(v(t) — u*(t))
— 0y (5,27(8), Por(s), ' (5)] (0(t) — w*(t)) AW (s).

97



f ve o fonksiyonlarinin (z, u, u) ya gore tiirevleri Lipschitz siirekli oldugu i¢in

lim F

0—0 5€[0,T]

sup ‘69(3)|2] =0

sonucu elde edilir. Ayrica, f ve o fonksiyonlar1 (x, 11, ) ya gore sinirli oldugundan,

Vt € [0, T] i¢in asagidaki esitizlik yazilabilir:

E

sup |69(3)‘2] } )
s€[0,t]

sup ‘76(5)‘2] < c(t) {E/O }76(5)}2d5—|—E

s€[0,¢]

Bu esitsizlige Gronwall Lemma uygulanirsa,

sy o

esitsizligine ulasilir. Son olarak, ¢ = 7" alindiginda ve 8 — 0 i¢in Lemma 5.2.2 nin

E

sup Wsﬂ < o(t)E

s€[0,t]

ispati tamamlanmuis olur. U
Lemma 5.2.3 Herhangi (u(-),n(-)) € Uy xUs icin asagidaki esitsizlik gerceklenir:

0 < E{ s (a"(T), Poey) + E (90 (), Povir)) | 6(T)
+ /0 (90 (.27 (8), Pas iy w* (1) S(1) + E [0,9 (8,77 (8), Py, @ (1); 27 (1)) ] H(1)
+gu (8 27(8), Por ey, w' (1)) (u(t) — (1))t }

b E / (- ) (@), (5.2.9)
[0,1]

ispat. (5.1.4) ve (5.2.3) dikkate alindiginda, asagidaki esitsizlik dort boliimde ince-
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lenebilir:

=L+ 1L+ 13+ 1, (5.2.10)

I1k terim incelemesi asagidaki gibidir:

I

E
B
E

5
5=
=3
~
8
G
|
e
5
*
=3
=
&*
3

v
B [ B0, (D). Bty sy soysa” (D) BGT) + BT )

E / [ (2°(T) + MOAT) + (D)), Paviy) 6 (T) + $(T))dA.
(5.2.11)

Ikinci terim incelemesi asagida belirtildigi gibidir:

Iy

E / [0t 2°(2), Paogey, w2 () — glt, 2* (), Pyeoy, u”(1))] dt

E [ [gt.2%(t),Puogy, u’(t)) — g(t, 2 (), Py, u (t))] dt

S

E | [g(t,a®(t), Pay, u’ (1) — g(t, 2" (), Poery, w”(1))] dt

1

E[ﬁug(t, a’ (t)a Py (H)+N(70 (1) +d(t)) u’ (t))@(ﬁe (t) + q?(t))dkdt

!

S— S—

E

T 1

(g2 (t, 2% (8) + M0V (1) + 6 (1)), Pan oy, (£))0(7" () + b(1))dAdlt.
(5.2.12)

E

S— o— S— S—
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Benzer bicimde, iiclincii terim asagidaki gibi elde edilir:

T rl
= E/ / Gu(t, 2" (), Py (), u” (t) + A0 (v(t) — u*(1)))0(v(t) — u(t)))dAdt.
o Jo
(5.2.13)
Dérdiincii boliim incelemesi i¢in (5.2.2) iligkisi ele alindiginda, herhangi 7(-) € Us

i¢in;

esitligi yazilabilir. Bu esitlik kullanilarak, 7, asagidaki forma dondisiir:

I,=F /[O . (t)d (n” —n*) (t) = 0F / ((t)d(n —n*)(t). (5.2.14)

(0,7]

Elde edilen yeni doniisiimler (5.2.10) de tekrar yazilirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir:

Burada,

1
A (t) = E/O E[0,1) (2°(T), By (20030 (r)aryy; () 7 (T)dA

T
+ E/ / E[0,9(t, x’ ), P *(t)+/\9(~/9(t)+¢(t))7Ua(t»/’ye(t)d)‘dt
0

T 1
LB / / (00 (t, 2 (8) + M0 (1) + D(1)), Py, w ()7 (£) AL,
0 0
(5.2.16)
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Lemma  5.2.2 de (5.2.6) yaklasimindan da  goriildigli  iizere
limgy_,o [SUPogth !79 (1) |2] = 0 dir. Ayrica, ¢ ve g fonksiyonlarinin (z, u, u) ye

gore tlirevleri sinirl oldugu icin asagidaki esitlik elde edilir:

lim Ag (t) = 0. (5.2.17)

6—0

Son olarak, (5.2.6), (5.2.15)-(5.2.17) goz oOniinde tutuldugunda ve tiirevin Lips-
chitz siirekliliginden dolay1 # — 0 igin u®(t) — u*(t) oldugundan Lemma 5.2.3

ispatlanmais olur. U

Ispat Teorem 5.2.1 Itd formiilii ()¢ (t) ¢arpimina uygulanip, beklenen degeri
(expectation) alindiginda asagidaki ifadeler elde edilir:
E(®(T)o(T)) Efo O*(t)dop(t —i—EfO (t)dd*(t)
+ B fy Q) {ow (t,27(), Parn, w (1)) 6(1)
+ B [Qp (£, 2% (), Py oy, 0 (£); (1)) 5(15)] (5.2.18)
+ 0y (£, 25 (), Pyrgey, w (1)) (u(t) — u'(t)) } dt

=i+ o+ Js.

Burada, J; sektorii agsagidaki gibi genisletilebilir:

= B [y ©(t)do(t)
=B [} o) {fx £), Pory, u (1)) o(t)
+ B [8 f(t,z" t),u*(t);fv\*(t)) o(t)]
+ fult, @ (1), Por oy, w (1)) (ult) — u*(t)) } dt
+E fy ()Mt ) (77 n°)(t), (5.2.19)

= E [y ®(0)fo (t:27 (1), Po oy, () 6(t)dt

B OE [0uf (827 (), Paso, (1) 7(1)) 6(0)|
B [ B(0) full, 2 (£), Baegoy, u(6)) (ult) — u* (1))t
+ B [} @) M(0)d(y — 7))
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Ikinci sektor .J, asagidaki formda yazilabilir:

= E [} o(t)dd*(t

=—Eﬁwﬂuﬁwwm%meDﬂw
B {0 (45 (1), ooy, @ (1) 27 (1) B (1)

(
E [aug(t, TH(t), Pyn ey, W (t); 2*(t))] } dt (5.2.20)

—E [T 6(t)o, (t, 2 ()P (1), U ())Q(t)dt

B [} ¢(H)E [ (1), Paeg, 0 (0); 2* (1) Q(0)|
—E [} ¢(t) gm( ), ut(t)) dt
—E [l ¢(t)E[D ), x*(t),a*(t);x*(t))} dt.

Benzer bicimde, J; sektorii asagidaki gibi ifade edilir:

Jy = E/o Q(t)oy (t, 2™ (1), Pyriry, u(t)) ¢(t)dt
+E/Q®E%Mﬁ®ﬂwwwﬁ®WMﬁ

" / Q) (1), Py ey, u (1)) (ult) — u(t))dt.
(5.2.21)

Elde edilen sektorler iizerinde Fubini Teoremi uygulanir ve beklenen deger E [-] nin

9 N 9

ile sadece rastgele degiskenler iizerinde rol oynadig1 diisiintiliirse, asagidaki
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esitliklere ulagilir:

B[ ®OF [0,0.5°0), B 0 50)500)]

_g/¢ 0,71, (1), B0, (1): 2(0)B(1)]
/ Q) a o (1,2 (1), Pye oy, (1), (1)) Zs(t)] dt

_E/¢ 8atx mmwmwﬁw»@ﬂﬁ

Ayrica, (5.2.19)-(5.2.21) esitlikleri dikkate alindiginda ve final zamanindaki ®
fonksiyonu (I)(T) = Yy (x*(T)a]P)x*(T)) [;ﬂ# (A*( ) z*(T); L (t))] goz

oniinde tutuldugunda asagidaki esitlige ulasilir:

E {wm 2 (1), Poery) + E [0 (F(T), Por(ry; (1)) ] ¢(T)}
_E /0 (1) i (1, 2" (), Par oy, u(8)) (u(t) — w*(1))dt

Son olarak iistteki esitlife Lemma 5.2.3 uygulandiginda,

0< E/o B(t) fu (¢, 2% (), Pyeqry, u*(t)) (u(t) — u*(t))dt
+ E/o Q(t)oy (t, 3% (t), Pyeiry, u* (1)) (u(t) — u*(t))dt

+ E/ Gu (£, 2 (£), Py, w (1)) (u(t) — u*(t)) dt
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esitsizligi elde edilir. Boylelikle, Teorem 5.2.1 ispatlanmis olur. U

5.3 McV-SDEs Icin Optimal Singiiler Kontroliin Yeterlilik

Kosullar:

Bu alt boliimde, McKean-Vlasov dinamikleri tarafindan idare olunan sistem-
lerde optimal stokastik singiiler kontrol i¢in yeterlilik kosullar1 elde edilecektir.
Hamilton ve ¢ fonksiyonlari iizerinde bazi1 konvekslik kogsullar1 altinda gereklilik
kosullarinin ayn1 zamanda optimallik i¢in yeterlilik kosullar1 oldugu ispat edilecek-
tir.

Eger her (z, 1), (2, 1) € R x Q2 (R?) i¢in f : R x Q2 (RY) — R? fonksiyonu

konveks ise asagidaki esitsizlik yazilabilir:

F@ 1) = o) > folw,p) (@ = 2) + E[0,f(z, 1) (X' = X)].

Burada, u = Py, ve i/ = Py dir.

Kosul (K3): (-,-) :R xR —Rve H(t,-,-,-,®,Q) : R x R x U; — R fonksiy-
onlar1 asagidaki ozellikleri saglar:

e (-,-) foksiyonu (z, i) ye gore konvekstir.

e Ht,- - -, ® Q) fonksiyonu (z, u, u) ya gore konvekstir.

Teorem 5.3.1 Kabul edilebilir kontrol ¢ifti (v(-),&(:)) € Uy X Uy olmak iizere
2%4(+) ve (®V(+), Q¥(+)) strastyla (5.1.1) ve (5.1.15) in (v(-),&(+)) ve karsilik ge-
len coziimleri olsun. (KI)~(K3) kosullart saglansin ve singiiler kontrol ikilisi

(v(-),€()) , herhangi (u(-),n(-)) € Uy x Uy igin

0 < B [ 030, o, o070, Q1) ult) = ole))

.y [ /[ {0+ MOP ) (=) 0 (53.1)
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esitligini saglar. O halde, (v(-),&(+)) bir optimal kontroldiir ve

J(v(-),€() = inf J(ul-),n()) - (5.3.2)

(u(-):n(-)) €t xUs

Ispat. Herhangi (u(-),n(-)) € Uy x U, icin (5.1.3) dikkate alindiginda, asagidaki
ifade elde edilir:

J(u(-),n() =7 (v(-),£()
=FE [w(a:U,W(T), IP>acvv’7(T)> - ¢<xv’£(T)7 Pm”vE(T))}

T
+E/ |:g<t7 x“ﬂ?(t>7 ]P)r”v"(t): u(t)) - g(t7 xwé (t)v ]P):Jc'“’ﬁ(t)u U(t))} dt
0

+E [t = )(0),
[0,7]
Kosul (K3) goz 6niinde bulunduruldugunda,

J(u(-),n() = J (v(-),£())

> B |(6a(a"4(T), Pve(ry) + B [0u0(F(T), Pyvsry; 2 (1)) (@1(T) = 2°4(T))
+E [ (gt 21(t), Pawney, u(t) — glt, 2% (), Pyuegsy, v(t)] dt

FE [y (00— )(1)
(5.3.3)

ifadesi elde edilir. Ayrica, asagidaki esitlik dikkate alindiginda,

" (t) — $U’£(t)

t

[f(87 xu’n(S% qum(t), u(s))) - f(S, xv7§<8)7 ]P)x“*{(t)v U(S))] ds

—~
~+

I
S~

t

[o(s, 2" (8), Pun(ey, u(s)) — (1, 275 (5), Pyoc(ry, v(s))] dW (s)

+
S—

M(s)d (n =€) (s)

+
=~
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ve ®V(t) (2% (t) — x> (t)) carpimuina kismi integrasyon uygulanirsa
E [2°(T)(z""(T) — 2"(T))]
= E [ ®(t)d(x"(t) — 2V4(t)) + B [ (z47(t) — 2€(t))dD" (¢)

FE [17 QU(t) [0 (£, 2"7(t), Pyuingry, u(t)) — o (t, 28 (t), Pyuery, v(t))] dt

- A1+A2+A3
(5.3.4)
ifadesine ulasilir. Burada, ilk sektor A; asagidaki gibi genisletilir:
Ay = B [ @(t)d(an(t) — av4(t))
=L foT Pv(t) [f(ta T (t), Pyumey, u(t)) (5.3.5)

— Pt (1), oy, 0(8)] dt 4 B fiy 1 @M (1) (n— €) (1).
Ek denklem (??) dikkate alindiginda, A, sektorii asagidaki forma dontisiir:
Ay = B [ (z7(t) — 2v(t))dD* (t)

= A5 fOT(x“’"(t) — z(t)) [Ho(t, 275(t), Pyoery, v(t), @V (), Q¥ (1))

+ E\(a,uH(t? s (t)a ]P)Evvf(t%/ﬁ(t)? P (t)v Qv(t)v ) I*<t>))i| dt.
(5.3.6)

Benzer bicimde, son sektor agsagidaki gibi elde edilir:

T
A; = FE / Q' (t)o (t, z™"(t), Pyuin(ey, u(t)) dt (5.3.7)
0

-~ B /0 QV(t)o (£, 2°5(8), Pavegy, v(t)) ).
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Genisletilmis sektorler (5.3.4)-(5.3.7) ile birlestirilirse, asagidaki forma ulagilir:

E(2*(T)(z""(T) — 24(T)))
= E [ (H (t,2%7(t), Pyungey, u(t), 2°(1), Q" (t))
— H(t,2"%(t), Ppoery, v(t), D°(t), QV(t)))dt
= E [y (2"7(t) = 2"$(1)) [Ha(t,2"5(1), Paoe(n, 0(t), (8), Q“(2))
+ B0, H(t, (1), P, B(E), (1), Qv(t)))] dt
— E [y g(t,2"7(1), Powny, u(t))dt + E [y g(t, a"4(8), Pyve(ey, o(0))dt

+E [ @ (OM(t)d (n — &) (1)
(5.3.8)

Ayrica, (5.3.3)—(5.3.8) birlikte ele alindiginda asagidaki esitsizlik elde edilir:

T (u(-),n()) = T (u(),60)) = B Jy (H (t,2%7(1), Py, ult), (1), Q" (1))
— H(t,2"4(t), Pyocry, v(t), @°(t), Q¥(t)))dt
— E [y (247(t) — a$(t)) [Ha(t, 2"4(1), Pyvey, 0(t), @ (1), Q“(1))
+ E(0,H(t, 2%4(t), Pauc (s, 0(t), @ (2), Q”(t)))]] dt

+ E Jior(L(t) + 2 (@) M(2))d (n — &) (t).

(5.3.9)
Son olarak, (5.1.3) ve (5.3.9) kulanilarak nihai forma ulagilir:
),1 J(v(‘),ﬁ(-))
> E/ Hy(t, 275 (t), Pyogy, v(t), @°(¢), Q"(¢)) (u(t) — v(t))dt
4) O+ @ OMO) 0 -6 1) (53.10)

Singiiler kontrol (u(-),7n(-)) kontrol edilebilir 2/, x U, kiimesinin keyfi elemant
oldugu igin ve (5.3.1), (5.3.10) birlesiminden, herhangi (u(-),n(:)) € U; X Uy igin
asagidaki esitsizlik elde edilir:

J(u(-),n() = J (v(-),£(:)) = 0.

Boylece, istenen (5.3.2) sonucuna ulagilir. U
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5.4 Uygulama: Ortalama-Varyans Portfolyo Secim Problemi

Bu alt boliimde, Markowitz’ in ortalama-varyans portfolyd se¢im problem-
ine, elde edilen optimalligin gereklilik ve yeterlilik maksimum prensibi uygu-
lanacak ve optimal portfolyé secim stratejisi geri bildirim formunda acik ifade-
siyle gosterilecektir. Degerleri stokastik prosesler olan bono ve hisse senet-
lerinden olusmug sanal bir finans market géz oniine alinsin. Bu menkul kiymetler;
degerlemeleri farkl diferansiyel denklemler ile ifade edilen iki baglik altinda ince-

lenebilir:

(i) Bono: Degeri Ry(t) olan ve asagidaki adi diferansiyel denkleme (ODE) gore

degisen risksiz bir yatirim aracidir.
dRy (t) =~v(t)Ro (t)dt, t € [0,T], Ry (0) > 0, (5.4.1)
Burada, 7 (+) : [0,7] — R, yerel sinirli siirekli bir dererministik fonksiyondur.

(ii) Hisse Senedi: Degeri R; (t) olan ve asagidaki stokastik diferansiyel denkleme

(SDE) gore degisen riskli bir yatirim aracidur.

dR, (t) = <(t)Ry (t) dt + o ()R, (t) AW (t), Ry (0) > 0. (5.4.2)

Hisse senedi degerlemesi R; (t) > 0 yi her ¢t € [0,7] de garanti edebilmek igin;
oncelikle ¢(-) : [0,7] — R olacak sekilde bir fonksiyon tanimlanabilir ve o(-) :

[0, T] — R sinirh siirekli dereministik bir doniisiim se¢ilebilir. Boylece,

¢(t), o(t) #0and ¢(t) —y(t) > 0, Vt € [0, T].

Baslangig degeri 2%"(0) = x5 > 0 ve G > 0 olsun. Ustteki (5.4.1) ve (5.4.2)

denklemlerinin birlestirilmesiyle asagidaki varlik dinamikleri elde edilir:

da(t) =~ (O)z () dt + u(t) [(¢(t) = (t) dt + o (t)dW (£)] + Mdn(t),

z%¢(0) = zo.
(5.4.3)
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Burada, 7(t) faiz orani, ¢(¢) agir1 getiri oran1 ve o () hisse fiyatlarinin dalgalanmast

(volatilite) olarak ele alinmistir.

Ortalama-varyans probleminin kontrol edildigi maliyet fonksiyoneli agsagidaki for-

mdadir:

0 10) = GVare D) ~ @) + F [ i) G40

Burada, baz1 § > 0 igin 2% (t) varlik prosesi u(t) degeri ile kontrol edilir. Ustte

ifade edilen maliyet fonksiyoneli daha acik formda asagidaki gibi yazilabilir:

T (()n() = E Qx”vﬂ(T)?—W(T)] Py E / (t)dn (o)

2 2 0,7
(5.4.5)
Burada, 1 (T) = E(z*"(T)),
Uy xUs : R x R nin kompakt ve konveks bir alt kiimesi.
Uy X Uy : Kabul edilebilir F;—predictable portfoly6 stratejileri (u (-),n(-)) nin
U, xUs de deger aldig1 kiime.
Hamilton fonksiyoneli (5.1.12) asagidaki gibi ifade edilir:

H (t, 2, p,u, @, Q) = [y()x(t) + (s(t) — (1) u(®)] 2(t) + o (H)u(t)Q(t). (5.4.6)

Maksimum kosulu ((5.2.1), Teorem 5.2.1)" e gore ve (u*(:),n*(-)) optimal
oldugundan asagidaki esitlik yazilabilir:

(s(t) = (1)) @*(t) + o(1)Q"(t) = 0. (5.4.7)
Ek denklem agagidaki gibi ifade edilir:

49" (t) = (D@ (1)dt + Q" (AW (1),
(5.4.8)
() = 8 (a*(T) — " () — 1.

Burada, ¢(z, p) = S2% — x — $2.

Ustteki (5.4.8) denklemini ¢ozebilmek ve optimal portfolyd stratejisi (u*(+), n*(+))
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ni bulmak i¢in ®*(¢) prosesi asagidaki formda kabul edilir:

O*(t) = yr ()™ (t) + v ()™ (1) + y3(1), (5.4.9)

Burada, y;(+),y2(-) ve ys(-) diferansiyellenebilen deterministik fonksiyonlardir.

Varlik dinamikleri (5.4.3) dikkate alindiginda asagidaki denklem elde dilir:

d(p* (1)) = y(O)p"(t) + ((t) — v (1) E(u(t)] dt + Gdn(t).

Konjektiir formu (5.4.9)’ a varlik dinamikleri (5.4.3) dikkate alinarak Itd formulii

uygulanirsa asagidaki (SDE) elde edilir:

d®*(t) = yi (t) {y(0)2* (t) + (s(t) — y())u" ()] dt + o (t)u" (£)dW (1)
— Gdn(t)} + =" (t)y (t)dt

+ya(t) [Y(Op" (1) + (s — y(0) E(u(t))] dt

— ya(E)Mdn(t) 4 1 (t)yh(t)dt + y5(t)dt,
(5.4.10)

Burada, v (t), y5(t), ve y4(t) sirastyla yy(t), y2(t) ve y3(t) nin ¢ ye gore tiirevlerini
gostermektedir. Boylelikle, (5.4.10) yardimiyla agagidaki denklem elde edilir:

(o (1) = {y (1) (2" (1) + (5(1) = 4 (1) w ()] + 2" (£} (1)
+a(t) [v(Op" (1) + (<() = v(0) E(u(t)] + ya(t)u () + y5(t) } dt

— (W1 (8) + 92(1))Gdn(t) + yo(t)o (H)ur (1)dW (1)

O*(T) = yu(T)x*(T) + yo(T) " (T) + y3(T),

\

(5.4.11)
Ayrica, (5.4.11) ve (5.4.8) birlesiminden
= ()2 (t) = 1 (t) [y ()™ (£) + (<(2) — y(E)u” (B)] + 2" ()y1 (t)
(5.4.12)
Fy2(t) [y (8) + (<(t) = () E(u(8)] + ys ()™ (8) + y3(1),
Q*(t) = yu(t)o(t)u" (). (5.4.13)

denklemleri elde edilir. Ustte (5.4.11 de ®*(¢) nin final kosuluna dikkat edildiginde
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asagidaki sonuglara ulasilir:

Bunlara ek olarak, (5.4.12) ve (5.4.9) nin birlestirilmesiyle, y;(-),y2(-) ve ys(-)

fonksiyonlarinin asagidaki (ODESs) yi saglayacagi sonucuna varilir:

p

ni(t) = =2yt (1), »(T) =
Yo(t) = =27(t)y2(t), 9a(T) =
y3(t) = =(D)ys(t) + () (v (1) = <(t))U*(t) +u2(t)(v(t) = () E(u” (1)),
y3(T) -1
(5.4.15)
Ustteki (ODESs) in ilk iki denklemi ¢oziilerek;
y1(t) = —y2(t) = dexp {Q/tT y(s)ds} (5.4.16)

elde edilir. (5.4.7), (5.4.11), (5.4.12) ve (5.4.16) birlikte degerlendirildiginde opti-

mal kontrol asagidaki gibi bulunur:

ut(t) = W(x*(ﬂ — " (1) + y?’(t)). (5.4.17)

Optimal kontroliin u*(¢), beklenen degeri agagidaki gibidir:

E(u*(1) = W“C)T(;)j(t)) Z:Eg . (54.18)

Ayrica, (5.4.15) de iigiincii denklem; (5.4.16) ve (5.4.18) ile birlikte ¢oziiliirse,

ys(t) = —y(t)ys(t), t €[0,T]
ys(T) = -1
olmak iizere, sonucta .
y3(t) = —exp {/ v(s)ds} (5.4.19)
t

¢Ozlimii elde edilir.

y1(t) = —yo(t) oldugundan,singiiler kontrol katsayisi dn(t) sifir olur (5.4.16). Bu
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durum, ek proses ®*(-) n singiiler kontrolden bagimsiz oldugunu gosterir. Optimal
singiiler kontrol n*(-) maksimum sart1 (5.3.4) yi saglasin. Herhangi £(-) € U, i¢in

asagidaki esitsizlik elde edilir:

E [/[Oﬂ(f(t) + Mcp*(t))dn*(t)] > F [\/[;7T}(€(t) + ME(0)de(t)| . (5.4.20)

Burada, ek proses ®*(¢) optimal kontrol u*(-)" a tekamiil eder. Asagidaki kiime

tanimlansin:
D= {(w,t) € Qx[0,T]:(t)+ MP*(t) >0}, (5.4.21)
ve £(+) € Us olmak iizere,

0:if (w,t) €D,
dé(t) = _ (5.4.22)
dn*(t) - if (w,t) € D.

Burada, D kiimesi, ID nin tiimleyenidir. Ayrica, X, fonksiyonu I nin indikator
fonksiyonudur. Ustteki (5.4.20) ve (5.4.22) birlikte ele alindi§inda asagidaki ifade

elde edilir:

0 < E /[ 0+ MO ) (D)
> [ O M)t ) () 0

_ _E / (0(t) + M®* ()Xo (t, w)diy* (2).
[0,T7]

Bu ifade, herhangi t € [0, 7] igin n*(-) mn asagidaki esitligi sagladigin1 gosterir:

B[ () + ME @)t wid (1) 0
(0,77

Bunlara ek olarak, (5.4.21) ve (5.4.22) goz oniinde tutuldugunda, optimal singiiler

kontrol n*(-) asagidaki formda elde edilir:

n*(t) =&(t) + /Ot xp(s,w)ds, t € [0,T7].
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Sonug olarak, optimal portfolyd se¢im stratejisi 2*(+) ve u* () terimlerini igerecek
sekilde acik gosterimleriyle birlikte geri bildirim formunda asagidaki gibi ifade

edilir:

ot

n'(t) = /0 Xp(s,w)ds +£(t), t €10,T].

5.5 Sonuclar

Bu boliimde, genel kontrolli McKean-Vlasov dinamikleri i¢in optimal
singiiler kontroliin gereklilik ve yeterlilik kosullar elde edildi. Olasilik 6l¢iimiine
ve uygun Itd formiiliine gore ¢Oziim prosesinin tiirevleri temel sonucu ortaya
koyabilmek i¢in kullanildi. Tanim kiimesi konveks olmayan singiiler kontrol
problemleri icin Pontryagin maksimum prensibininin bazi optimallik kosullari
olusturuldu. Elde edilen sonuglarin en 6nemli 6zelligi birtakim yeni matematiksel
finans problemlemlerine; ozellikle, fiyat etkili optimal singiiler izleme problemleri
ve kosullu ortalama-varyans portfolyé secim problemlerine agik ¢6ziim vere-

bilmeleridir.
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GENEL SONUCLAR

Tezin ikinci boliimiinde, anahtarlamali sistemler icin lineer kuadratik opti-
mal kontrol problemi ele alinmigtir. Problem; bilinmeyen anahtarlama parametre-
sine bagli ve sabit aralikta bilinmeyen sinir degerlere sahip integrale donstiiriilerek
sonlu boyutlu bir optimizasyon problemine indirgenmistir. Kontrol probleminin
coziimiinde Gradyan Projeksiyon Metodu kullanilarak optimal anahtarlama ani, op-
timal kontrol fonksiyonu ve optimal maliyet degeri bulunmustur. Her bir optimal

argliman uygun araliklarda grafikler lizerinde gosterilmistir.

Uciincii boliimde, sigrama-sistemli orta-alan stokastik diferansiyel denklem-
leri icin optimal siirekli-singiiler kontroliin gereklilik kosullar1 elde edildi. Kontrol
probleminin analizinde maksimum prensip yaklasimi ile karma konveks-spike per-
turbasyon yontemi kullanildi ve elde edilen souglar Markowitz *in ortalama-varyans

portfolyd se¢cim problemine uygulandi.

Dordiincii boliimde, Levy proseslerine bagli Teugels martingaller tarafindan
idare olunan orta-alan ileri-geri stokastik diferansiyel denklemleri icin maksimum
prensip formundaki optimalligin gereklilik ve yeterlilik kosullar1 elde edilmistir.
Kontrol probleminin analizinde konveks varyasyon metodu ve dualite iligkisi
kullanilmigtir.  Elde edilen souguglar Markowitz’ in ortalama-varyans porfolyd

secim problemine uygulanmistir.

Son boliimde, genel kontrollii lineer olmayan McKean-Vlasov tipi stokastik
diferansiyel denklemlerin idare ettigi sistemlerde optimal stokastik singiiler kontrol
problemi icin gereklilik ve yeterlilik kosullar1 elde edildi. Kontrol probleminin
analizinde konveks perturbasyon metodu kullanildi ve ulasilan teorik sonuglar
Markowitz’ in secim problemine uygulanarak geri bildirim formundaki optimal

portfolyd secim stratejisi agik ifadesiyle gosterildi.
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