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BLACK-SCHOLES KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMININ YAPAY
SINIR AGLARI iLE COZUMU UZERINE

Eskiizmirliler, Saadet
Doktora Tezi, Matematik Doktora Programi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Refet POLAT
Yardime1 Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Korhan GUNEL
Ekim 2019

Black-Scholes modeli temettli 6demesi yapmayan Avrupa tipi opsiyonlarin fiyatlarini
hesaplamak Uzere 1973 yilinda Fisher Black ve Myran Scholes tarafindan
gelistirilmistir. Robert C. Merton'un yeni bir ¢6ziim onerisi ile model literaturde Black-
Scholes-Merton olarak isimlendirilmeye baslanmigtir. 1997 yilinda bu galigmalari

sayesinde, Merton ve Scholes, Ekonomi alaninda Nobel Odiilii almislardir.

Yapay sinir aglari (YSA) biyolojik sinir sistemlerinden esinlenerek olusturulan
matematiksel modellerdir. Bu aglar beyin yeteneklerine adaptif olmustur ve bu durum
makineler beyin gibi 6grenir olarak agiklanabilir. Yapay sinir aglart kullanilarak
diferansiyel denklemlerin ¢6ziilmesi 1990’11 yillarda baslamis ve son donemlerde

artmigtir.

Bu c¢alismadaki amag, Black-Scholes Probleminin YSA yontemi ile yaklasik
¢cOziimiinii bulmak ve literatlirde yer alan yaklasik analitik ¢6zimi ile

karsilagtirmaktir.

Anahtar sozcukler: black-scholes denklemi, yapay sinir aglari, pargacik siirii

optimizasyonu, sobol dizileri, halton dizileri, gradyan inis algoritmasi



ABSTRACT

SOLUTIONS WITH ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS ON
BLACK-SCHOLES PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
Eskiizmirliler, Saadet
Ph. D, Mathematics
Advisor: Asst. Prof. Dr. Refet POLAT
Co-Adbvisor: Asst. Prof. Dr. Korhan GUNEL
October 2019

The Black-Scholes model was developed by Fisher Black and Myran Scholes in 1973
to calculate the prices of European options that do not pay dividend payout. After
Robert C. Merton’s proposition for a new solution, the model has been started to be
called Black-Scholes-Merton in the literature. In 1997, Merton and Scholes received
the Nobel Prize in Economics for their work. Artificial Neural Networks (ANN) are
mathematical models inspired by biological nervous systems. These networks have
been adaptive to brain capabilities, thus it can be concluded that the machines learn
like the brain. Solving differential equations using ANN started in the 1990s and

increased in recent years.

The aim of this study is to find the approximate solution of Black-Scholes Problem
using ANN method and compare it to the approximate analytical solution within the

literature.

Keywords: black scholes equation, artificial neural network, particle swarm
optimization, sobol sequence, halton sequence, gradient descent algorithm
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BOLUM 1
GIRIiS

Matematikte herhangi bir degiskenin bilinmeyen bir fonksiyonu ve bu fonksiyonun 0
degiskene gore cesitli basamaklardan tiirevlerini igeren denkleme diferansiyel
denklem denir. Diferansiyel denklemler bagimsiz degiskenlerin sayisina ve igerdikleri
tirevlerin tiirlerine gore adi diferansiyel denklem veya kismi diferansiyel denklem
olarak siniflandirilirlar. Adi diferansiyel denklemler tek bir bagimsiz degisken igeren
denklemler, kismi diferansiyel denklemler ise birden fazla bagimsiz degisken iceren

denklemlerdir.

Glinliik hayatta islerimizi kolaylastiran ve farkinda olmadan defalarca karsilastigimiz
bir¢ok sistem diferansiyel denklemler ile modellenmektedir. Ornegin, Fizikte homojen
olmayan ortamlarda enerji dagilimlar1 (J.E. Macias-Diaz, Héctor Vargas-Rodriguez,
2018), Sosyal bilimlerde yap1 tasariminda karsilagilan baz1 sorunlarin ¢éziimlenmesi
(Jiri Vala, Petra Jarosova, Brno, 2018), Tipta, glukoz-insiilin-karbonhidratlar dinamigi
(Eduardo Ruiz Velazquez, Oscar D. Sanchez, Griselda Quiroz, Guillermo O.Pulido

(2018) vb. modellenmesinde diferansiyel denklemler kullanilmaktadir.

Ekonomide goriilen belirsizlikler ve buna bagl istikrarsizliklarin dogurdugu risk,
finans sektorii ile ilgili modellerde de diferansiyel denklemlerin kullanilmasina yol
acmustir. Bu riskleri azaltmak i¢in, temettll 6demesi olmayan Avrupa tipi opsiyonlarin
fiyatlarin1 hesaplamak Uzere 1973 yilinda Fisher Black ve Myran Scholes tarafindan
Black-Scholes denklemi tanimlanmustir (F. Black, M. Scholes, 1973).

Literatiirde yapay sinir aglar1 kullanilarak diferansiyel denklemlerin ¢6ziilmesi 1990’11
yillarda baglamis ve son donemlerde artmistir. Yapilan ¢alismalara 6rnek olarak; H.
Lee ve I. Kang (1990), calismalarinda sonlu fark esitlikleriyle ¢ozllebilen diferansiyel
denklem c¢6zimini yapay noron kullanarak minimumlastirma algoritmalariyla
cozmustdr. L.P. Aarts ve P. Van Der Veer (2001), yiksek mertebeden kismi tlirevli

diferansiyel denklemlerin ¢6zimiinde ileri beslemeli ag kullanmigtir. A. Malek ve R.S.



Beidokhti (2006), YSA'lar ile yUksek mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢zUmu i¢in
optimizasyon yaklasimina dayali hibrit metot Onermistir. K. S. McFall ve J.R. Mahan
(2009), sinir deger problemleri i¢in YSA modeli olusturmus ve iki ile ii¢ boyutlu, lineer
ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6zUmd i¢in Oneride bulunmustur. A.
Malek ve R.S. Beidokhti (2009), keyfi baslangi¢c ve siir kosullarini igeren kismi

tlrevli diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6zUmU i¢in YSA'lar1 kullanmistir.

M. Otadi ve M. Mosleh (2011), Riccati diferansiyel denkleminin ¢6zimunu elde etmek
i¢in ileri beslemeli geri yayilimli yapay sinir ag1 kullanmiglardir. M.A.Z. Raja ve S.
Ahmad (2014), Bratu tipteki diferansiyel denklemin ¢6ziiminde yapay sinir aglarini
kullanmustir. Onerilen metotta yer alan yapay sinir ag1 i¢in logaritmik sigmoid, radyal
tabanli ve tanjant sigmoid fonksiyonlar1 tercih edilmistir. M.A.Z. Raja, S. Ahmad ve
S.S. Raza (2014), ileri beslemeli yapay sinir ag1 modelinin kullanilmasiyla 2-boyutlu
Bratu esitliklerini ¢0zerek, parcacik suril optimizasyonu (Particle Swarm Optimization)
ve ardisik kuadratik programlama (Sequential Quadratic Program) optimizasyon
metotlar1 ile optimize etmistir. M. Kumar ve N. Yadav (2015), Bratu tipindeki
diferansiyel denklemin ¢6zumiinde Cok Katmanli Algilayici modeli tercih ederek
optimal ¢OzUme ulastiklarini iddia etmislerdir. Caligmalar giliniimiizde yogun bir

sekilde devam etmektedir.

Son donemde YSA ile BS denkleminin ¢6ziimii iizerine yapilan g¢aligmalar
inceleyecek olursak; Xiaoquan Liu, Yi Cao, Chenghu Ma ve Liya Shen (2018)
Wavelet tabanli opsiyon fiyatlandirma modellerinde yapay sinir aglar1 digindaki
modeller ile kendi uyguladiklar1 yapay sinir ag1 modelini karsilagtirmiglardir. Angela
Slavova ve Nikolay Kyurkchiev (2018) Black-Scholes denkleminin klasik volatilite
(dalgalanirlik) katsayisi yerine "leland correction" katsayisi kullanarak hiicresel yapay
sinir ag1 modelini mathematica programi ile ¢0zmuslerdir. Heesung Yun, Sangseop
Lim ve Kihwan Lee (2018) Charter seferlerinin iyilestirilmesi i¢in Black-Scholes
modeli ile yapay sinir aglar1 kullanarak gergek verilerle karsilastirmislardir. Huisu
Jang ve Jaewook Lee (2019) Generative Bayesian yapay sinir modelini kullanarak,
2003 ve 2012 yillar1 arasindaki (S&P 100 Amerikan Satma Opsiyon Verileri) opsiyon
fiyatlandirmalar1 verileri ile karsilastirma yapmislardir. Shuaiqiang Liu, Cornelis W.
Oosterlee ve Sander M. Bohte (2019) Veri-gidumli yaklasimin yapay sinir aglart ile
bir finansal opsiyon hesaplamasini ve diger nlimerik yOntemler ile karsilastirmasini

yapmuslardir.



Bu ¢alismanin 2. Boliimiinde Black-Scholes denklemi ve genellestirilmis hali ile genel
tammlar ve teoremler, 3. Boliimiinde ileri Beslemeli Yapay Sinir Aglar1 (YSA),
YSA’nin genel yapisi, Black-Scholes Probleminin YSA ile ¢oziimiinde kullanilan
optimizasyon yontemleri ayrintili bir sekilde anlatilmistir. 4. Boliimde ise literatiirden
farkli olarak 3. Boliimde ayrintili bir sekilde bahsedilen optimizasyon yontemleri ile
Black-Scholes opsiyon fiyatlandirma modelinin ve daha genel bir yapisinin Yapay
Sinir aglari ile ¢oziimiinde elde edilen sonuglar yer almaktadir. Son boéliimde ise sonug

ve tartigmalara yer verilmistir.



BOLUM 2
BLACK-SCHOLES PROBLEMI iLE iLGILI
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

2.1. Vadeli islemler ve Opsiyonlar

Vadeli islemlere iliskin sOzlesmeler ve opsiyonlar, bir malin sOzlesmede belirlenen
fiyattan, sOzlesmede belirtilen tarihte alim-satimin1 saglayan anlasmalardir. Vadeli
islem sOzlesmeleri, S0zlesmenin taraflarina; belirli bir vadede, 6nceden belirlenen fiyat,
nicelik ve nitelikteki mali, kiymetli madeni, finansal gOstergeyi, sermaye piyasasi
aracini ya da yabanci para birimini bugiinden iizerinde anlasilan fiyattan alma ya da

satma yukumlultgi veren s6zlesmelerdir.

Vadeli islemlerle opsiyonlar arasindaki en buyuk fark, vadeli islemlerde mali alan ve
satan taahhut altindadir. Opsiyonlar ise iki taraf arasinda yapilan ve satin alan tarafa
herhangi bir Uriinl buglinden belirlenen bir fiyat (kullanim fiyati) Gizerinden ileride bir
vadede alma ya da satma hakkini veren bir anlagsmadir. Opsiyonu satin alan, aldig1 bu
hak karsiliginda saticiya prim (opsiyon fiyati) ad1 verilen bir tutar 0demek zorundadir.
Dolayisiyla opsiyon sOzlesmesi, alici tarafin kullanip kullanmamakta serbest oldugu
bir hak iken, saticiyr yukiimlGlik altina sokmaktadar. Iki ana tip opsiyon vardir. Avrupa
tipi opsiyonlar; opsiyonu alan, s0zlesmeye konu olan mal veya kiymeti alma veya
satma hakkini sadece vade bitim tarihinde kullanmasini saglayan opsiyonlardir.
Amerikan tipi opsiyonlar; vade sonu da dahil olmak Uzere opsiyonu alan tarafa satin
alim tarihi ile vadesi arasindaki istedigi herhangi bir siire iginde kullanma imk&nini
saglayan opsiyonlardir. Bir bagka deyisle, Amerikan tipi opsiyonlarda erken kullanim
hakki mevcuttur.

2.2. Black-Scholes Problemi

Black-Scholes fiyatlama modeli, temettli 6demesi igermeyen Avrupa tipi opsiyonlarin
fiyatlarin1 hesaplamak (zere 1973 yilinda Fisher Black ve Myran Scholes tarafindan
Onerilmistir. Robert C. Merton'un gerceklestirdigi farkli bir ¢6ziim Onerisi ile model

Black-Scholes-Merton olarak isimlendirilmeye baslamistir. 1997 yilinda Merton ve

4



Scholes, gerceklestirdikleri bu calismalar sayesinde, Ekonomi alaninda Nobel Odlii

almiglardir.

Black-Scholes Problemi asagida yer alan geri yonlii parabolik problem ile ifade edilir.

(6V+1JS £+rSa—V—TV—O 0<S5<00,0<t<T
dat 052 as T
V(0,t) =0, 0<t<T
L V(S t)~S, §>50,0<t<T
V(S,T) = max(S —E,0), 0<S<o

Burada;

V(S,T) : Opsiyon degeri (option price)

S: Hisse senedinin veya malin cari islem fiyat1 (current stock price)
E: Uygulama fiyat1 (expire price)

T: Uygulama tarihi (expire date)

r: Risksiz faiz orani (risk-free rate of interest),

V(S,T) = max(S — E,0) final kosulu, uygulama zamaninda opsiyon degerinin
maksimumunu  ifade  eder.  Burada max(S — E,0) final  degeri

P(S): = max(S — E, 0) seklinde tanimlanacaktir.

Black-Scholes Probleminde ele alinan

%+22yav+s—_wv—o 0<S<w0<t<T (2.2.1)

denkleminde,

Malin cari fiyatina karsilik gelen S degiskeni yerine x,
Opsiyon degerini ifade eden V (S, t) fonksiyonu yerine V (x, t)
Volatilite (dalgalanirlik) katsayis1 02 yerine A katsayist,

Risksiz faiz oranini ifade eden r katsayis1 yerine sirasiyla B ve C katsayilar1 alinirsa,

Black-Scholes probleminin genel formu asagidaki sekilde olur;

+—A26WH3——CV_0 0<x<00,0<t<T
me) 0, 0<t<T
V(x, t)~x, x—>0,0<t<T (2.2.2)
\ V(x,T) = P(x), 0<x<oo



Burada P(x) = max(x — E,0) dir. Bu durumda (2.2.2) genel formunda A4,B,C
katsayilar1 i¢in uygun tanimlamalar yapilarak Black-Scholes probleminin gergek

finans durumlara karsilik gelen farkli yaklagimlarini elde etmek miimkiindiir.
2.3. Black-Scholes Probleminin Coziimiiniin Varhk ve Tekligi

Ele alinan (2.2.2) problemi geri yonlu parabolik problemdir, yani baslangi¢ kosulu

t = 0 anm1 yerine t = T final aninda verilmistir.

Burada t =T — T doniisimii yapilarak t € (0,T7) zaman degiskeni T € (0,T)
zaman degiskenine doniistiiriiliirse, bu problem V (x, T") fonksiyonuna gore asagidaki

baslangi¢-deger problemine doniisiir.

Vr = BxVy +>Ax?V =CV, 0<x <o, 0ST <T

V(0,T) =0, (2.3.1)
V(x,0) = P(x)

Bu problemin ¢6ziimiiniin varlik ve tekligi, Cauchy-Kovalevskaya (Courant, R. and
Hilbert, D.Methods of Mathematical Physics, Vol.1.New York: Wiley, 1989)

teoreminden elde edilir.

Teorem 2.1. P(x) baslangi¢ verisi x = 0 noktasi civarinda analitik olsun. O zaman
(2.3.1) probleminin x = 0, t = 0 noktasi civarinda tek ¢0zimi vardir ve bu ¢0zim

bu nokta civarinda analitiktir.

ispat: V7 = BxV, + %szvxx —CV, 0<x <o, 0<7 =T denkleminde

z1 =V, 2z, =V, , z3 =V, doniigiimiinii yapalim.

O zaman;

Vr = f(T,x,2,25,23) = —Czy + Bxz, + %sz% denkleminin f sag taraf
fonksiyonu (x = 0,t = 0) baslangi¢ noktasinin her komsulugunda analitiktir. Diger

taraftan P(x) = max{x — E, 0} baslangi¢ verisi x = 0 civarinda analitik oldugundan

"Cauchy-Kovalevskaya" teoremine gore ispat elde edilir. B


http://www.amazon.com/exec/obidos/ASIN/0471504475/ref=nosim/ericstreasuretro

BOLUM 3
MATERYAL VE METOTLAR

3.1. ileri Beslemeli Yapay Sinir Aglar1 (Feed Forward ANN)

Yapay sinir aglar1 (Neural Networks - NNs), insan beyninin 6zelliklerinden biri olan
O0grenme yolu ile yeni bilgiler tiiretme, yeni bilgiler olusturma gibi yetenekleri bir
yardim almadan otomatik olarak ger¢eklestirmek amaci ile gelistirilen, biyolojik sinir
sistemlerinden esinlenlenerek olusturulan, bilgisayar sistemleridir. Yapay sinir
aglarinin baglangic1 noérobiyoloji bilimine insanlarin ilgi duymast ve elde ettikleri

bilgileri bilgisayar bilimine uygulamalar1 ile baglamistir.

Yapay sinir aglari, insanlar tarafindan yapilan Ornekleri kullanarak olaylar
Ogrenebilen, cevredeki olaylara karsi nasil tepkiler iiretilecegini belirleyebilen
bilgisayar sistemleridir. Biyolojik sinir aglari sinir hiicrelerine sahiptir. Benzer sekilde
yapay sinir aglar1 da yapay sinir hiicrelerine sahiptir. Yapay sinir hiicreleri mithendislik
biliminde proses (process) elemanlari olarak da isimlendirilmektedir. Her proses

elemaninin bes temel bileseni vardir. Bu elemanlar;

Girdiler: Bir yapay sinir hiicresine (proses elemanina) disaridan gelen bilgilerdir,

bunlar yapay sinir aginin 6grenmesi istenen 6rnekleri tarafindan belirlenir.

Agirhiklar: Agirliklar bir yapay hiicreye gelen bilginin hiicre iizerindeki etkisini
gosterir. Agirliklarin biiyiik ya da goreceli olarak kiigiik olmasi bilginin 6énemli veya

Onemsiz oldugunu belirtmez. Agirliklar degisebilir veya sabit degerler alabilirler.

Toplama fonksiyonu: Bu fonksiyon, bir hiicreye gelen net girdiyi hesaplar. Bunun
icin degisik fonksiyonlar kullanilmaktadir. En yaygmn olami agirlikli toplami
hesaplamaktir. Burada her gelen girdi degeri kendi agirligi ile ¢arpilarak toplanir ve

aga gelen net girdi hesaplanmus olur.

Aktivasyon Fonksiyonu: Bu fonksiyon hiicreye gelen net girdiyi belirleyerek
hlcrenin bu girdi sonucunda iiretecegi ilgili ¢giktiy1 belirler. Aktivasyon fonksiyonu
olarak ¢iktiyr hesaplamak ic¢in degisik fonksiyonlar kullanilmaktadir, ¢ogunlukla

sigmoid fonksiyonu kullanilmaktadir.



Hiicrenin Ciktisi: Aktivasyon fonksiyonu tarafindan belirlenen degerdir, Uretilen g1kt

dis diinyaya veya baska bir hiicreye iletilir.

YSA, insan beyni ve sinir aglarindan esinlenilerek matematiksel olarak modellenmistir,
olusturulan matematiksel modeldeki yapay sinir hiicresine “perceptron” adi verilir.
Perceptron, néron adi verilen “hesaplama birimlerinden” olusur. Her ndron reel-
degerli baz1 “girdilere” sahiptir, her bir girdi buna karsilik gelen bir katsayi ile ¢arpilir
ve bu carpimlarin toplami “bias” ad1 verilen bir degere eklenir. Hesaplanan bu degerler
aktivasyon fonksiyonundan gegirilerek her bir ndéronun “reel degerli ¢iktis1”, ileri
beslemeli olarak elde edilir. Birgok uygulamada aktivasyon fonksiyonu olarak sigmoid

fonksiyonu kullanilir ancak farkli fonksiyonlar da kullanilabilir.

Ogrenme siireci optimal katsayilarmn (synaptic weights) bulunmasidir. Eger bu siirec
bilinen ¢ikt1 ile hesaplanan giktilarin hatasinin minimizasyonuna dayaniyorsa, buna
O0gretmenli 6grenme (supervised learning), aksi durumda ise yani bilinen ¢ikt1 yoksa

buna 6gretmensiz 6grenme (unsupervised learning) denir.

“coklu-girdili-tek ¢iktili” ¢ok katmanli ileri beslemeli aglarda geri besleme dongiisii

ve sonraki tabaka i¢in néronlarin ¢iktisi yoktur. Bu tiir aglar li¢ katmandan olusur.

Y SA yOntemi ile ele alinan problemlerin sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi asagidaki

teoremlere dayanur.
Teorem 3.1. f: [0, 1]™ — R keyfi, siirekli fonksiyonu igin g: R = R ve

S;:[0,1] = [0,1], (i =0,1,...,2n) fonksiyonlar1 ve 0<V; <1 (j=0,1,...,2n)

sabitleri vardir, Oyleki;

£y, X, o %) = X220 9[27=1V;Si(x;) + b;] dir. (Shekari Beidokhti, R.ve Malek,
A.,2007)

Teorem 3.2. f:[0,1]™ — R keyfi, siirekli fonksiyonu ve S: R — R sinirh fonksiyonu
ve € >0 igin, H dogal sayis1 ve b;,V,w;; (i=12,...,H; J=12,...,n) reel
sabitleri vardir. Oyleki;

|f(x1; Xg, ey Xp) = Xty ViS[(Z?zl Wijxj) + bi] | < € esitsizligi saglanir.

(Shekari Beidokhti, R.ve Malek, A.,2007)



3.2. Yapay Sinir Ag1 Yonteminin Genel Yapisi

Y SA yontemi ile bir problemin yaklasik (sayisal) ¢dzlimiiniin nasil elde edilebilecegini

asagida ele alinan baslangig, sinir-deger problemi {izerinden agiklanabilir.

u Ju
{ Fr F(t,xl, ...,xn,a—xi),x = (X1,X9, ., Xp) EQ,t = t;>0
u(x, ty) = I1(x), x €N
k B(x,t,u) =0, x€dN,t=>ty>0

Burada F,I ve B sirasiyla kaynak (source), baslangi¢ ve siir fonksiyonlaridir ve
bilinen degerlerdir. u(xy, x5, ..., X, t) ise aranan ¢6ziim fonksiyonudur. YSA yontemi
ile bu problemin yaklasik ¢ézlimiiniin bulunmasi temelde iki asamadan olusur. Birinci
asama, ¢oziim fonksiyonunun problemde verilen u = I baslangi¢ ve B(u) = 0 smir
kosullarin1 saglayan yaklasik ¢6ziim fonksiyonu yani deneme fonksiyonunu (trial

function) tanimlama kismidir. Deneme fonksiyonunun yapisi asagidaki sekildedir.
Yi(x,t,p) = Yi(x, t,1) + (t — to)Ys(x,t, B)Net(x, t; p).

Burada Y;(x, t, I) fonksiyonu yaklasik ¢6ziimiin baslangi¢c kosulunu saglayan kismu,
Yg(x,t,B) ise smir kosulunu saglayan kisimdir. Net(x, t;p) ise YSA ¢ikti
fonksiyonudur ve Teorem 3.1 ve Teorem 3.2’ye gore tanimlanir. Black-Scholes

Probleminin ¢dziimii i¢in tezde onerilen YSA topolojisi Sekil 3.1’de verilmistir.

Girdi Katmani Aktivasyon Fonksiyonu
Ara Katman

21 =M. 4wt + B

»| f(z1)

o Cikti Katmani
- f(22) L5 Net(xz ,t ;p)

Sekil 3.1. Black-Scholes Problemi iin ileri Beslemeli YSA’nin sematik gOsterimi



Sekil 3.1 ile verilen topolojide yapay sinir ag1 ¢iktisi p = p(@, w, Q, B) igerisinde
(a,w,Q,F) bilinmeyen parametrelerini  bulunduran parametre  vektorudur.
p vektoriiniin bilinmeyen bilesenlerinin degerleri, Y; yaklagik ¢oziimiini u ¢6ziimiine

yaklagtiracak sekilde belirlenebilir.

YSA yonteminin ikinci asamasi ise bu p bilinmeyeninin belirlenmesi asamasidir.
Bunun i¢in bazi optimizasyon araglar1 kullanilir. Bu asamada, tanimlanan bir hata
(penalty, cost) fonksiyonunun minimum degeri asagida tanimlanan minimum problemi

tizerinden elde edilmeye ¢aligilir.

p*=minE (x, t,p),

tmax 2
aY; ay,
E(x,t,p) = f f (—t— F xlxna—xt>> dxdt
i

to -0

1/2

Bu formiildeki minimizasyon siireci, bu sinir agindaki 6grenme prosediirii olarak

algilanabilir. Bu siiregte bilinmeyen parametrelerin optimal degeri p* elde edilir.

YSA yonteminin yukarida 6zetledigimiz iki asamasini asagidaki parabolik ve adi

diferansiyel denklemler i¢in verilen baslangig-deger problemleri tizerinde inceleyelim.

Ornek 3.1: Adi Diferansiyel Denklemler icin baslangic-deger problemi

dy
E _f(t y), t € [to, tmax]
y(to) =Y,

Problemi verilsin. Bu durumda yaklasik ¢6ziim asagidaki sekilde tanimlanir.
Y.(t,p) =Yy + (t — to)Net(t, p)

Y. (t,p) yaklasik ¢oziimiiniin baslangi¢c kosulunu sagladigi agiktir. O halde asagidaki

minimizasyon problemi tanimlanir.

. - . dY (t ) p) - 2 =y
min E5) = min Z — LB (e, 9)| (- EG)
j=1
Burada{ } =1 [to, tmax] araligindaki belirlenen kollokasyon noktalaridir.
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Ornek 3.2: Parabolik denklem icin baslangic-deger problemi

u; = ku,,, + F(x,t), x € (0,1), te(0,7)
u(x,0) = g(x), x € (0,1)
u(0,6) =0, u(l,t)=0, te(,T)
problemi verilmis olsun. Uyum kosullarindan g(0) = g(1) = 0 elde edilir. Bu
problemin u = u(x, t) ¢dziimiine karsilik gelen deneme fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanir.
Yr(x,t;9) = g(x) + xt(x — 1)Net(x,t; p)

Yr(x,t; p) deneme fonksiyonunun baglangi¢ ve smir kosullarim sagladigi agiktir.
Burada p bilinmeyen vektoriiniin bulunmasi i¢in agagidaki minimum probleminin

¢oziilmesi gereklidir.

p*=minE (x, t,p),

1/2
5 /

aY. 62Y
A7 o F(x,t)| dxdt

0x?

T 1
EG) = ff
00

3.3. Black-Scholes Probleminin fleri Beslemeli Yapay Sinir Aglar ile Sayisal

COzumu

Black-Scholes Probleminin ileri beslemeli YSA yontemi ile sayisal ¢oziimii asagidaki

sekilde elde edilir.

(v 1 9%V v

E-'-EAX a—+BXa——CV_0 0<x<00,0t<T
V(0,t) =0, 0<t<sT

L V(x, t)~x, X—0,0<t<T
V(x,T) =P(x), 0<x<o

Burada P(x) = max(x — E, 0) dir. Ele alinan problemin YSA ile ¢6ziminde temel
nokta, problemin yaklasik ¢O6zUminl ifade eden deneme (trial) fonksiyonu

tanimlamaktir;

p(x,t) = %P(x) + x(T — t)Net(x, t; p)

11



Burada;
e ¢(x,t) final ve sinir kosullarini saglayan yaklasik ¢6ziim fonksiyonudur
¢(0,8) =0, (x,T) = P(x)
e Net(x,t;p), YSA ile elde edilen ¢ikt1 fonksiyonudur ve
Net(x,t;p) = Y0_, arf(21); zx = wit + Qgx + by, seklinde hesaplanr.

e f(z) =1/(1 + e~ %) fonksiyonuna aktivasyon fonksiyonu denir.

e m, YSA’nin ara katmaninda bulunan néron sayisimi belirtmek Uzere, @, w, ﬁ, be
R™ i¢in § = (d,w, Q,b) bilinmeyen parametreler vektériidiir.

Black-Scholes Probleminin YSA ile ¢6zlimii i¢in 6ncelikle Qj sebekesini olusturalim.

Sebeke adim uzunluklar1 h, = x*/N, h, = T/M olmak Uzere,

Qy = [(xi, t)€Q|x; = i.hy, tj = jh,i=0,N, j=0,M |

Qy de tanimli "¢" deneme fonksiyonuna Black-Scholes probleminin YSA ile yaklagik

¢Ozlimii denir.

f
2y,
Tll— mmmmmmmmmmmmmm ;;
" (zi,15) i
e - |
h‘-! { : }
Lj—1p = z . ,
I | |
| 1

| : i
I ! .
| h‘.r : :

——y i

0 ;'I.-'-j —1 ,1,‘\; T *

Sekil 3.2. Black-Scholes Problemi igin sayisal ¢6ziim sebekesinin olusturulmasi
t; R
(p(xi, t]) = F]P(Xl) + Xl(T - tj)Net(Xi, tj; p), (xi, tj)EQH
Burada Net fonksiyonu k = 1,2, ..., m igin zj = wit; + Qi;x; + by olacak sekilde
m
Net(x; t;;p) = Z arf(z)
k=1
yapisindadir.

12



Sayisal ¢ozlim i¢in asagidaki deger (cost) fonksiyoneli tanimlanir.

N M
Lo 1 2 Jde 1 0% o7
E(p) = Ez Z{eij} , el-j = E-I_ EAzxiz OXiZ + Bxia—xi— C(p(xl-,tj)

o = (an, Wy, Qs by) bilinmeyen vektorii, bu deger (cost) fonksiyoneli iizerinden, ele

alinan problem bir optimizasyon problemine doniistiiriilmesi ile belirlenir.
Burada e;; icindeki hesaplamalar asagidaki gibidir:

i) ONet(x,t;:p
2 _ max{x — E,0} — x. Net(x, t; p) + x(T — t)M

dJt o dJt
ONet(x,t;p)
— Q- Z Wi f(z) (1= f(z)
k=1
ONet(x, t;p
o0 (T—t)Net(x,t;ﬁ)+x(T—t)#,xSE
ox ONet(x,t; B
t + (T — )Net(x, t: ) + x(T — t)#,x >E
0%¢ dNet(x,t;p) d%Net(x,t; p)
ONet(x,t; p)
e Z Q. f (zi)(1 — f(zx))
k=1
0*Net(x,t;p) =

> @l f @) (1= F@))(1 - 2 ()

k=1

0x?

Black-Scholes probleminin yaklasik ¢oziimiinii bulma problemi asagidaki minimum

problemine doniistiiriiliir.
3p", E(P") = minE (P)

Bu minimizasyon probleminin ¢6zlimii i¢in literatiirde farkli yaklagimlar mevcuttur.
Bu ¢aligmada tiirev igermeyen en bilinen optimizasyon yontemlerinden olan “Pargacik

Surii Optimizasyonu (PSO)” yOntemi kullanilmastir.
3.4. Parcacik Siirii Optimizasyonu

Parcacik Siirti Optimizasyonu (PSO) bir siirii temelli sezgisel optimizasyon yontemidir.
1995 yilinda Dr. Russel C. Eberhart ve Dr. James Kennedy tarafindan gelistirilmistir.
PSO siiriilerin, 6zellikle kus siiriilerinin davraniglarindan esinlenilerek gelistirilen bir
yontemdir. Siirii icerisinde besine yakin olan kuglarin konumu diger kuslarin

konumlarini belirlemek i¢in bir temel teskil eder.
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Bu algoritmada kus, balik ve hayvan surilerinin bilgi paylasimi yaklasimiyla
cevrelerine adapte olabilme, zengin yiyecek kaynaklarini bulabilme ve avcilardan

kacabilme yetencklerinden yararlanilmistir.

PSO, genetik algoritmalar gibi evrimsel hesaplama algoritmalari ile benzerlik gosterir.
Sistem rastgele ¢oziimlerden olusan bir popiilasyon ile baslatilir ve en iyi ¢ozlim i¢in

nesilleri giincelleyerek arama yapar.

Genetik algoritmalarin tersine PSO’da ¢aprazlama (cross over) ve mutasyon gibi
evrimsel operatorler bulunmaz. PSO’da pargacik (particle) denilen potansiyel

¢cozlmler, mevcut en iyi ¢ozlmleri takip ederek problem uzayinda gezinirler.
Algoritma temel olarak asagidaki basamaklardan olusur;

Adim 1. Rasgele iiretilen baslangi¢ pozisyonlar1 ve hizlari ile baslangig siiriisii

olusturulur.
Adim 2. Siirii icerisindeki tiim pargaciklarin uygunluk degerleri hesaplanr.
Adim 3. Her bir pargacik i¢in mevcut jenerasyondan yerel en iyi (pbest) bulunur.
Sirl igerisinde en iyilerin sayis1 parcacik sayisi kadardir.

Adim 4. Mevcut jenerasyondaki yerel en iyiler igerisinden kiiresel en iyi (gbest)

secilir.
Adim 5. Pozisyon ve hizlar asagidaki gibi yenilenir.

Adim 6. Durdurma kriteri saglanincaya kadar 2-5 adimlari tekrar edilir.

PSO’nun Matematiksel Modeli

7,(t +1) = w.7(t) Atalet terimi (inertia term)
+r1¢:(p,(t) — x,(t)) Biligsel Bilesen (cognitive componenet)
+15¢,(g(t) —x,(t)) Sosyal Bilesen (social component)

nt+1) =xt)+v+1)
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Sekil 3.3. PSO’nun matematiksel modeli

3.5. Sobol ve Halton Dizileri

PSO algoritmasinda yakinsaklik, pargaciklarin baslangi¢ konumlarina baghdir. PSO
yonteminin yakinsakligini iyilestirmek i¢in baslangic pozisyonlari i¢in diizgiin dagilim
uygulamak yerine alternatif baslangi¢ pozisyonlari uygulamak 6nerilebilir. Sobol ve
Halton dizileri bu tiir yaklagimlar i¢in en yaygin kullanilan yaklasik rastlansal (quasi-
random) dagilim dizileridir. Sobol dizisi adini tinlii Rus matematik¢isi Sobol’dan
almistir. Bu diziler, birim araligin art arda daha homojen boliimlerini olugturmak igin

ikilik say1 tabanini kullanir ve ardindan her bir boyut i¢in koordinatlari1 yeniden siralar.
Sobol dizisinin matematiksel formiilii su sekilde olusturulur;

Bir Sobol dizisindeki noktalarin j. bilesenini olusturmak i¢in, Z, alaninda bir dereceli

s;j ilkel polinomunu se¢meniz gerekir.
x4 ay xS ag xS+t ag g+ L
Buradaki @1,j, Qz,j, -, 0s;-1,; Katsayilar1 0 yada 1’dir. Pozitif tamsayilardan bir

{myj, my; ...} dizisi tanimlanir.

— 2 si—1
My j =209, ;My_1,j B 2°0z My ; D ... D 2% 5,1, Mp—g;41,; D

ZSjmk—Sj'j @ mk—Sj,j
Burada @, XOR islemcisidir. Her my,;, 1 < k < s; olmak Uzere tek ve 2¥’dan kiigiik

olmak tizere m, j, m, ; baslangi¢ degerleri serbestce segilebilir.
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Stzde yon numaralar asagidaki gibi tanimlanir:

.=k
Uk,] =k

Sobol dizisindeki x; ; , i. nokta ve j. bilesen

xl’] = ilvl’j @ izvzd‘ @ viry

i = (...i3,13,11), ikili (binary) yazildiginda i, sagdan k. rakamdir.

Ornegin; s; =3,a;; =0 ve a; =1 iken ilkel polinomumuz x3+x+1 olur.
my; =1, my; =3, m3; = 7 den baslayarak yukaridaki formiilden m, ; = 5,

ms ; = 7 bulunur. Buradan da yon numaralar1 bulunur.

v =(0.1); , vy;=(011),
vs; = (0.00111),, ...

v3; = (0.111); , w,; =(0.0101),

Xij =ivy; @ v,y D ..., formllinden ilk birkag noktanin j. bilesenleri asagidaki
gibidir.

0=(0)2, Xo; =0,

1=(1),, x;,; =(0.1), = 0.5,

2=(10),, Xy, = (0.11), = 0.75,

3=(11),, x3; =(0.1), & (0.11), = (0.01), = 0.25,
4=(100),, x4 = (0.111), = 0.875,

5=(101),, xsj =(0.1), & (0.111), = (0.011), = 0.375.

Sobol dizisinin olusturulma algoritmas1 asagidaki adimlardan olusur.
s; € [0,1]
Adim 1: i. sayinin gray kodu hesaplanir
i)
2

Adim 2: hesaplanan gray kodu (h;) ikilik tabaninda gosterilir

h; —» 25-:0 ajzj; Il =log, i]
Adim 3: h;’nin rakamlari ile iligkili yon numaralarinin XOR’u toplanir

U <« av, P ... a,
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Adim 4: u;’nin Oniine bir yarigap noktasi koyulur ve ondalik basamaga doniistiiriliir

l
-j-1 .
S“_Z“jz e w;
=0

Adim 5: Kosul saglaniyorsa algoritma sonlandirilir. Kosul saglanmiyorsa Adim 1’e

gidilerek siireg tekrarlanir ve bir sonraki ardisik s; degeri hesaplanir.

Halton dizileri, ilk defa 1964 yilinda J. Halton tarafindan kullanilmis olup, farkl
tiirden olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip Van Dar Corput dizilerine benzerligi
ile tanmir. Bu algoritma ile Monte Carlo simiilasyonlar1 gibi niimerik metotlar igin
uzayda noktalar Gretilir. Bu diziler deterministik olmasina ragmen biraz tutarsizdir,

birgok amag i¢in rastgele gibi goriiniir.

Halton dizisi Van der Corput dizisinin bir boyuttan n-boyuta genisletilmis hali olarak

kabul edilir. Halton goriiniiste rassal dizi denklemi ile olusturulur.

x; = (@, (1), @y, (1), .o, B, (D)

Burada n problem boyutu, p problem boyutu kadar asal say1 tabanlarini, i dizinin

eleman sayisini, her bir @, (i) o boyuttaki goriinUste rassal diziyi ifade eder.

Halton dizisinin kod algoritmasi asagidaki gibidir.

Girdiler: indeks i; taban b
f<1
r<0
i >0 iken
fef/b
r <1+ f*(imodb)
i « li/b]

r’yi dondur
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PSQO’da parcaciklarin baslangi¢ popiilasyonlarinin Sobol ve Halton dizileri yardimiyla
olusturulmasi sayesinde arastirma uzayinda diizgiin dagilimlardan daha homojen

dagilimlarin elde edilmesi saglanmuistir.

PSO’nun sayisal uygulamalarinda Sobol ve Halton veri setinin olusturulmasi i¢in
MATLAB programinin kiitiiphanesinde hazir bulunan “sobolset” ve “haltonset” sinif

fonksiyonlar1 kullanilmistir. Yaygin kullanim sekilleri,
P=sobolset(N) veya P=haltonset(N)

seklindedir. Burada “N” degeri iiretilecek veri setinin boyutunu ifade eden
parametredir. Ornegin “P=sobolset(3)” komutu ile 3-boyutlu veri kiimesi olusturulmus
olur. Bu smif fonksiyonlari igin daha genis bilgi “mathworks” sirketinin ilgili resmi

erisim sayfasindan (https://www.mathworks.com/help/matlab) veya MATLAB

programinin yardim meniisiinden elde edilebilir.

PSO (Dizgiin Dagilim)

4

pgi¥_ Tw .
0.7} " _—.

0.6 r * ® x

04t % g E
0.3r
0.2 r - e b ®

01} g 2

- x  1-10
) 2 x % 11-50
. 51-100

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.4. Klasik PSO’da 2-boyutlu uzayda uretilen ilk 100 nokta
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Halton Dizisi

1o i ° 5
09+ o 60 o o
o] © o
o
0 o o
07t o ) o
(] 0
(o] o o)
06 ro 5 (s o]
O o
05} o P o
(o}
(o) o o ©
0.4 0 o ©
Q 0 o)
0.3 B o 0 o
o
i o ° o
02r 0O & o o
0il o © o ° o o 110
: 6 o & (6} O 11-50
0 O  51-100
00 e '
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 3.5. Halton dizileri ile 2-boyutlu uzayda tretilen ilk 100 nokta

Sobol Dizisi
o o
09t o o o o
[ o
0
oslp © o & * 5
o o o
071 o O o
(»] o o o o]
06t ol o
o o e o ©
051" o @ o o
a 9% © °
04 [0 o 6 ° o
[s] o
031 o Y % e ©
o
(o]
02t 5 ® 5 ® °
o L9 y ° o @ o o 110
: o o © O 1150
6 o © . Q. n o O  51-100
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 3.6. Sobol dizileri ile 2-boyutlu uzayda uretilen ilk 100 nokta

Sekil 3.4, Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 dan goriildiigii gibi, Sobol ve Halton ile Uretilen
noktalar arama uzayinda, diizgiin dagilimla iiretilen noktalara gére daha homojen bir

yapida dagilmaktadir.
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3.6. Gradyan Inisi (Gradient Descent) Optimizasyon Yéntemi

Gradyan Inisi (Gradient Descent), dzellikle bilgisayar bilimlerinin de gelismesiyle son
yillarda makine 6grenmesi (machine learning) ve derin 6grenmede (deep learning)
kullanilan en popiiler optimizasyon stratejilerinden biridir. Bir digbiikey fonksiyonun
minimum degerini bulmayr temel alan bir optimizasyon algoritmasidir ve
parametrelerini tekrar tekrar diizenleyerek optimal sonuca ilerlemeyi hedef alir.
Basitge, bir maliyet fonksiyonunun en kii¢iik degerine ulasmak i¢in, parametrelerini
(katsayilar) bulmaya Galisir. Ornegin maliyet fonksiyonunun iki parametreli J(w, b)

fonksiyonu oldugunu kabul edelim.

w

Sekil 3.7. Gradyan inisi modelinin sematik gosterimi

Bu durumda maliyet fonksiyonunu minimize etmek igin optimal ‘w’ ve ‘b’ degerleri
bulunulmaya ¢aligilir. Bunun igin baglangig olarak keyfi bir J(w, b) noktasi alinir, bu
nokta Gradyan Inis Metodu icin baslangic noktasi olacaktir. Bilindigi gibi bir yiizey
tizerinde yiizeyin en hizli azaldig1 yon “Gradyan vektoriin” negatif yonuddr. Bu yonde
segilecek belli bir adim uzunlugunda ilerleyerek, ardigik olarak J(w,b) maliyet

fonksiyonunun yeni degerleri bulunulmaya calisilir.

Yontemin her adiminda, yeni bir gradyan degeri hesaplanarak bulunan deger bir adim
uzunlugu ile c¢arpilir ve bir Onceki maliyet degerinden ¢ikartilarak maliyet
fonksiyonunun yeni degeri elde edilir. Boylelikle aranan parametrelerin optimal
degerleri elde edilir. Yontemin algoritmasinin genel yapisi, J(w,b) maliyet

fonksiyonu baz alinirsa, su sekildedir:
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Adim 1: Parametre degerlerinin (wy, by) baslangi¢c degerleri secilir ve bu noktada

maliyet fonksiyonunun J(wy, by) degeri hesaplanir.
Adim 2: Segilen baslangi¢ noktasinda VJ(wy, by) gradyan degeri hesaplanir.
Adim 3: Inis adim parametresi olarak 8, degeri segilir.
Adim 4: Bir sonraki parametre degeri

(wy, by) = (Wo, by) — 89 V] (wo, by)

formiilii ile hesaplanir.

Adim 5: Durdurma kosulunun yani
J(wy, by) <€

esitsizliginin saglanip saglanmadigi kontrol edilir. Burada &, 6nceden belirlenmis

durdurma parametresidir.

Adim 6: Kosul saglaniyorsa algoritma sonlandirilir. Kosul saglanmiyorsa Adim 2’ye

gidilerek siire¢ tekrarlanir ve bir sonraki ardisik deger
Wn, b)) = Wp—1,bp_1) = 0,1V (W1, byq), n=123,..
genel iterasyon formali ile elde edilir.

Minimum Probleminin Gradyan Inisi (Gradient Descent) Optimizasyon Yéntemi

ile C6zimu

BS probleminin YSA yontemi ile ¢oziimiiniin bulunmasi bir minimum probleminin
¢6zUmUndn bulunmasina dayanmaktadir. Asagidaki minimum problemi tekrar ele

alinarak minimumunun gradyan inis metodu ile bulunusu ac¢iklanir:

minE(p) - E(p")

N M
, 2 Jdp 1 0% ¢

E(p) = ZZ{%‘} ) €ij :E-I_ EAzxiz 9,2 + Bxia_xi_ C(p(xl-,tj)
i=0 j=1

]

N| =

burada @(x,t) = %P (x) + x(T —t)Net(x,t;p) YSA yontemi igin tanimlanan
deneme fonksiyonudur. py = (ay, Wi, Qi, br), k = 1,2,3, ..., m optimal degerleri
aranan parametreler vektoriidiir. Bu minimum probleminin Gradyan Inis Algoritmasi

ile ¢oziimii asagidaki adimlardan olusur:
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Adim 1: py = (ag, Wy, Q, by) baslangic degerleri segilir.

9E(po) 9E(Do) OE(Do) aE(%))

Adim 2: Baslangic gradyan degeri VE (Do) =( 52 0w’ o0’ oh

hesaplanir.
Adim 3: Inis adim parametresi olarak 8, degeri segilir.

Adim 4: Bir sonraki ardigik yaklasim p; = (@, wq, Q4, b;) degeri hesaplanir:

(. OEG) OF (75)
a, = ay — b VI wy = wy — 6, ow
9E (po) 0E (po)
iﬂlzﬂo_go aQO , b1=b0—90 abo .

Adim 5: Durdurma kosulunun yani
E(p1) = E(ay,wy, Qy,by) <&

esitsizliginin saglanip saglanmadigi kontrol edilir. Burada €, 6nceden belirlenmis

durdurma parametresidir.

Adim 6: Kosul saglantyorsa algoritma sonlandirilir. Kosul saglanmiyorsa Adim

2’ye gidilerek pg: = p; tanimlamasi yapilarak siireg tekrarlanir,

Diger taraftan, Gradyan Inisi metodunda 6,, n = 0,1,2,... parametresinin secimi
yontemin yakinsakligi agisindan hayati 6nem arz etmektedir. Parametrenin secilen ¢ok
kiigiik degerleri yontemin uzun siire ¢alismasina, dolayisi ile bir hesaplama zorluguna
neden olmaktadir. Aksi durumda ise yani parametrenin segilen biiyiik degerleri i¢in ise
algoritma 1raksamaktadir. Ustelik parametrenin sabit tutulmasi biiyiik olasilikla yerel
optimal degerin atlanmasit durumunu olusturacaktir. Bu olumsuzluklarin tistesinden
gelmek igin 6,, parametresi azalan bir fonksiyon seklinde tanimlanmistir. Bu galismada
0,, inis parametre degerleri igin

107

= =0,1,2,..
On 10g(2+n)’n 012,

tanimi kullanilmstir.

Algoritmadan da goriilecegi gibi yOntemin uygulanabilmesi i¢in ¢(x,t) deneme
fonksiyonu ve Net(x,t;p) fonksiyonunun kismi tiirevlerinin hesaplanmasi

gerekmektedir. Deneme fonksiyonunun tiirev degerleri;

do S oN
- = P(x) — xNet(x,t;p) + x(T — t)g
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T N T on <E
oo | T—ON+xT-D7, x<E

ox N
Ox tHT—ON+x(T =)=,  x>E

2

62(/) _ ON d
S =2T - —+x(T—t)——
Burada,
N ~
= 2 awif (z) (1 = f(z)
k=1
IN <
== z Qe f () (1 = f(zi)
k=1

d0%N
= z Q% f (z)(A = f(z))(A — 2f (k)

k=1

Deneme fonksiyonunun (ay, Wy, £, by ) parametrelerine gore tiirev degerleri;

N M

) _ ZZ aeij
day i £ U day,
=0 j=
de;; 02 1 03 92 d
) A Ry P S RNy P S s 4
aak aakat] 2 0 kaxi d kaxi Oak
dg
— =x(T—t)—
day day
0% ___ON | N
daot - Yo T "5 50
N L
Jda, 0x day Jda,0x
3¢ 02N 03N
——— =2(T—t T—t)———
da; 0x? ( ) da;, 0x +x(l =) da; 0x?

Burada 3o = F(21), 525 = Wif (@)1 = f(2) | 505 = Uf (@)L = f(2),
N 2 F(z)(A - fF@))A = 2f(Z), k=12, ... m

dadx?
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Benzer sekilde diger parametreler olan wy, )y, b, parametreleri icin de tiirev degerleri

asagidaki sekilde hesaplanir.

=0 j=
de;; 2%¢ , 0% B 0%¢ 10
ow,  Ow,dt; 2 Xi ow, 0x? %t ow, 0x; Wi
do JdN
a_VV'k = X(T — )m
0% ___ON . . 0N
aweat - Yaw, XI55
A R i
ow,ox ( ) owy, x( )awkax
93¢ 92 FE
——=2(T -t T—t
I P AR v P Uil v o
N 3%N
Burada 5, = artf (z )X — f(ze) | dwedt arf(z) (1 = f(z)) (A + wyt —
92N
2witf (zx)) : dwedx = i tf (zi) (1 = f(z) (1 = 2f (zx) ,
93N
Fweon? aQitf ()1 = f(z)(A = 2f (@2 ){(1 = 2f(z))* = 2(1 = f(z))}
k=12,...,m
ZZ aeu
an %30,
i=0 j=
de; 0? 1 03 0° d
T VR P B
a.Qk aﬂkat ana aﬂkaxl 'Qk
6<p JdN
a0, - X7 =95,
p _ N . PN
oot - Cam, T T 9505
70 - o2
dnox -~ O5q, T¥T =055 55
63(/) 2 63
awaxz = 2T =505, T¥T = D30 552
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Burada ;TN = apxf(z)(1 — f(Zk), 9000 = awixf(z) (1 — f(z)) (A = 2f (zx)),

= af ()~ )1+ Ux = 203 (21)) | s = @ (2)(1 =

owgdx

FEON(2—4f(z) + Qex — 2 f (z) (1 — f(z )}, k=12,..,m.

ZZ OeU
abk _ % b,

i=0 j=
de;; % 1 9° 9? 9
—U=—(p+—Axl-2 (p2+Bxl- ? _¢¥
Obk 6bk6t] 2 abkaxi abkaxi bk
E)(p JdN
b, - T D55,
% _ N TS
abeot - Yo, T D555
% - -2
abeox - ¢ B PXT =D 55
a3¢ 2 63
_— —t T—t
bz 2T )abk (T =05, 57

Burada abp = apxf(z)(1 — f(z) , abrot = awif (2 )(1 = f(z))(A - Zf(Zk))

o = Qi f(z) (1 = f(z)(1 — Zf(Zk,)), by axz akazf(zk)(l - f(z)(A -

0by0x
2f(zi) + 2f%(z)), k=12, ..., m

Bulunan bu tiirev degerleri kullanilarak deger fonksiyonunun gradyani elde edilir.

25



BOLUM 4
BLACK-SCHOLES PROBLEMININ NUMERIK COZUMU
UZERINE DENEYSEL CALISMALAR

Bu bolimde Black-Scholes probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in deneysel ¢aligsmalar ve

sonuglari tartisilacaktir. Bunun igin Black-Scholes probleminin genel formunu tekrar

ele alalim.
av 1 Zan av _
E-FEAX W+Bxa—CV—O, 0<x<0,0<t<T
V(,t) =0, 0<t<T
V(ix,t)~x, X—>0,0<t<T
V(x,T) = P(x), 0<x<o

Black-Scholes probleminin yaklasik gergek ¢oziimii agagidaki fonksiyonla ifade edilir.
V(x,t) = x®(D,) — E exp(—r(T — t))P(D,)

log(S/E)+(r¥a?/2)(T—t 1
Burada Dy, = —2°, )J;(;T—ft/ D e @) = =)o, exp(=y*/2)dy.

Ornek 4.1: Bu ornekte su degerler kullanilmistir. E = 100,r = 0.12,T =1,
0=0.10, 70<x<130 bu degerler icin yaklasik ger¢ek ve YSA ¢0zim
fonksiyonlart Sekil 4.1” de, elde edilen sayisal degerler Tablo 4.1’de gosterilmistir. Bu

tablodaki L' ve L? hata degerleri asagidaki sekilde tamimlanir.

1
lv— ol = ng 2721|V(xi, tj) — ¢(xi,t;)| : Ortalama Mutlak Hata (MAE)

1/2
lv—oll2 = (inNtZIinl V() — o (x tj)') : Ortalama Karesel Hata
(MSE)

lv—oll,2

ol - Ortalama Karesel Bagil Hata (MSRE)
L2
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Tablo 4.1. Farkli N, Ny, N; sebeke parametrelerine karsilik gelen hata degerleri

it
N | Ny Ne | Voo | LMMAE) | L2MSE) | L%-(MSRE)
5 11 11 100 0.4113 0.5914 0.0566
5 21 21 100 0.4483 0.6662 0.0461
5 31 31 100 0.4973 0.6855 0.0800
5 41 41 100 0.5944 0.9671 0.1359
5 81 81 100 0.4453 0.5850 0.0378
5 21 31 100 0.4711 0.6397 0.0719
5 21 31 150 0.4842 0.6257 0.4527
5 21 41 200 0.5062 0.7419 0.0941
5 21 41 100 0.3948 0.5332 0.0477
5 21 41 150 0.6952 1.2399 0.1846
5 21 41 200 0.5000 0.7314 0.0921
5 41 21 100 0.4575 0.6030 0.0558
[ Gercekazim : [T vsacozim
o L -
a0 i 40 :

- 0 : ! _ =

= : »

= 2 : B

<SS 1
oy '\'b_"‘-\-__-c_- s 4
. @‘\9;\}_ T % - 150
Zaman n\;: Fiyat [} Fiyat [X}

Sekil 4.1. Ornek 4.1 i¢in Yaklasik Gercek ¢oziim ve YSA ¢ozimii

27



45

— éer\pelc Coziim W ﬂulll J
S0H —— ¥5ACéeimi @0 L0} |
35
w
- 30F J 2
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| 2
= =
= [ =}
,Eu 20t # £
= 15p !.'f ’E‘
R
=3
=]
5.—
ol seo
. i i i 7 i i i
80 80 100 120 140 0 50 100 150 200
Hisse Senedinin Fiyati [X} iterasyon Sayisi

Sekil 4.2. Ornek 4.1 i¢in Yaklasik Gergek ve YSA ¢oziimiiniin t = 0 anindaki

izdiisiimii ve deger fonksiyonu

Ornek 4.2: Ele alinan bu ikinci drnekte degerler su sekilde ele alinmustir. E = 0.3,
r=1 T=10=1,0<x < 1. Bu degerler icin Yaklasik gercek ve YSA ¢O6zim
fonksiyonlart Sekil 4.3 te gosterilmistir.

Zaman 0 Q Fiyat Zaman (0 0 Fiyat

Sekil 4.3. Ornek 4.2 igin Yaklasik Gergek ¢oziim ve YSA ¢6zimi
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Gerpek Coziim
0.8 —=— voa geiimi
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./ 10° _ _
o= ' '
0 0.5 1 0 20 40 &0
Fiyat iterasyon Sayisi

Sekil 4.4. Ornek 4.2 i¢in Yaklasik Gergek ve YSA ¢Oziimiiniin t = 0 anindaki

izdiislimii ve deger fonksiyonu

PSO algoritmasinda yakinsaklik par¢aciklarin baglangi¢ konumlarina baglidir. Normal
PSO algoritmasinda bu degerler “random” fonksiyonu kullanilarak rastgele
belirlenmektedir. PSO algoritmasinda pargaciklarin baslangi¢ konumlarini belirlemek

icin Sobol ve Halton dizilerinden faydalanilabilir.

Bunun i¢in Matlab kitlphanesinde bulunan «sobolset()» ve «haltonset()» hazir

fonksiyonlar1 kullanilarak pargaciklarin baslangi¢ konumlar1 belirlenmektedir.
Elde edilen sonuglar asagidaki tabloda ifade edilmistir. Tablodan da gorllecegi Uzere

Sobol ve Halton dizileri ile Uretilen baglangi¢ konumlari PSO'nun yakinsakligina

etkisi klasik yaklasima gOre ¢ok fark olusturmamaktadir.

F1 ] 10
| | = Ganwhibiles 1 |
e e ] il
| :
) 2 L
B 94°
30 / g
a ]
25 b, UE_
20 o
g 10* g
3 [
i E |
o |
102 §
5 i
I |
of s |
5L . . PR— 107 L
L) B0 100 120 140 o &0 100

. iterasyon Sayisi
Sekil 4.5. Ornek 4.1 i¢in Yaklasik Gergek ve PSO (Diizgiin dagilim) ¢ozimuniin

t = 0 anindaki izdiisiimii ve deger fonksiyonu
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Sekil 4.6. Ornek 4.1 i¢in Yaklasik Gergek ve PSO (Sobol yaklagimi) ¢dziimiiniin

45

40

35

dn

&0 80 100

t = 0 anindaki izdlistimii ve deger fonksiyonu

Deger Fonksiyonu
=]

120

140 ] 50

iterasyon Sayisi

Sekil 4.7. Ornek 4.1 i¢cin Yaklasik Gergek ve PSO (Halton yaklasimi) ¢dziimiiniin

t = 0 anindaki izdiisiimii ve deger fonksiyonu

Tablo 4.2. Ornek 4.1 i¢in PSO, Sobol ve Halton i¢in hata degerlerinin

karsilastirilmast
Hata Trleri PSO PSO SOBOL PSO HALTON
L1- (MAE) 0.42663 0.41486 0.41348
L2 - (MSE) 0.59264 0.56223 0.54897
L2 - (MSRE) 7.9983e-05 7.5879¢-05 7.409e-05
Islem Siiresi 6.153102 saniye 6.325599 saniye 6.267847 saniye
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Ornek 4.3: (iki Katmanh YSA ile Black-Sholes Probleminin (BSP) Coziimul) iki
katmanli yapay sinir agi modeli benzer sekilde BSP’nin ¢6ziimii ig¢in kolaylikla
uygulanabilir.

Vo le 262V+B Y =0
ot T2 a2 TP 5% -
70<x<130,0<t<T

V(x,T) = max(x — E,0), 70 < x <130

A=01 B=C=0.12, T=1, E =100 degerleri i¢in ¢oziimler Sekil 4.8’de
verilmistir. Black-Scholes Problemi icin Yaklasik gercek ¢oziim ile Tek ve Iki
katmanli YSA modelleri karsilastirilacak olursa; Tablo 4.3 ile verilen degerler elde
edilir.

Iki Katmanh YSA

Sekil 4.8. Ornek 4.3 icin Yaklasik Gergek ¢oziim ile Tek ve Tki Katmanli YSA
modellerinden elde edilen yaklasik ¢ozlimlerin karsilastiriimasi

Sekil 4.9. Ornek 4.3 igin t = 0 amindaki Yaklasik Gergek ¢ozim ile Tek ve Iki
Katmanli YSA ¢oziimlerin karsilastiriimasi
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Tablo 4.3. Ornek 4.3 igin iterasyon sayisia bagl olarak Tek ve Iki Katmanli YSA
da hata degerlerinin karsilagtiritlmasi

N Ny N, iterasyon Sayisi L1-(MAE) L1-(MAE)
(Tek Katmanl YSA) (ki Katmanli YSA)

5 21 61 50 7.09x 107> 1.40x 1073
5 21 61 100 2.39x 107> 2.17x1075
5 21 61 150 2.82x107° 3.97x107>
5 21 21 50 2.88x107* 3.81x107*
5 21 21 100 3.81x107* 9.31x107*
5 21 21 150 6.87 x 107> 9.46x107°

Ornek 4.4: Gradyan Inisi ile Black-Sholes Probleminin (BSP) Coziimii

W 1,0 W
ot 20 ax T 7 ox v
70<x<130,0<t<T
V(x,T) = max(x — E,0), 70 < x <130

A=01, B=C=0.12, T =1, E = 100 degerleri igin ¢dziim, Black-Scholes
Problemi igin Gergek Coziim, Gradyan Inisi, PSO, PSO_Halton, PSO_Sobol
modelleri ile ¢6ziimleri asagidaki grafiklerde yer almaktadir;

L}

Gercek Cozim

P5S0_Halton

Gradyan Inisi

W5
i M

NUmerik Coziim

PS0O_Sobol

Sekil 4.10. Ornek 4.4 icin Yaklasik Gergek ¢oziim, Gradyan Inisi, PSO,
PSO_Halton, PSO_Sobol modelleri ile elde edilen ¢6ziimlerin karsilagtirilmasi
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Sekil 4.11. Ornek 4.4 icin Yaklasik Gercek ¢oziim, Gradyan inisi, PSO,
PSO_Halton, PSO_Sobol modelleri ile elde edilen ¢ozimlerin t = 0 anindaki

izdiisiimlerinin karsilastirilmast

Tablo 4.4. PSO ve turevleri ile Gradyan inis yontemlerinin hata degerlerinin

karsilastirilmasi
Hata Tdrleri PSO PSO_Sobol PSO_Halton Gradyan
Inisi
MAE Eniyi 0.3385 0.2556 0.3016 10.075
En Kotl 0.5281 1.0410 0.5217 15.302
Ortalama 0.4374 0.4543 0.4002 14.870
Standart Sapma 0.0599 0.1440 0.0703 1.0002
MSE  Eniyi 0.4742 0.3623 0.4170 14.897
En Kotl 0.8182 2.0140 0.8048 18.563
Ortalama 0.6212 0.6783 0.5644 18.176
Standart Sapma 0.1141 0.3047 0.1203 0.6852
MSRE En iyi 6.400 x 1075 4.890 x 1075 5.628 x 1075 2.0105x 1073
En Koti 1.104 x 10~* 2718 x 107* 1.086 x 10~* 2.5052 x 1073
Ortalama 8.383x107° 9.154 x 107> 7.617 x 1075 2.453x 1073
Standart Sapma | 1.540x10°° 4.112x1075 1.623x107° 9.248 x 107>
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Tablo 4.5. Farkli sebeke parametrelerine bagl olarak Gradyan Inisi yonteminin hata
degerlerinin karsilastirilmast

Ng N, MAE MSE MSRE
11 11 1.8774 2.5847 1.229x 1073
11 21 2.0402 2.7868 6.950 x 10~*
11 41 2.2281 3.0650 3.917 x 10~*
11 81 2.3492 3.2261 2.087 x 10
21 11 2.1034 2.8425 7.316 x 10~*
21 21 2.2514 3.0736 4148 x 1074
21 41 2.2645 3.0204 2.088 x 10~
21 81 2.3955 3.2525 1.138 x 10~
41 11 2.1695 2.9456 3.950 x 10~
41 21 2.2361 2.9836 2.098 x 10~*
41 41 2.4170 3.2762 1.180 x 10~*
41 81 2.4193 3.2695 5.964 x 105
81 11 2.4128 3.3246 2.276 x 10~*
81 21 2.4232 3.2984 1.184 x 10~*
81 41 2.4283 3.2853 6.045 x 105
81 81 2.4307 3.2786 3.054 x 1075

Tablo 4.6. Farkli sebeke parametrelerine bagli olarak PSO yOntemi igin hata
degerlerinin karsilastirilmasi

Ng N, MAE MSE MSRE
11 11 0.3066 0.4325 2.058 x 10~*
11 21 0.2786 0.3918 9.772 x 1075
11 41 0.2996 0.4232 5.408 x 105
11 81 0.2357 0.3512 2.273x 1075
21 11 0.3166 0.4725 1.216 x 10~
21 21 0.3109 0.4096 5528 x 10~
21 41 0.3078 0.4260 2.946 x 1075
21 81 0.3151 0.4372 1.531x107°
41 11 0.3248 0.4785 6.417 x 10~
41 21 0.3305 0.4785 3.365x 1075
41 41 0.3304 0.4635 1.670 x 107>
41 81 0.3062 0.4279 7.807 x 10°
81 11 0.2927 0.4216 2.887 x 1075
81 21 0.3193 0.4693 1.685x 107>
81 41 0.3921 0.5118 9.417 x 10~°
81 81 0.3696 0.4888 4554 x 10~
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Tablo 4.7. Farkli sebeke parametrelerine bagli olarak PSO Halton yontemi igin hata

degerlerinin karsilastirilmast

Ng N, MAE MSE MSRE
11 11 0.2530 0.3917 1.864 x 10~*
11 21 0.2460 0.3887 9.696 x 10~
11 41 0.2716 0.3987 5.096 x 1075
11 81 0.3043 0.4274 2.765x 107>
21 11 0.2359 0.3823 9.840 x 105
21 21 0.3056 0.4443 5.996 x 1075
21 41 0.2988 0.4107 2.840 x 1075
21 81 0.2568 0.4204 1.472 x 10~°
41 11 0.3035 0.4130 5.540 x 1075
41 21 0.2916 0.3949 2.777 x 107>
41 41 0.3268 0.4320 1.557 x 107>
41 81 0.3261 0.4528 8.260 x 10~°
81 11 0.2997 0.4881 3.343x 1075
81 21 0.3475 0.4970 1.785x 107°
81 41 0.3544 0.5181 9.534 x 10~°
81 81 0.2983 0.4494 4187 x 107

Tablo 4.8. Farkli sebeke parametrelerine bagli olarak PSO_Sobol yontemi icin hata

degerlerinin karsilastirilmasi

Ng N, MAE MSE MSRE
11 11 0.2117 0.3381 1.609 x 10~
11 21 0.2509 0.3842 9.582 x 10~
11 41 0.2665 0.3995 5.106 x 1075
11 81 0.2575 0.3965 2.565x 1075
21 11 0.3015 0.4123 1.061 x 10~*
21 21 0.2690 0.4133 5.578 x 105
21 41 0.3260 0.4354 3.011x 105
21 81 0.2679 0.4235 1.483x 107>
41 11 0.3614 0.5092 6.830 x 1075
41 21 0.3289 0.4608 3.240x 105
41 41 0.3236 0.4881 1.759 x 107>
41 81 0.2943 0.4434 8.089 x 10~°
81 11 0.3313 0.4587 3.142x107°
81 21 0.3087 0.4575 1.643x 107>
81 41 0.3174 0.4829 8.886 x 10~°
81 81 0.3385 0.4819 4.490 x 10~°
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Tablo 4.9. Farkli sebeke parametrelerine bagli olarak Mutlak Hata degerlerinin

karsilastirilmast

i j x; t; | Gradyan lnig PSO PSO_Sobol | PSO_Halton
1 1 70 0.0 2.366 x 102 2.366 x 1072 | 2.366 x 1072 | 2.366 x 102
1 6 70 | 05 | 1.693x107° | 1.693x107° | 1.693x107° | 1.693x107°
1 11 70 1.0 0.000x 107° | 0.000x 107° | 0.000x 107° | 0.000 x 10~°
21 1 80 0.0 4261 x 1070 3.151x 1071 | 2.251x1072% | 6.623x 107!
21 6 80 0.5 2.438 x 1070 1.171x 1071 | 1.373x 1071 | 4.283x 107!
21 11 80 1.0 0.000 x 10~° 0.000x 107° | 0.000x 10~° | 0.000 x 10~°
41 1 90 0.0 5.587 x 107° 1.238x107° | 7.994x 1071 | 5.844x 107!
41 6 90 0.5 3.895x 1070 3.614x 1072 | 3.208x107% | 1.718x 1072
41 11 90 1.0 0.000x 107° | 0.000x 107° | 0.000x 107° | 0.000 x 10~°
61 1 100 0.0 2.926 x 107° 5273x 1071 | 1.156x107° | 8.983x 107!
61 6 100 0.5 8.012x 1071 1.604x107° | 1.657x107° | 1.441x107°
61 11 | 100 1.0 0.000 x 107° 0.000x 107° | 0.000x 10~° | 0.000 x 10~°
81 1 110 0.0 1.680 x 10~° 4.053x107! | 4.183x10°! | 5.880x 107!
81 6 110 0.5 1.018 x 10~° 1.447x 107! | 6.128x 1071 | 3.617x 1071
81 11 | 110 1.0 0.000x 107° | 0.000x 107° | 0.000x 10~° | 0.000 x 10~°
101 1 120 0.0 6.708 x 107° 7.858x 107 | 7.170x 1072 | 4.436x 107!
101 6 120 0.5 3.522x107° 1.311x 107! | 3.258x 1071 | 2.285x 107!
101 11 | 120 1.0 0.000 x 10~° 0.000x 107° | 0.000x 10~° | 0.000 x 10~°
121 1 130 0.0 1.178 x 10*1 1.884x107° | 7.492x 1071 | 1.439x107°
121 6 130 0.5 6.061 x 10~° 8.531x 1071 | 6.082x10°1 | 7.891x 107!
121 | 11 | 130 1.0 0.000x 107° | 0.000x 107° | 0.000x 10~° | 0.000 x 10~°

36




BOLUM 5
TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezde Black-Scholes probleminin matematiksel modeli ele alinmistir. Yapay sinir
aglar1 yonteminin matematiksel altyapisi agiklanarak ele alinan modelin yapay sinir
aglar ile sayisal ¢cOzUminiin elde edilisi ayrintili olarak aciklanmistir. Sayisal ¢ozUm
ile yaklasik analitik ¢oziim karsilastirilarak yontemin guvenilirligi test edilmis ve
yontemin sayisal analizi yapilmistir.

Sayisal ¢oziimiin bir pargast olan Pargacik Siirii Optimizasyon ydnteminin baslangi¢
degerleri icin standart yaklasimdan farkli olarak Sobol ve Halton dizileri kullanilmus,
elde edilen sayisal sonuglar problemin var olan yaklasik analitik ¢0zUmu ile
karsilagtirilmistir. Minimum probleminin ¢6zimi icin Parcacik Siirii Optimizasyon
yontemine alternatif olarak Gradyan Inisi (Gradient Descent) yontemi Onerilmis ve
minimum problemi, her iki yontemle de ¢oziilerek karsilastirma yapilmistir. Bu
karsilastirma sonucunda Parcacik Siirii Optimizasyon ydnteminin Gradyan Inis
yontemine gore daha optimal ¢oziimler verdigi goriilmiistiir.

Black-Scholes probleminin geri parabolik bir diferansiyel denklem olmasi dolayisiyla,
yontemin parabolik tipteki diger diferansiyel denklemlere uygulanabilmesi
mimkindir. Ayrica problem tek katmanli yapay sinir aglar ile ¢oziilmiistiir. Ileriki
caligmalarda katman sayisinin arttirilmasina bagli olarak farkli problemlerin sayisal

cozimleri karsilastirilabilir.
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EK - Matlab Kodlar

Deger (Cost) Fonksiyonunun hesaplanmasi;

function fcost = Cost(xval,tval,p)
% This function computes values of the Cost Function defined as
% E(p)=(1/2)*Sum_x*Sum_t (eij)"2
% eij=U_t+(1/2)*x"2*A"2*U_xx+B*x*U_x-C*U,
% U(x,t) is the trial function defined as
% U(X,t)=(t/TH*P(X)+x*(TF-t)*N(X,t;p)
global ABCE
Nx = length(xval);
Nt = length(tval);
Tf=tval(Nt);
xA=xval(1);
fE=max(xval-E,0);
fdPx=dP_x(xval);
fNet=Net(xval,tval,p);
fdNet_t=dNet_t(xval,tval,p);
fdNet x=dNet_x(xval,tval,p);
fd2Net_xx=d2Net_xx(xval,tval,p);
fcost =0;
for j=1:Nt
tj=tval(j);
for i=1:Nx
xi=xval(i);
fdtrial_t=fE(i)/Tf-(xi-xA)*fNet(i,j)+(xi-xA)*(Tf-tj)*fdNet_t(i,j);
ftrial=tj*fE(i)/T+(xi-xA)*(Tf-tj)*fNet(i,));
fdtrial_x=tj*fdPx(i)/Tf+(Tf-tj)*fNet(i,j)+(xi-xA)*(Tf-tj)*fdNet_x(i,j);
fd2trial_xx=2*(Tf-tj)*fdNet_x(i,j)+(xi-xA)*(Tf-tj)*fd2Net_xx(i,j);
fcost = fcost+0.5*(fdtrial_t+0.5*xi"2*A"2*fd2trial_xx+B*xi*fdtrial_x-
C*ftrial)"2;
end
end
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Net Fonksiyonun hesaplanmasi;

function fNet = Net(xx,tt,p)
% This function computes values of the Net function N(x,t;p)
% fN is output of neural network corrsponding to the inputs x and t
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fNet=zeros(Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk= omegaA(k)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
fNet(i,j)=fNet(i,j)+alpha(k)*fsigma(zk);
end
end
end
end

Net Fonksiyonun x’e gore tlrevinin hesaplanmasi;

function fdNet_x = dNet_x(xx,tt,p)
% This function computes values of the spatial derivative of the Net function
N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_x=zeros(Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xXx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk= omegaA(k)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
fz=fsigma(zk);
fdNet_x(i,j) = fdNet_x(i,j)+alpha(k)*omegaB(k)*fz*(1-fz);
end
end
end
end
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Net Fonksiyonun X’e gore ikinci tUrevinin hesaplanmasi,

function fd2Net_xx = d2Net_xx(xx,tt,p)
% This function computes values of the 2nd-order
% spatial derivative of the Net function N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fd2Net_xx=zeros(Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk= omegaA(k)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
fz=fsigma(zk);
fd2Net_xx(i,j) = fd2Net_xx(i,j)+alpha(k)*omegaB(k)"2*fz*(1-3*fz+2*fz"2),
end
end
end
end

Net Fonksiyonun t’ye gore tiirevinin hesaplanmasi;

function fdNet_t = dNet_t(xx,tt,p)
% This function computes values of the time derivative of the Net function N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_t=zeros(Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xXx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk= omegaA(k)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
fz=fsigma(zk);
fdNet_t(i,J) = fdNet_t(i,j)+alpha(k)*omegaA(k)*fz*(1-fz);
end
end
end
end
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Deneme (trial) Fonksiyonunun Degerlerinin hesaplanmasi;

function ftrial = trial_u(xx,tt,p)
global E
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(n,m);
XA=xx(1); Tf=tt(end);
fNet=Net(xx,tt,p);
fPx=max(xx-E,0);
for i=1:m
for j=1:n

ftrial (j,i)=tt(j)*fPx(1)/TT+(xx(i)-xA)*(Tf-tt(j)) *fNet(i,j);
end
end

Sigmoid Fonksiyonunun hesaplanmasi;

function fz = fsigma(x)
fz= 1./(1+exp(-X));
end

Gergek Cozimin hesaplanmast;

function u=exact_u(xx,tt)
global AB E
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
Tf=tt(end);
u=zeros(Nt,Nx);
for i=1:Nx
x=xXx(i);
for j=1:Nt-1
t=tt(j);
pl=log(x/E)+(B+A"2/2)*(Tf-t);
pp=A*sqrt(Tf-t);
p2=log(X/E)+(B-A"2/2)*(Tf-t);
21=p1/pp;z2=p2/pp;
u(j,i)=x*0.5*erfc(-z1/sqrt(2))-0.5*E*exp(-B*(Tf-t))*erfc(-z2/sqrt(2));
end
end
u(Nt,:)=max(xx-E,0);
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P(x), Fonksiyonun degerlerinin hesaplanmasi;

function fpx = fPx(x)

% This function computes values of the function P(x) defined as P(x)=U(x, Tf);
% Here, Tf is the final time point.

EE=100;%sqrt(1/19);

fpx= max(x-EE,0);

end

P(x)’in x’e gore tiirevinin hesaplanmasi;

function fdpx = dP_x(xx)
% This function computes values of the derivative of the function P(x)
% defined as P(x)=U(x,Tf), here, Tf is the final time point.
global E
Nx=length(xx);
fdpx=zeros(1,Nx);
for i=1:Nx
x=xx(i);
ifx<E
fdpx(i)=0;
else
fdpx(i)=1;
end
end

PSO Ana Programinin BSP icin hesaplanmasi;

% This program solves the Black-Scholes problem defined as

% U_t+(1/2)*x 2*Ar2*U_xx+B*x*U_x-C*U=0, 0<x<1, O<t<Tf,
% U(0,t)=0, left boundary condition

% U(x,T)=P(x),final time condition, P(x)=max{x-E,0},

% by using Artificial Neural Networks (ANN) and

% by Particle Swarm Optimization (PSO)

clc;

clear;

close;

global ABCE

%% Problem definition

CostFunction =@(x,t,p) Cost(x,t,p); % Cost function
A=0.1;B=0.12;C=B; % Coefficients of the equation
xA=70; xB=130; % Left and right boundary points
Tf=1, % Final time point

E=100; % Strike price

N=5; % Number of neurons
%Nt=21;Nx=21; % Number of nodes
%xval=linspace(xA,xB,NXx); % Spatial vector x
%tval=linspace(0, Tf,Nt); % Time vector t
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%Uexc = exact_u(xval,tval);

%% Parameters of Pso
MaxIt = 200;
nPop = 100;
ww=1;
wdamp=0.99;
cl=15;

c2=15;

nVar = 4*N;
algorithm
VarSize=[1 nVar];
VarMin = -1;
VarMax = 1;
maxTrials = 25;

%% Initialization
empty_particle.position = [];
empty_particle.velocity = [];
empty_particle.cost = [];

empty_particle.best.position = [];
empty_particle.best.cost = [];

empty_sol.BestCosts = [];
empty_sol.Cost = [];
empty_sol.p =[];
empty_sol.Uapp = [];
empty_sol.errorL1 = [];
empty_sol.errorL2 = [];
empty_sol.RelErrL2 =];

for Nx = [11,21,41,81]
for Nt = [11,21,41,81]

% Exact solution

% Maximum number of iterations
% Population size ( swarm size )
% Inertia coefficient
% Damping parameter of intertia coefficient
% Personal weight
% Social weight
% Number of unknown variables in ANN-

% matrix size of unknown variables
% Lower bound of unknown variables
% Upper bound of unknown variables

% Maximum number of trials

fprintf('N_x = %2d \t N_t = %2d\n',Nx,Nt);

xval=linspace(xA,xB,NXx);

tval=linspace(0, Tf,Nt);

% Spatial vector x
% Time vector t
% Exact solution

Uexc = exact_u(xval,tval);

sol = repmat(empty_sol, maxTrials, 1);
for trialld = 1:maxTrials

QoFPriNtF("\N\N=-=- === \n’);
fprintf(\t\t Trial 1d : %d\n’, trialld);

T=cputime;

ww=1;

% Generate initial population

particle = repmat(empty_particle, nPop, 1);

% Initialize global best
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GlobalBest.cost = inf;

for i=1:nPop
% Generate random solution
particle(i).position = unifrnd(VarMin, VarMax, VarSize);

% Initialize velocity
particle(i).velocity = zeros(VarSize);

% Evaluation
particle(i).cost = CostFunction (xval,tval,particle(i).position) ;

% Update the personel best
particle(i).best.position = particle(i).position ;
particle(i).best.cost = particle(i).cost ;

% Update the global best
if particle(i).best.cost < GlobalBest.cost
GlobalBest = particle(i).best;
end
end

% Array to hold the best cost value on each iteration
BestCosts = zeros(Maxlt,1);

%% Main loop of Pso
for it=1:MaxIt

for i=1:nPop
particle(i).velocity = ww*particle(i).velocity...
+cl*rand(VarSize).*(particle(i).best.position-particle(i).position)...
+c2*rand(VarSize).*(GlobalBest.position-particle(i).position);

particle(i).position = particle(i).position + particle(i).velocity;
particle(i).cost = CostFunction ( xval,tval,particle(i).position) ;
if particle(i).cost < particle(i).best.cost

particle(i).best.position = particle(i).position;
particle(i).best.cost = particle(i).cost;

% Update the global best
if particle(i).best.cost < GlobalBest.cost
GlobalBest = particle(i).best;
end
end
end

% Store best cost value
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BestCosts(it) = GlobalBest.cost;

% Display iteration information
%fprintf(\t\titeration %4d : Best Cost = %4.3e\n’, it, BestCosts(it) );

% Damping intertia coefficient
ww = ww*wdamp;
end

%% Construct approximate solution
p_opt = GlobalBest.position;
Uapp = trial_u(xval,tval,p_opt);

errorL1=(sum(sum(abs(Uexc-Uapp))))/(Nx*Nt);
errorL2=norm(Uexc-Uapp,'fro")/(sqrt(Nx*Nt));
RelErrL2=errorL2/norm(Uexc,fro")/(sqrt(Nx*Nt));

sol(trialld).BestCosts = BestCosts;
sol(trialld).Cost = GlobalBest.cost;
sol(trialld).p = p_opt;

sol(trialld).Uapp = Uapp;
sol(trialld).errorL1 = errorL1;
sol(trialld).errorL2 = errorL2;
sol(trialld).RelErrL2 = RelErrL2;
sol(trialld).elapsedTime = cputime - T;

end
Costs = [sol(1:maxTrials).Cost];
[~,minld] = min(Costs);

BestCosts = sol(minld).BestCosts ;
p_opt = sol(minld).p;

Uapp = sol(minld).Uapp;

errorL1 = sol(minld).errorL1,;
errorL2 = sol(minld).errorL2;
RelErrL2 = sol(minld).RelErrL2;
%errorL3 = sol(minld).errorL3;

%% Results
fileName = ['Results\PSO_' num2str(Nx) ' " num2str(Nt) ".txt7];
fid = fopen(fileName,'w+');

minErrorL1 = min([sol(1:maxTrials).errorL1]);
worstErrorL1 = max([sol(1:maxTrials).errorL1]);
meanErrorL1 = mean([sol(1:maxTrials).errorL1]);
stdErrorL1 = std([sol(1:maxTrials).errorL1]);

minErrorL2 = min([sol(1:maxTrials).errorL2]);
worstErrorL2 = max([sol(1:maxTrials).errorL2]);
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meanErrorL2 = mean([sol(1:maxTrials).errorL2]);
stdErrorL2 = std([sol(1:maxTrials).errorL2]);

minRelErrL2 = min([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
worstRelErrL2 = max([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
meanRelErrL2 = mean([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
stdRelErrL2 = std([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);

meanTime = mean([sol(1:maxTrials).elapsedTime]);
stdTime = std([sol(1:maxTrials).elapsedTime]);

fprintf(\n\n');

pm =177; % ASCII code for plus minus symbol

diSp('******************** Errors ********************')

fprintf('Min of AbsErrorL1 = %0.3e\n', minErrorL1);

fprintf("Worst of AbsErrorL1 = %0.3e\n’, worstErrorL1);

fprintf('Mean of AbsErrorL1 = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanErrorL1, pm,
stdErrorL1);

fprintf('Min of AbsErrorL2 = %0.3e\n', minErrorL2);

fprintf("Worst of AbsErrorL2 = %0.3e\n’, worstErrorL2);

fprintf('Mean of AbsErrorL2 = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanErrorL2, pm,
stdErrorL2);

fprintf('Min of RelErrorinf = %0.3e\n’, minRelErrL2);

fprintf("Worst of RelErrorInf = %0.3e\n’, worstRelErrL2);

fprintf('Mean of RelErrorinf = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanRelErrL2, pm,
stdRelErrL2);

fprintf('Mean of Elapsed Time = %0.3e %c %0.3e seconds\n\n', meanTime, pm,
stdTime);

fprintf(fid,'Min of AbsErrorL1 = %0.3e\n’, minErrorL1);

fprintf(fid,"Worst of AbsErrorL1 = %0.3e\n’, worstErrorL1);

fprintf(fid,'Mean of AbsErrorL1 = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanErrorL1, pm,
stdErrorL1);

fprintf(fid,'Min of AbsErrorL2 = %0.3e\n', minErrorL2);

fprintf(fid,"Worst of AbsErrorL2 = %0.3e\n’, worstErrorL2);

fprintf(fid,'Mean of AbsErrorL2 = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanErrorL2, pm,
stdErrorL2);

fprintf(fid,'Min of RelErrorinf = %0.3e\n’, minRelErrL2);

fprintf(fid,"Worst of RelErrorinf = %0.3e\n’, worstRelErrL2);

fprintf(fid,'Mean of RelErrorInf = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanRelErrL2, pm,
stdRelErrL2);

fprintf(fid,'Mean of Elapsed Time = %0.3e %c %0.3e seconds\n\n', meanTime,
pm, stdTime);
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fclose(fid);

results.ErrorL1.min = minErrorL1;
results.ErrorL1.worst = worstErrorL1;
results.ErrorL1.mean = meanErrorL1;
results.ErrorL1.std = stdErrorL1;

results.ErrorL2.min = minErrorL2;
results.ErrorL2.worst = worstErrorL2;
results.ErrorL2.mean = meanErrorL2;
results.ErrorL2.std = stdErrorL2;

results.RelErrorL2.min = minRelErrL2;
results.RelErrorL2.worst = worstRelErrL2;
results.RelErrorL2.mean = meanRelErrL2;
results.RelErrorL2.std = stdRelErrL2;

% %% Plots

% figl = figure;

% % axis([xA xB 0 Tf 0 max(max(Uexc))])
% subplot(1,2,1);mesh(xval,tval,Uexc);

% xlabel('$x$','Interpreter’,'latex’)

% ylabel('$t$','Interpreter’,'latex’)

% zlabel('Exact Solution','Interpreter’,'latex’)
% % axis([xA xB 0 Tf 0 max(max(Uapp))])
% subplot(1,2,2);mesh(xval,tval,Uapp)

% xlabel("$x$','Interpreter’,'latex’)
% ylabel('$t$','Interpreter’,'latex’)
% zlabel("Numerical Solution','Interpreter’,'latex’)

% print(figl,'Figl.eps','-depsc','-r300';

% print(figl,'Figl.jpg','-djpeg’,"-r300";

%

% fig2=figure;

% subplot(1,2,1);plot(xval,Uexc(1,:),'k-",xval,Uapp(1,:),'r-.",'LineWidth',1.5)
% xlabel("$x$','FontSize',12,'Interpreter’,'latex’)

% ylabel('Numerical solution at $t=0%','FontSize',12,'Interpreter’,'latex’)

% legend('Exact Solution','Numerical solution’,'Location’,'northwest’)
% subplot(1,2,2);semilogy(BestCosts(1:200), 'linewidth',2)

% xlabel('lterations','FontSize',12,' Interpreter’,'latex’)

% ylabel('Best Cost','FontSize',12,'Interpreter’,'latex’)

% grid on

% print(fig2,'Fig2.eps','-depsc’,'-r300');
% print(fig2,'Fig2.jpg',-djpeg’,-r300);

save(['Results\PSO_' num2str(Nx) ' ' num2str(Nt)
".mat'],'sol','BestCosts’,'p_opt','Uexc’,'Uapp’, results’);
end
end
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PSO, PSO_SOBOL, PSO_HALTON Matlab Kodlari

Klasik PSO dan farkli olarak sadece ana program iizerinde Sobol ve Halton baslangi¢
dizileri ile baslamak icin degisiklik yapilir.

Ana Programinin BSP i¢in hesaplanmasi;

% This program solves the Black-Scholes problem defined as

% U_t+(1/2)*x 2*Ar2*U_xx+B*x*U_x-C*U=0, 0<x<1, O<t<Tf,
% U(0,t)=0, left boundary condition

%U(x, TF)=P(x),final time condition, P(x)=max{x-E,0},

% by using Artificial Neural Networks (ANN) and

% by Particle Swarm Optimization (PSO)

clc;

clear;

close;

global ABCE

%% Problem definition

CostFunction =@(x,t,p) Cost(x,t,p); % Cost function
A=0.1;B=0.12;C=B; % Coefficients of the equation
xA=70; xB=130; % Left and right boundary points
Tf=1, % Final time point

E=100; % Strike price

N=5;Nt=21;Nx=21; % Number of nodes
xval=linspace(xA,xB,NXx); % Spatial vector x
tval=linspace(0, Tf,Nt); % Time vector t

Uexc = exact_u(xval,tval); % Exact solution

%% Parameters of Pso

MaxIt = 1000; % Maximum number of iterations

nPop = 100; % Population size ( swarm size )

ww=1; % Inertia coefficient

wdamp=0.99; % Damping parameter of intertia coefficient
cl=1.5; % Personal weight

c2=1.5; % Social weight

nVar = 4*N; % Number of unknown variables in ANN-
algorithm

VarSize=[1 nVar]; % matrix size of unknown variables
VarMin = -1; % Lower bound of unknown variables
VarMax = 1; % Upper bound of unknown variables
maxTrials = 25; % Maximum number of trials

%method = 'sobol’; % Halton or Sobol

%% Initialization
empty_particle.position = [];
empty_particle.velocity = [];
empty_particle.cost = [];
empty_particle.best.position = [];
empty_particle.best.cost = [];
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empty_sol.BestCosts = [];
empty_sol.Cost = [];
empty_sol.p =[];
empty_sol.Uapp = [];
empty_sol.errorL1 = [];
empty_sol.errorL2 = [];
empty_sol.RelErrL2 =];

for method ={'sobol’,'halton}
method = char(method);
for Nx =[11,21,41,81]
for Nt = [11,21,41,81]
fprintf('N_x = %2d \t N_t = %2d\n',Nx,Nt);

xval=linspace(xA,xB,NXx); % Spatial vector x
tval=linspace(0, Tf,Nt); % Time vector t
Uexc = exact_u(xval,tval); % Exact solution

sol = repmat(empty_sol, maxTrials, 1);
for trialld = 1:maxTrials

Yfprintf("\N\N------== == \n");
fprintf(\t\t Trial 1d : %d\n’, trialld);

T=cputime;

ww=1;

% Generate initial population

particle = repmat(empty_particle, nPop, 1);

% Initialize global best
GlobalBest.cost = inf;

%% Construct the initial simplex

leapInd = randi(maxTrials);

skipInd = randi(maxTrials);

Q = grandstream(method,nVar,'Leap',leapInd,'Skip’,skipInd);
Seq = grand(Q,nPop); % Halton or Sobol sequence

for i=1:nPop
% Generate population
% particle(i).position = unifrnd(VarMin, VarMax, VarSize);
particle(i).position = VarMin+(VarMax-VarMin)*Seq(i,:);

% Initialize velocity
particle(i).velocity = zeros(VarSize);

% Evaluation
particle(i).cost = CostFunction(xval,tval,particle(i).position) ;

% Update the personel best
particle(i).best.position = particle(i).position ;
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particle(i).best.cost = particle(i).cost ;

% Update the global best

if particle(i).best.cost < GlobalBest.cost
GlobalBest = particle(i).best;

end

end

% Array to hold the best cost value on each iteration
BestCosts = zeros(MaxIt,1);

%% Main loop of Pso
for it=1:MaxIt

for i=1:nPop
particle(i).velocity = ww™*particle(i).velocity...
+cl*rand(VarSize).*(particle(i).best.position-particle(i).position)...
+c2*rand(VarSize).*(GlobalBest.position-particle(i).position);

particle(i).position = particle(i).position + particle(i).velocity;
particle(i).cost = CostFunction ( xval,tval,particle(i).position) ;
if particle(i).cost < particle(i).best.cost

particle(i).best.position = particle(i).position;
particle(i).best.cost = particle(i).cost;

% Update the global best
if particle(i).best.cost < GlobalBest.cost
GlobalBest = particle(i).best;
end
end
end

% Store best cost value
BestCosts(it) = GlobalBest.cost;

% Display iteration information
%fprintf(\t\titeration %4d : Best Cost = %4.3e\n’, it, BestCosts(it) );

% Damping intertia coefficient
ww = ww*wdamp;

end

%% Construct approximate solution
p_opt = GlobalBest.position;
Uapp = trial_u(xval,tval,p_opt);
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errorL1=(sum(sum(abs(Uexc-Uapp))))/(Nx*Nt);
errorL2=norm(Uexc-Uapp,'fro’)/(sqrt(Nx*Nt));
RelErrL2=errorL2/norm(Uexc,'fro")/(sqrt(Nx*Nt));

sol(trialld).BestCosts = BestCosts;
sol(trialld).Cost = GlobalBest.cost;
sol(trialld).p = p_opt;

sol(trialld).Uapp = Uapp;
sol(trialld).errorL1 = errorL1;
sol(trialld).errorL2 = errorL2;
sol(trialld).RelErrL2 = RelErrL2;
sol(trialld).elapsedTime = cputime - T;

end
Costs = [sol(1:maxTrials).Cost];
[~,minld] = min(Costs);

BestCosts = sol(minld).BestCosts ;
p_opt = sol(minld).p;

Uapp = sol(minld).Uapp;

errorL1 = sol(minld).errorL1;
errorL2 = sol(minld).errorL2;
RelErrL2 = sol(minld).RelErrL2;
%errorL3 = sol(minld).errorL3;

%% Results
fileName = ['Results\PSO_' method '_' num2str(Nx) ' ' num2str(Nt) ".txt'];
fid = fopen(fileName,'w+");

minErrorL1 = min([sol(1:maxTrials).errorL1]);
worstErrorL1 = max([sol(1:maxTrials).errorL1]);
meanErrorL1 = mean([sol(1:maxTrials).errorL1]);
stdErrorL1 = std([sol(1:maxTrials).errorL1]);

minErrorL2 = min([sol(1:maxTrials).errorL2]);
worstErrorL2 = max([sol(1:maxTrials).errorL2]);
meanErrorL2 = mean([sol(1:maxTrials).errorL2]);
stdErrorL2 = std([sol(1:maxTrials).errorL2]);

minRelErrL2 = min([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
worstRelErrL2 = max([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
meanRelErrL2 = mean([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
stdRelErrL2 = std([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);

meanTime = mean([sol(1:maxTrials).elapsedTime]);
stdTime = std([sol(1:maxTrials).elapsedTime]);

fprintf(\n\n');
pm =177; % ASCII code for plus minus symbol

M ] 1
dlSp( k,kkkhkkkkikhkkhkkhkhkhkkikhkkiiikkik Errors *hkkhhkkkhkhkkkhkhkkkiihkkiiikkik )

54



fprintf('Min of AbsErrorL1 = %0.3e\n', minErrorL1);

fprintf("Worst of AbsErrorL1 = %0.3e\n’, worstErrorL1);

fprintf('Mean of AbsErrorL1 = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanErrorL1, pm,
stdErrorL1);

fprintf('Min of AbsErrorL2 = %0.3e\n’, minErrorL2);

fprintf("Worst of AbsErrorL2 = %0.3e\n’, worstErrorL2);

fprintf('Mean of AbsErrorL2 = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanErrorL2, pm,
stdErrorL2);

fprintf('Min of RelErrorinf = %0.3e\n’, minRelErrL2);

fprintf("Worst of RelErrorInf = %0.3e\n’, worstRelErrL2);

fprintf('Mean of RelErrorinf = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanRelErrL2, pm,
stdRelErrL2);

fprintf('Mean of Elapsed Time = %0.3e %c %0.3e seconds\n\n', meanTime,
pm, stdTime);

fprintf(fid,'Min of AbsErrorL1 = %0.3e\n', minErrorL1);

fprintf(fid,"Worst of AbsErrorL1 = %0.3e\n’, worstErrorL1);

fprintf(fid,'Mean of AbsErrorL1 = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanErrorL1, pm,
stdErrorL1);

fprintf(fid,'Min of AbsErrorL2 = %0.3e\n', minErrorL2);

fprintf(fid,"Worst of AbsErrorL2 = %0.3e\n’, worstErrorL2);

fprintf(fid,'Mean of AbsErrorL2 = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanErrorL2, pm,
stdErrorL2);

fprintf(fid,'Min of RelErrorinf = %0.3e\n', minRelErrL2);

fprintf(fid,"Worst of RelErrorInf = %0.3e\n’, worstRelErrL2);

fprintf(fid,'Mean of RelErrorInf = %0.3e %c %0.3e\n\n’, meanRelErrL2, pm,
stdRelErrL2);

fprintf(fid,'Mean of Elapsed Time = %0.3e %c %0.3e seconds\n\n’,
meanTime, pm, stdTime);

fclose(fid);

results.ErrorL1.min = minErrorL1;
results.ErrorL1.worst = worstErrorL1;
results.ErrorL1.mean = meanErrorL1;
results.ErrorL1.std = stdErrorL1;

results.ErrorL2.min = minErrorL2;
results.ErrorL2.worst = worstErrorL2;
results.ErrorL2.mean = meanErrorL2;
results.ErrorL2.std = stdErrorL2;

results.RelErrorL2.min = minRelErrL2;
results.RelErrorL2.worst = worstRelErrL2;
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results.RelErrorL2.mean = meanRelErrL2;
results.RelErrorL2.std = stdRelErrL2;

%% Plots

%figl = figure;

% axis([xA xB 0 Tt 0 max(max(Uexc))])
%subplot(1,2,1);mesh(xval,tval,Uexc);
%xlabel('$x$','Interpreter’,'latex’)

%ylabel (‘$t$', Interpreter','latex’)

%zlabel('Exact Solution','Interpreter’,'latex’)

%% axis([XA xB 0 Tf 0 max(max(Uapp))])
%subplot(1,2,2);mesh(xval,tval,Uapp)
%xlabel('$x$','Interpreter’,'latex’)

%ylabel('$t$', Interpreter','latex’)

%zlabel('Numerical Solution','Interpreter’,'latex’)
%print(figl,['Figl_' method '.eps’],’-depsc',’-r300");
%print(figl,['Figl_' method ".jpg],-djpeg’,’-r300%;

%

%fig2=figure;
%subplot(1,2,1);plot(xval,Uexc(1,:),'k-",xval,Uapp(1,:),'r-.",'LineWidth',1.5)
%xlabel(‘$x$','FontSize',12,'Interpreter’,'latex’)

%ylabel('Numerical solution at $t=0%','FontSize',12,'Interpreter’,'latex’)
%legend('Exact Solution','Numerical solution’,'Location’,'northwest’)
%subplot(1,2,2);semilogy(BestCosts(1:200), 'linewidth',2)
%xlabel(’lterations','FontSize', 12, Interpreter’,'latex’)

%ylabel('Best Cost','FontSize',12,'Interpreter’,'latex’)

%gqrid on

%print(fig2,['Fig2_" method '.eps'],’-depsc',’-r300");
%print(fig2,['Fig2_" method ".jpg’],-djpeg’,’-r300%;

save(['Results\PSO_"method ' ' num2str(Nx) ' " num2str(Nt)

".mat'],'sol','BestCosts’,'p_opt','Uexc’,'Uapp’, results’);
end

end
end
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GRADYAN INiSi Matlab Kodlar

Deger (Cost) Fonksiyonunun hesaplanmasi;

function fcost = Cost(xval,tval,p)
% This function computes values of the Cost Function defined as
% E(p)=(1/2)*Sum_x*Sum_t (eij)"2
% eij=U_t+(1/2)*x"2*A"2*U_xx+B*x*U_x-C*U,
% U(x,t) is the trial function defined as
% U(X,1)=(t/TH)*P(X)+x*(Tf-t)*N(X,t;p)
global ABCE
Nx = length(xval);
Nt = length(tval);
Tf=tval(Nt);
xA=xval(1);
fE=max(xval-E,0);
fdPx=dP_x(xval);
fNet=Net(xval,tval,p);
fdNet_t=dNet_t(xval,tval,p);
fdNet_x=dNet_x(xval,tval,p);
fd2Net_xx=d2Net_xx(xval,tval,p);
fcost =0;
for j=1:Nt
tj=tval(j);
for i=1:Nx
xi=xval(i);
fdtrial_t=fE(i)/Tf-(xi-xA)*fNet(i,j)+(xi-xA)*(Tf-tj)*fdNet_t(i,j);
ftrial=tj*fE(i)/T+(xi-xA)*(Tf-tj)*fNet(i,));
fdtrial_x=tj*fdPx(i)/Tf+(Tf-tj)*fNet(i,j)+(xi-xA)*(Tf-tj)*fdNet_x(i,j);
fd2trial_xx=2*(Tf-tj)*fdNet_x(i,j)+(xi-xA)*(Tf-tj)*fd2Net_xx(i,j);
fcost = fcost+0.5*(fdtrial_t+0.5*xi"2*A"2*fd2trial_xx+B*xi*fdtrial_x-
C*ftrial)"2;
end
end

Net fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasi (d2Net_dalpha);
function d2fNet = d2Net_dalpha(xx,tt,p)

Nx=length(xx);Nt=length(tt);
d2fNet=zeros(Nx,Nt);
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Net fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2Net_dalpha_dS);

function fdNet_t = d2Net_dalpha_dS(xx,tt,p)
% This function computes values of the time derivative of the Net function N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
%alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_t=zeros(M,Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xXx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(K);
dfz = dsigma(zk);
fdNet_t(k,i,j) = omegaB(k)*dfz;
end
end
end
end

Net fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2Net_dalpha_dt);

function fdNet_t = d2Net_dalpha_dt(xx,tt,p)
% This function computes values of the time derivative of the Net function N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_t=zeros(M,Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfz = dsigma(zk);
fdNet_t(k,i,j) = omegaA(k)*dfz;
end
end
end
end
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Net fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasi (d2Net_dbeta);

function dfNet = d2Net_dbeta(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfNet(i,j) = alpha*d2sigma(zk);
end
end
end
end

Net fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2Net_dbeta_dS);

function dfNet = d2Net_dbeta_dS(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t + omegaB(k)*x + bias(k);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*omegaB(k)*d2sigma(zk);
end
end
end
end
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Net fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2Net_dbeta_dt);

function fdNet_t = d2Net_dbeta_dt(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_t=zeros(M,Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
d2fz = d2sigma(zk);
fdNet_t(k,i,j) = alpha(k)*omegaA(k)*d2fz;
end
end
end
end

Net fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasi (d2Net_domega);

function dfNet = d2Net_domega(xx,tt,p)
Nx=Ilength(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfNet(i,j) = alpha(k)*t(j)*2*d2sigma(zk);
end
end
end
end
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Net fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2Net_domega_dS);

function dfNet = d2Net_domega_dS(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t + omegaB(k)*x + bias(k);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*omegaB(k)*tt(j)*d2sigma(zk);
end
end
end
end

Net fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2Net_domega_dt);

function dfNet = d2Net_domega_dt(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xXx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t + omegaB(k)*x + bias(k);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*tt(j)*dsigma(zk)*(1+omegaA(K)*tt(j)-
2*omegaA(K)*tt(j)*sigma(zk));
end
end
end
end
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Net fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasi (d2Net_domegaB);

function dfNet = d2Net_domegaB(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfNet(i,j) = alpha(k)*x(i)*2*d2sigma(zk);
end
end
end
end

Net fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2Net_domegaB_dS);

function dfNet = d2Net_domegaB_dS(xx,tt,p)
Nx=Ilength(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(k)*t + omegaB(k)*x + bias(k);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*d2sigma(zk)*(1+omegaB(k)*x-
2*omegaB(k)*x*sigma(zk));
end
end
end
end
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Net fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2Net_domegaB_dt);

function dfNet = d2Net_domegaB_dt(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t + omegaB(k)*x + bias(k);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*omegaA(k)*xx(i)*d2sigma(zk);
end
end
end
end

Net fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi (d2Net_S);

function fdNet_t = d2Net_S(xx,tt,p)
% This function computes values of the space derivative of the Net function N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_t=zeros(Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
d2fz = d2sigma(zk);
fdNet_t(i,j) = fdNet_t(i,j)+alpha(k)*omegaB(k)"2*d2fz;
end
end
end
end

63



Net fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi (d2Net_xx);

function fd2Net_xx = d2Net_xx(xx,tt,p)
% This function computes values of the 2nd-order
% spatial derivative of the Net function N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fd2Net_xx=zeros(Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk= omegaA(k)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
fz=fsigma(zk);
fd2Net_xx(i,j) = fd2Net_xx(i,j)+alpha(k)*omegaB(k)"2*fz*(1-3*fz+2*fz"2);
end
end
end
end

Aktivasyon fonksiyonunun (Sigma) 2. Mertebe tiirev degerlerinin hesaplanmasi
d2sigma;

function y = d2sigma(z)
f = sigma(z);
y = £5(1-1).*(1-2*1);
end

Deneme (trial) fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_dalpha_dS);

function ftrial = d2trialu_dalpha_dS(xx,tt,p)
%global E

M = floor(length(p)/4);

m = length(xx);

n = length(tt);

ftrial = zeros(M,m,n);

XA=xx(1);Tf=tt(end);

%fNet=Net(xx,tt,p);

%dfNet_dt = dNet_dt(xx,tt,p);
dfNet_dalpha = dNet_dalpha(xx,tt,p);
d2fNet_dalpha_dS = d2Net_dalpha_dS(xx,tt,p);
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%fPx=max(xx-E,0);
fork =1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j)= (Tf-tt(j))*dfNet_dalpha(k,i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d2fNet_dalpha_dS(k,i,j);
end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_dalpha_dt);

function ftrial = d2trialu_dalpha_dt(xx,tt,p)
%global E
M = floor(length(p)/4);
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
xA=xx(1); Tf=tt(end);
%fNet=Net(xx,tt,p);
%dfNet_dt = dNet_dt(xx,tt,p);
dfNet_dalpha = dNet_dalpha(xx,tt,p);
d2fNet_dalpha_dt = d2Net_dalpha_dt(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j)= -(xx(i)-xA)*dfNet_dalpha(k,i,j)+(xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d2fNet_dalpha_dt(k,i,});
end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_dbeta_dS);

function ftrial = d2trialu_dbeta_dS(xx,tt,p)
%global E

M = length(p)/4; %number of neurons

m = length(xx);

n = length(tt);

ftrial = zeros(M,m,n);
XA=xx(1);Tf=tt(end);
dfNet_dbeta=dNet_dbeta(xx,tt,p);
d2fNet_dbeta_dS=d2Net_dbeta dS(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);

for k=1:M
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fori=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j) = (Tf-tt(j))*dfNet_dbeta(k,i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d2fNet_dbeta_dS(k,i,j);
end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_dbeta_dt);

function ftrial = d2trialu_dbeta_dt(xx,tt,p)
%global E
M = length(p)/4; %number of neurons
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
XA=xx(1);Tf=tt(end);
%fNet=Net(xx,tt,p);
%dfNet_dt = dNet_dt(xx,tt,p);
dfNet_dbeta = dNet_dbeta(xx,tt,p);
d2fNet_dbeta_dt = d2Net_dbeta_dt(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j)= -(xx(i)-xA)*dfNet_dbeta(k,i,j)+(xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d2fNet_dbeta_dt(k,i,j);
end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_domega_dS);

function ftrial = d2trialu_domega_dS(xx,tt,p)
%global E
M = length(p)/4; %number of neurons
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
XA=xx(1);Tf=tt(end);
dfNet_domega=dNet_domega(xx,tt,p);
d2fNet_domega_dS=d2Net_domega_dS(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n

ftrial(k,i,j) = (Tf-tt(j))*dfNet_domega(k,i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d2fNet_domega_dS(k,i,j);
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end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_domega_dt);

function ftrial = d2trialu_domega_dt(xx,tt,p)
%global E
M =length(p)/4;
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
XA=xx(1);Tf=tt(end);
%fNet=Net(xx,tt,p);
%dfNet_dt = dNet_dt(xx,tt,p);
dfNet_domega = dNet_domega(xx,tt,p);
d2fNet_domega_dt = d2Net_domega_dt(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j)= -(xx(i)-xA)*dfNet_domega(k,i,j)+(xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d2fNet_domega_dt(k,i,j);
end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_domegaB_dS);

function ftrial = d2trialu_domegaB_dS(xx,tt,p)
%global E
M = length(p)/4; %number of neurons
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
xA=xx(1); Tf=tt(end);
dfNet_domegaB=dNet_domegaB(xx,tt,p);
d2fNet_domegaB_dS=d2Net_domegaB_dS(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j) = (Tf-tt(j))*dfNet_domegaB(k,i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d2fNet_domegaB_dS(k,i,j);
end
end
end
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Deneme (trial) fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_domegaB_dt);

function ftrial = d2trialu_domegaB_dt(xx,tt,p)
%global E
M = length(p)/4; %number of neurons
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
xA=xx(1); Tf=tt(end);
%fNet=Net(xx,tt,p);
%dfNet_dt = dNet_dt(xx,tt,p);
dfNet_domegaB = dNet_domegaB(xx,tt,p);
d2fNet_domegaB_dt = d2Net_domegaB_dt(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j)= -(xx(i)-xA)*dfNet_domegaB(k,i,j)+(xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d2fNet_domegaB_dt(k,i,j);
end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d2trialu_dS);

function ftrial = d2trialu_dS(xx,tt,p)
global E
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(m,n);
XA=xx(1);Tf=tt(end);
%fNet=Net(xx,tt,p);
dfNet_dS = dNet_S(xx,tt,p);
d2fNet_dS = d2Net_S(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for i=1:m
for j=1:n

ftrial(i,j) = 2*(Tf-tt(j))*dfNet_dS(i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-tt(j))*d2fNet_dS(i,j);
end
end
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Net fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d3Net_dalpha_dS2);

function fdNet_t = d3Net_dalpha_dS2(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_t=zeros(M,Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xXx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
d2fz = d2sigma(zk);
fdNet_t(M,i,j) = omegaB(k)"2*d2fz;
end
end
end
end

Net fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d3Net_dbeta_dS2);

function fdNet_t = d3Net_dbeta_dS2(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_t=zeros(M,Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
d3fz = d3sigma(zk);
fdNet_t(k,i,j) = alpha(k)*omegaB(k)"2*d3fz;
end
end
end
end
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Net fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d3Net_domega_dS2);

function dfNet = d3Net_domega_dS2(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xXx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t + omegaB(k)*x + bias(k);
fz = sigma(zk);
d2fz = d2sigma(zk);
dfNet(i,j) = alpha(k)*omegaB(k)"2*tt(j)*d2fz*((1-2*fz)"2 -2*(1-fz));
end
end
end
end

Net fonksiyonun uzay degiskenine gore tiirevinin hesaplanmasi
(d3Net_domegaB_dS2);
function dfNet = d3Net_domegaB_dS2(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t + omegaB(k)*x + bias(k);
fz = sigma(zk);
dfz = dsigma(zk);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*omegaB(k)*dfz*(2 - 4*fz +omegaB(k)*x -
2*omegaB(k)*dfz);
end
end
end
end
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Aktivasyon fonksiyonunun (Sigmoid) 3. Mertebe tiirev degerlerinin
hesaplanmasi (d3sigma);

function y = d3sigma(z)

f = sigma(z);

y = £.*(1-f).*((1-2*F).~2 - 2*(1-f));
end

Deneme (trial) fonksiyonunun uzay degiskenine gore tiirev degerlerinin
hesaplanmasi (d3trialu_dalpha_dS2);

function fdNet = d3trialu_dalpha_dS2(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
xA=xx(1); Tf=tt(end);
fdNet = zeros(M,Nx,Nt); %outputs of neural network
d2fNet_dalpha_dS = d2Net_dalpha_dS(xx,tt,p);
d3fNet_dalpha_dS2 = d3Net_dalpha_dS2(xx,tt,p);
for k=1:M
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
fdNet(k,i,j) = 2*(Tf-t)*d2fNet_dalpha_dS(k,i,j) + (x - XA)*(Tf-
t)*d3fNet_dalpha_dS2(k,i,j);
end
end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonunun uzay degiskenine gore tiirev degerlerinin
hesaplanmasi (d3trialu_dbeta_dS2);
function ftrial = d3trialu_dbeta_dS2(xx,tt,p)
%global E
M = length(p)/4; %number of neurons
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
xA=xx(1); Tf=tt(end);
d2fNet_dbeta_dS=d2Net_dbeta dS(xx,tt,p);
d3fNet_dbeta_dS2=d3Net_dbeta dS2(xxtt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j) = 2*(Tf-tt(j))*d2fNet_dbeta_dS(k,i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d3fNet_dbeta_dS2(k,i,j);
end
end
end
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Deneme (trial) fonksiyonunun uzay degiskenine gore tiirev degerlerinin
hesaplanmasi (d3trialu_domega_dS2);

function ftrial = d3trialu_domega_dS2(xx,tt,p)
%global E
M = length(p)/4; %number of neurons
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
XA=xx(1);Tf=tt(end);
d2fNet_domega_dS=d2Net_domega_dS(xx,tt,p);
d3fNet_domega_dS2=d3Net_domega_dS2(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j) = 2*(Tf-tt(j))*d2fNet_domega_dS(k,i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d3fNet_domega_dS2(k,i,j);
end
end
end

Deneme (trial) fonksiyonunun uzay degiskenine gore tiirev degerlerinin
hesaplanmasi (d3trialu_domegaB_dS2);

function ftrial = d3trialu_domegaB_dS2(xx,tt,p)
%global E
M = length(p)/4; %number of neurons
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(M,m,n);
xA=xx(1); Tf=tt(end);
d2fNet_domegaB_dS=d2Net_domegaB_dS(xx,tt,p);
d3fNet_domegaB_dS2=d3Net_domegaB_dS2(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for k=1:M
for i=1:m
for j=1:n
ftrial(k,i,j) = 2*(Tf-tt(j))*d2fNet_domegaB_dS(k,i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-
tt(j))*d3fNet_domegaB_dS2(k,i,j);
end
end
end
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Net fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi (dNet_dalpha);

function dfNet = dNet_dalpha(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
%alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet = zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfNet(k,i,j) = sigma(zk);
end
end
end
end

Net fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi (dNet_dbeta);

function dfNet = dNet_dbeta(xx,tt,p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*dsigma(zk);
end
end
end
end

Net fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi (dNet_domega);
function dfNet = dNet_domega(xx,tt,p)
Nx=Ilength(xx);Nt=length(tt);

M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
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omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*t*dsigma(zk);
end
end
end
end

Net fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi (dNet_domegaB);

function dfNet = dNet_domegaB(xxtt,p)
Nx=Ilength(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
dfNet=zeros(M,Nx,Nt);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfNet(k,i,j) = alpha(k)*x*dsigma(zk);
end
end
end
end

Net fonksiyonunun uzay degiskenine gore tiirev degerlerinin hesaplanmasi
(dNet_S);

function fdNet_t = dNet_S(xx,tt,p)

% This function computes values of the time derivative of the Net function N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);

M = length(p)/4; %number of neurons

alpha = p(1:M);

omegaA = p(M+1:2*M);

omegaB = p(2*M+1:3*M);

bias = p(3*M+1:4*M);

fdNet_t=zeros(Nx,Nt); %outputs of neural network
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for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(k)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfz = dsigma(zk);
fdNet_t(i,j) = fdNet_t(i,j)+alpha(k)*omegaB(k)*dfz;
end
end
end
end

Net fonksiyonunun zaman degiskenine gore tiirev degerlerinin hesaplanmasi
(dNet_t);

function fdNet_t = dNet_t(xx,tt,p)
% This function computes values of the time derivative of the Net function N(x,t;p)
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fdNet_t=zeros(Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(K);
dfz = dsigma(zk);
fdNet_t(i,j) = fdNet_t(i,j)+alpha(k)*omegaA(k)*dfz;
end
end
end
end

Net fonksiyonunun zaman degiskenine gore tiirev degerlerinin hesaplanmasi
(dNet_x);

function fdNet_x = dNet_x(xx,tt,p)

% This function computes values of the spatial derivative of the Net function
N(x,t;p)

Nx=length(xx);Nt=length(tt);

M = length(p)/4; %number of neurons

alpha = p(1:M);

omegaA = p(M+1:2*M);

omegaB = p(2*M+1:3*M);

bias = p(3*M+1:4*M);
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fdNet_x=zeros(Nx,Nt); %outputs of neural network
for i=1:Nx
x=xx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
dfz = dsigma(zk);
fdNet_x(i,j) = fdNet_x(i,j)+alpha(k)*omegaB(k)*dfz;
end
end
end
end

P(x) fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi (dP_Xx);

function fdpx = dP_x(xx)
% This function computes values of the derivative of the function P(x)
% defined as P(X)=U(x,Tf), here, Tf is the final time point.
global E
Nx=length(xx);
fdpx=zeros(1,Nx);
for i=1:Nx
x=xx(1);
ifx<E
fdpx(i)=0;
else
fdpx(i)=1;
end
end

Aktivasyon fonksiyonunun (sigmoid) tiirev degerlerinin hesaplanmasi (dsigma);

function z = dsigma(x)
y = sigma(x);
z=y.*(1-y);

end

Deneme (trial) fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi
(dtrialu_dalpha);

function ftrial = dtrialu_dalpha(xxtt,p)
%global E

M = floor(length(p)/4);

m = length(xx);

n = length(tt);

ftrial = zeros(M,m,n);
XA=xx(1);Tf=tt(end);
dfNet_dalpha=dNet_dalpha(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
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fork =1:M

for i=1:m

for j=1:n
ftrial(k,i,j)=(xx(i)-xA)*(Tf-tt(j))*dfNet_dalpha(k,i,j);

end

end

end

Deneme (trial) fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi (dtrialu_dbeta);

function ftrial = dtrialu_dbeta(xx,tt,p)

%global E

M = length(p)/4; %number of neurons

m = length(xx);

n = length(tt);

ftrial = zeros(M,m,n);

xA=xx(1); Tf=tt(end);

dfNet_dbeta=dNet_dbeta(xx,tt,p);

%fPx=max(xx-E,0);

for k=1:M

for i=1:m

for j=1:n
ftrial(k,i,j)=(xx(i)-xA)*(Tf-tt(j))*dfNet_dbeta(k,i,j);

end

end

end

Deneme (trial) fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi
(dtrialu_domega);

function ftrial = dtrialu_domega(xx,tt,p)

%global E

M =length(p)/4;

m = length(xx);

n = length(tt);

ftrial = zeros(M,m,n);

XA=xx(1);Tf=tt(end);

dfNet_domega=dNet_domega(xx,tt,p);

%fPx=max(xx-E,0);

for k=1:M

for i=1:m

for j=1:n
ftrial(k,i,j)=(xx(i)-xA)*(Tf-tt(j))*dfNet_domega(k,i,j);

end

end

end
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Deneme (trial) fonksiyonunun tiirev degerlerinin hesaplanmasi
(dtrialu_domegaB);

function ftrial = dtrialu_domegaB(xx,tt,p)

%global E

M = length(p)/4; %number of neurons

m = length(xx);

n = length(tt);

ftrial = zeros(M,m,n);

XA=xx(1);Tf=tt(end);

dfNet_domegaB=dNet_domegaB(xx,tt,p);

%fPx=max(xx-E,0);

for k=1:M

for i=1:m

for j=1:n
ftrial(k,i,j)=(xx(i)-xA)*(Tf-tt(j))*dfNet_domegaB(k,i,j);

end

end

end

Deneme (trial) fonksiyonunun uzay degiskenine gore tiirev degerlerinin
hesaplanmasi (dtrialu_dS);

function ftrial = dtrialu_dS(xx,tt,p)
global E
m = length(xx);
n = length(tt);
ftrial = zeros(m,n);
xA=xx(1); Tf=tt(end);
fNet=Net(xx,tt,p);
dfNet_dS = dNet_S(xx,tt,p);
%fPx=max(xx-E,0);
for i=1:m
for j=1:n
term = (TF-tt(j))*fNet(i,j) + (xx(i)-xA)*(Tf-tt(j))*dfNet_dS(i,j);
if xx(i)<=E
ftrial(i,j) = term;
else
ftrial(i,j) = tt(j) + term;
end
end
end
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Deneme (trial) fonksiyonunun zaman degiskenine gore tiirev degerlerinin
hesaplanmasi (dtrialu_dt);

function ftrial = dtrialu_dt(xx,tt,p)

global E

m = length(xx);

n = length(tt);

ftrial = zeros(m,n);

xA=xx(1); Tf=tt(end);

fNet=Net(xx,tt,p);

dfNet_dt = dNet_dt(xx,tt,p);

fPx=max(xx-E,0);

for i=1:m

for j=1:n
frial(i,j)=fPx(i)-(xx(i)-xA)*fNet(i,j) +(xx(i)-xA)* (Tf-tt(j)) *dfNet_dt(i,j);

end

end

Kesin ¢oziim fonksiyonunun degerlerinin hesaplanmasi (exact_u);

function u=exact_u(xx,tt)
global AB E
Nx=Ilength(xx);Nt=length(tt);
Tf=tt(end);
u=zeros(Nt,Nx);
for i=1:Nx
x=xx(1);
for j=1:Nt-1
t=tt(j);
pl=log(x/E)+(B+A"2/2)*(Tf-t);
pp=A*sqrt(Tf-t);
p2=log(X/E)+(B-A"2/2)*(Tf-t);
z1=p1/pp;z2=p2/pp;
u(j,i)=x*0.5*erfc(-z1/sqrt(2))-0.5*E*exp(-B*(Tf-t))*erfc(-z2/sqrt(2));
end
end
u(Nt,:)=max(xx-E,0);

P(x) fonksiyonunun degerlerinin hesaplanmasi (fPx);

function fpx = fPx(x)

% This function computes values of the function P(x) defined as P(x)=U(x, Tf);
% Here, Tt is the final time point.

EE=100;%sqrt(1/19);

fpx= max(x-EE,0);

end
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fsigma;

function fz = fsigma(x)
fz= 1./(1+exp(-x));

end

Net fonksiyonunun degerlerinin hesaplanmasi (Net);

function fNet = Net(xx,tt,p)
% This function computes values of the Net function N(x,t;p)
% fN is output of neural network corrsponding to the inputs x and t
Nx=length(xx);Nt=length(tt);
M = length(p)/4; %number of neurons
alpha = p(1:M);
omegaA = p(M+1:2*M);
omegaB = p(2*M+1:3*M);
bias = p(3*M+1:4*M);
fNet=zeros(Nx,Nt);
for i=1:Nx
X=xXx(i);
for j=1:Nt
t=tt(j);
for k=1:M
zk = omegaA(K)*t+omegaB(k)*x+bias(k);
fNet(i,j)=fNet(i,j)+alpha(k)*sigma(zk);
end
end
end
end

Aktivasyon fonksiyonunun (Sigmoid) degerlerinin hesaplanmasi (sigma);
function y = sigma(z)

y = L/(1+exp(-2));
end

Deneme (trial) fonksiyonunun degerlerinin hesaplanmasi (trial_u);

function ftrial = trial_u(xx,tt,p)

global E

m = length(xx);

n = length(tt);

ftrial = zeros(m,n);

xA=xx(1); Tf=tt(end);

fNet=Net(xx,tt,p);

fPx=max(xx-E,0);

for i=1:m

for j=1:n
ftrial(i,j)=tt(j)*fPx(i)/T+(xx(i)-xA)*(Tf-tt(j)) *fNet(i,j);

end

end
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Gradyan inisi yontemi icin ana program (GradientDescent_MainPr);

% This program solves the Black-Scholes problem defined as

% U_t+(1/2)*x"2*Ar2*U_xx+B*x*U_x-C*U=0, 0<x<1, O<t<Tf,

% U(0,t)=0, left boundary condition

%U(x, Tf)=P(x),final time condition, P(x)=max{x-E,0},

% by using Artificial Neural Networks (ANN) trained by Gradient Descent
tic

clc;

clear;

close;

global ABCE

%% Problem definition

CostFunction = @(x,t,p) Cost(x,t,p); % Cost function
A=0.1;B=0.12;C=B; % Coefficients of the equation
xA=70; xB=130; % Left and right boundary points
Tf=1, % Final time point

E=100; % Strike price

N=5; % Number of neurons

% Nt=21;Nx=21; % Number of nodes

% xval=linspace(xA,xB,NXx); % Spatial vector x

% tval=linspace(0, Tf,Nt); % Time vector t

% Uexc = exact_u(xval,tval); % Exact solution

%% Parameters of Gradient Descent

MaxIt = 1000; % Maximum number of iterations

nVar = 4*N; % Mumber of unknown variables in ANN
VarSize=[1 nVar]; % Matrix size of unknown variables

VarMin = -1; % Lower bound of unknown variables

VarMax =1, % Upper bound of unknown variables
lambda_damp = 0.99; % Damping parameter of learning coefficient
maxTrials = 25; % Maximum number of trials

%% Initialization
empty_sol.BestCosts = [];
empty_sol.Cost = [];
empty_sol.p =[];
empty_sol.Uapp = [];
empty_sol.errorL1 = [];
empty_sol.errorL2 = [];
empty_sol.RelErrL2 =];

for Nx =[11,21,41,81]
for Nt = [11,21,41,81]
fprintf('N_x = %2d \t N_t = %2d\n',Nx,Nt);

xval=linspace(xA,xB,NXx); % Spatial vector x
tval=linspace(0, Tf,Nt); % Time vector t
Uexc = exact_u(xval,tval); % Exact solution
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sol = repmat(empty_sol, maxTrials, 1);
for trialld = 1:maxTrials

% fprintf("\n\N---------—-=- o \n');
fprintf(\t\t Trial 1d : %d\n’, trialld);
T=cputime;

% Initialize global best

GlobalBest.cost = inf;

p = VarMin + (VarMax - VarMin)*rand(1,nVar); % Initial
parameters of Neural Net

Tf=tval(Nt);

xA=xval(1);

fE=max(xval-E,0);

fdPx=dP_x(xval);

% Array to hold the best cost value on each iteration
BestCosts = zeros(Maxlt,1);
M = length(p)/4; %number of neurons

%% Main loop of Gradient Descent
for it=1:MaxIt
lambda = 1e-6/log(1+it); % learning coefficient

% Calculate Cost
F = CostFunction(xval, tval, p);

fNet=Net(xval,tval,p);
fdNet_t=dNet_t(xval,tval,p);
fdNet_x=dNet_x(xval,tval,p);
fd2Net_xx=d2Net_xx(xval,tval,p);
ftrial = zeros(Nx,Nt);
fdtrial_t = zeros(Nx,Nt);
fdtrial_x = zeros(Nx,Nt);
fd2trial_xx = zeros(Nx,Nt);
for j=1:Nt
tj=tval(j);
for i=1:Nx
xi=xval(i);
ftrial(i,j) = tj*fE()/TF+(xi-xA)*(Tf-tj)*fNet(i,j);
fdtrial _t(i,j) = fFE(i)/T-(xi-xA)*fNet(i,j)+(xi-xA)*(Tf-tj) *fdNet_t(i,j);
fdtrial_x(i,j) = tj*fdPx(i)/Tf+(Tf-tj))*fNet(i,j)+(xi-xA)*(Tf-
tj)*fdNet_x(i j);
fd2trial_xx(i,j) = 2*(Tf-tj)*fdNet_x(i,j)+(xi-xA)*(Tf-
tj)*fd2Net_xx(i,j);
end
end

fdtrialu_dalpha = dtrialu_dalpha(xval,tval,p);
fd2trialu_dalpha_dS = d2trialu_dalpha_dS(xval,tval,p);
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fd2trialu_dalpha_dt = d2trialu_dalpha_dt(xval,tval,p);
fd3trialu_dalpha_dS2 = d3trialu_dalpha_dS2(xval,tval,p);

fdtrialu_domega = dtrialu_domega(xval,tval,p);
fd2trialu_domega_dt = d2trialu_domega_dt(xval,tval,p);
fd2trialu_domega_dS = d2trialu_domega_dS(xval,tval,p);
fd3trialu_domega_dS2 = d3trialu_domega_dS2(xval,tval,p);

fdtrialu_domegaB = dtrialu_domegaB(xval,tval,p);
fd2trialu_domegaB_dt = d2trialu_domegaB_dt(xval,tval,p);
fd2trialu_domegaB_dS = d2trialu_domegaB_dS(xval,tval,p);
fd3trialu_domegaB_dS2 = d3trialu_domegaB_dS2(xval,tval,p);

fdtrialu_dbeta = dtrialu_dbeta(xval,tval,p);
fd2trialu_dbeta_dt = d2trialu_dbeta_dt(xval,tval,p);
fd2trialu_dbeta_dS = d2trialu_dbeta_dS(xval,tval,p);
fd3trialu_dbeta dS2 = d3trialu_dbeta_dS2(xval,tval,p);

e = zeros(Nx,Nt);
de_dalpha = zeros(M,Nx,Nt);
de_domega = zeros(M,Nx,Nt);
de_domegaB = zeros(M,Nx,Nt);
de_dbeta = zeros(M,Nx,Nt);
for j=1:Nt
tj=tval(j);
for i=1:Nx
xi=xval(i);
e(i,j) =
(fdtrial_t(i,j)+0.5*xin2*Ar2*fd2trial_xx(i,j)+B*xi*fdtrial_x(i,j)-C*ftrial(i,}));
for k=1:M
de_dalpha(k,i,j) =
fd2trialu_dalpha_dt(k,i,j)+0.5*xi"2*A”2*fd3trialu_dalpha_dS2(k,i,j)+B*xi*fd2trialu
_dalpha_dS(k,i,j)-C* fdtrialu_dalpha(k,i,j);
de_domega(k,i,j) =
fd2trialu_domega_dt(k,i,j)+0.5*xi"2*A"2*fd3trialu_domega_dS2(k,i,j)+B*xi*fd2tri
alu_domega_dS(k,i,j)-C* fdtrialu_domega(k,i,j);
de_domegaB(k,i,j) =
fd2trialu_domegaB_dt(k,i,j)+0.5*xi"2*A"2*fd3trialu_domegaB_dS2(k,i,j)+B*xi*fd
2trialu_domegaB_dS(k,i,j)-C* fdtrialu_domegaB(k,i,});
de_dbeta(k,i,j) =
fd2trialu_dbeta_dt(k,i,j)+0.5*xi"2*A”2*fd3trialu_dbeta_dS2(k,i,j)+B*xi*fd2trialu_d
beta_dS(k,i,j)-C* fdtrialu_dbeta(k,i,j);
end
end
end

DeltaAlpha = zeros(1,M);
DeltaOmegaA = zeros(1,M);
DeltaOmegaB = zeros(1,M);
DeltaBeta = zeros(1,M);
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for k=1:M
DeltaAlpha(k) = sum(sum(e.*squeeze(de_dalpha(k,:,:))));
DeltaOmegaA(k) = sum(sum(e.*squeeze(de_domega(k,:,:))));
DeltaOmegaB(k) = sum(sum(e.*squeeze(de_domegaB(k,:,))));
DeltaBeta(k) = sum(sum(e.*squeeze(de_dbeta(k,:,:))));

end

% Update parameters

alpha = p(1:M);

omegaA = p(M+1:2*M);

omegaB = p(2*M+1:3*M);

bias = p(3*M+1:4*M);

alpha = alpha - lambda*DeltaAlpha;
omegaA = omegaA - lambda*DeltaOmegaA;
omegaB = omegaB - lambda*DeltaOmegaB;
bias = bias - lambda*DeltaBeta;

p = [alpha omegaA omegaB bias];
J = CostFunction(xval, tval, p);

% Store best cost value
BestCosts(it) = J;

% Display iteration information
%fprintf(\t\titeration %4d : Best Cost = %5.4e\n’, it, BestCosts(it) );

% Damping intertia coefficient
%lambda = lambda*lambda_damp;
%lambda = le-7/sqrt(it)

end

%% Construct approximate solution

p_opt =p;
Uapp = trial_u(xval,tval,p_opt)"; %%%% Transpose ???

errorL1=(sum(sum(abs(Uexc-Uapp))))/(Nx*Nt);
errorL.2=norm(Uexc-Uapp, fro")/(sqrt(Nx*Nt));
RelErrL2=errorL2/norm(Uexc,'fro’)/(sqrt(Nx*Nt));

sol(trialld).BestCosts = BestCosts;
sol(trialld).Cost = GlobalBest.cost;
sol(trialld).p = p_opt;

sol(trialld).Uapp = Uapp;
sol(trialld).errorL1 = errorL1;
sol(trialld).errorL2 = errorL2;
sol(trialld).RelErrL2 = RelErrL2;
sol(trialld).elapsedTime = cputime - T;

end
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Costs = [sol(1:maxTrials).Cost];
[~,minld] = min(Costs);

BestCosts = sol(minld).BestCosts ;
p_opt = sol(minld).p;

Uapp = sol(minld).Uapp;

errorL1 = sol(minld).errorL1,;
errorL2 = sol(minld).errorL2;
RelErrL2 = sol(minld).RelErrL2;
%errorL3 = sol(minld).errorL3;

%% Results
fileName = ['Results\GradientDescent_' num2str(Nx) '_' num2str(Nt) ".txt"];
fid = fopen(fileName,'w+');

minErrorL1 = min([sol(1:maxTrials).errorL1]);
worstErrorL1 = max([sol(1:maxTrials).errorL1]);
meanErrorL1 = mean([sol(1:maxTrials).errorL1]);
stdErrorL1 = std([sol(1:maxTrials).errorL1]);

minErrorL2 = min([sol(1:maxTrials).errorL2]);
worstErrorL2 = max([sol(1:maxTrials).errorL2]);
meanErrorL2 = mean([sol(1:maxTrials).errorL2]);
stdErrorL2 = std([sol(1:maxTrials).errorL2]);

minRelErrL2 = min([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
worstRelErrL2 = max([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
meanRelErrL2 = mean([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);
stdRelErrL2 = std([sol(1:maxTrials).RelErrL2]);

meanTime = mean([sol(1:maxTrials).elapsedTime]);
stdTime = std([sol(1:maxTrials).elapsedTime]);

fprintf(\n\n');

pm =177; % ASCII code for plus minus symbol

diSp('******************** Errors ********************')

fprintf('Min of AbsErrorL1 = %0.4e\n', minErrorL1);

fprintf("Worst of AbsErrorL1 = %0.4e\n’, worstErrorL1);

fprintf('Mean of AbsErrorL1 = %0.4e %c %0.4e\n\n’, meanErrorL1, pm,
stdErrorL1);

fprintf('Min of AbsErrorL2 = %0.4e\n', minErrorL2);

fprintf("Worst of AbsErrorL2 = %0.4e\n’, worstErrorL2);

fprintf('Mean of AbsErrorL2 = %0.4e %c %0.4e\n\n’, meanErrorL2, pm,
stdErrorL2);

fprintf('Min of RelErrorinf = %0.4e\n’, minRelErrL2);

fprintf("Worst of RelErrorInf = %0.4e\n’, worstRelErrL2);

fprintf('Mean of RelErrorinf = %0.4e %c %0.4e\n\n’, meanRelErrL2, pm,
stdRelErrL2);
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fprintf('Mean of Elapsed Time = %0.4e %c %0.4e seconds\n\n', meanTime, pm,
stdTime);

fprintf(fid,'Min of AbsErrorL1 = %0.4e\n', minErrorL1);

fprintf(fid,"Worst of AbsErrorL1 = %0.4e\n’, worstErrorL1);

fprintf(fid,'Mean of AbsErrorL1 = %0.4e %c %0.4e\n\n’, meanErrorL1, pm,
stdErrorL1);

fprintf(fid,'Min of AbsErrorL2 = %0.4e\n', minErrorL2);

fprintf(fid,"Worst of AbsErrorL2 = %0.4e\n’, worstErrorL2);

fprintf(fid,'Mean of AbsErrorL2 = %0.4e %c %0.4e\n\n’, meanErrorL2, pm,
stdErrorL2);

fprintf(fid,'Min of RelErrorinf = %0.4e\n’, minRelErrL2);

fprintf(fid,"Worst of RelErrorinf = %0.4e\n’, worstRelErrL2);

fprintf(fid,'Mean of RelErrorInf = %0.4e %c %0.4e\n\n’, meanRelErrL2, pm,
stdRelErrL2);

fprintf(fid,'Mean of Elapsed Time = %0.4e %c %0.4e seconds\n\n', meanTime,
pm, stdTime);

fclose(fid);

results.ErrorL1.min = minErrorL1;
results.ErrorL1.worst = worstErrorL1;
results.ErrorL1.mean = meanErrorL1;
results.ErrorL1.std = stdErrorL1;

results.ErrorL2.min = minErrorL2;
results.ErrorL2.worst = worstErrorL2;
results.ErrorL2.mean = meanErrorL2;
results.ErrorL2.std = stdErrorL2;

results.RelErrorL2.min = minRelErrL2;
results.RelErrorL2.worst = worstRelErrL2;
results.RelErrorL2.mean = meanRelErrL2;
results.RelErrorL2.std = stdRelErrL2;

% %% Plots

% figl = figure;

% % axis([xA xB 0 Tf 0 max(max(Uexc))])
% subplot(1,2,1);mesh(xval,tval,Uexc);

% xlabel('$x$','Interpreter’,'latex’)

% ylabel('$t$','Interpreter’,'latex’)

% zlabel('Exact Solution','Interpreter’,'latex’)
% % axis([xA xB 0 Tf 0 max(max(Uapp))])
% subplot(1,2,2);mesh(xval,tval,Uapp)

% xlabel('$x$','Interpreter’,'latex’)

% ylabel('$t$','Interpreter’,'latex’)
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% zlabel('Numerical Solution','Interpreter’,'latex’)

% print(figl,'Figl.eps','-depsc’,'-r300');

% print(figl,'Figl.jpg’,-djpeg’,’-r300%;

%

% fig2=figure;

% subplot(1,2,1);plot(xval,Uexc(1,:),'k-",xval,Uapp(1,:),r-.",'LineWidth',1.5)
% xlabel("$x$','FontSize',12,'Interpreter','latex’)

% ylabel('Numerical solution at $t=0%','FontSize’,12,'Interpreter’,'latex’)
% legend(‘'Exact Solution','Numerical solution','Location’,'northwest')
% subplot(1,2,2);semilogy(BestCosts(1:200), 'linewidth',2)

% xlabel('lterations','FontSize',12,'Interpreter’,'latex’)

% ylabel('Best Cost','FontSize',12,"Interpreter’,'latex’)

% grid on

% print(fig2,'Fig2.eps','-depsc',’-r300");

% print(fig2,'Fig2.jpg’,-djpeg’,’-r300%;

save(['Results\GradientDescent_' num2str(Nx) ' ' num2str(Nt)
".mat'],'sol','BestCosts’,'p_opt','Uexc’,'Uapp', results’);
end
end
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